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Unsere  heutige  Einrichtung  der  Maschinenbaufachschulen 
(maschinentechnische  Fachabtheihmgen)  an  den  Gewerbe-  und 
technischen  Hochschulen  bringt  es  mit  sich,  dass  der  „Festig- 
keitslehre" als  Unterrichtsgegenstand  verhältnissmässig  wenig 
Zeit  gewidmet  wird,  so,  dass  der  Studirende  des  Maschinen- 
baues genöthigt  ist,  behufs  Befestigung,  weiterer  Verarbeitung 
und  Vertiefung  der  in  der  Schule  gehörten  Festigkeitstheorien, 
durch  Anwendung  derselben  auf  praktische  Beispiele  aus  dem 
Maschinenbau,  zum  Privatstudium  zu  greifen.  Ihn  in  diesem 
Studium  durch  ein  geeignetes  Hilfs-  und  Uebungsbuch  zu  unter- 
stützen, ist  der  Zwec'k  der  vorliegenden  Aufgabensammlung.  Da 
es  sich  in  derselben,  wie  schon  angedeutet,  um  weitere  Ver- 
arbeitung und  Vertiefung  der  Festigkeitstheorie  in  Form  von 
praktischen  Anwendungen  derselben  auf  den  Maschinenbau 
handelt,  so  wurden  sämmtliche  Auflösungen  der  Aufgaben  wis- 
senschaftlich begründet,  daher,  die  Constructionsformeln,  die 
beim  Entwerfen  von  Maschinen  und  Maschinentheilen  zur  Be- 
rechnung von  Festigkeitsdimensionen  und  hier  zur  Auflösiuig 
von  Aufgaben  gebraucht  werden,  wissenschaftlich  abgeleitet, 
dieselben  erweitert  und  neue  Formeln  zur  Dimensionsberech- 
nung verschiedener  Körpjer  entwickelt;  immer  unter  Zugrunde- 
legung der  einfachsten  Festigkeilsformeln ,  deren  Verständniss 
und  Herleitung,  daher  die  allgemeine  Festigkeitstheorie  über- 
haupt bei  dem  Leser  dieses  Buches  vorausgesetzt  wird.  Die 
Aufgaben  selbst  sind  nach  Capiteln  der  Festigkeitslehre  in  der 
üblichen  Reihenfolge  (Zug-,  Druck-,  Scheer-,  Biegungs-,  Zer- 
knickungs-  und  zusammengesetzte  Festigkeit),  vom  Leichteren 
zum  Schwereren  allmälig  fortschreitend,  systematisch  geordnet, 
theils  in  allgemeinen,  theils  in  numerischen  Grössen  gegeben, 
und  bedingen  zu  ihrem  Verständniss  im  Allgemeinen,  dass  der 
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Leser  mit  der  Elementarmathematik  und  den  Grundlehren  der 
Statik  fester  Körper  vertraut  sei.  Es  wurden  jedoch  auch  im 
Interesse  der  mathematisch  weiter  gebildeten  Leser  behufs 
strengerer  wissenschaftlicher  Ableitung  und  der  dadurch  erzielten 
Vereinfachungen  in  den  mathematischen  Entwicklungen  einige 
wenige  Aufgaben  mit  Anwendung  höherer  Mathematik  behandelt, 
weshalb  alle  Jene,  deren  mathematische  Vorbildung  nicht  so 
weit  reicht,  die  bezüglichen  Entwicklungen  überschlagen  und  nur 
die  Resultate  beachten  mögen.  Es  ist  selbstverständlich,  dass  bei 
der  Ableitung  der  Constructionsformeln  zur  Dimensionsberech- 
nung, da,  wo  es  nöthig  erschien,  jene  praktischen  Erfahrungs- 
resultate zu  Hilfe  genommen  wurden,  deren  sich  der  Maschinen- 
bau im  Allgemeinen  bedient  und  dass  bei  allen  Aufgaben  auch 
die  praktische  Seite  derselben  in  Bezug  auf  den  Maschinenbau 
gebührend  hervorgehoben  wurde.  Da  ich  während  meiner  viel- 
jährigen Thätigkeit  als  technischer  Lehrer  an  Maschinenbau- 
fachschulen den  Mangel  einer  geeigneten  reichhaltigen  Sammlung 
von  Festigkeitsaufgaben  mit  Auflösungen  oft  unangenehm  em- 
pfand, entschloss  ich  mich,  im  Interesse  der  Fachgenossen  und 
der  Studirenden  des  Maschinenbaues  das  im  Laufe  der  Jahre 
angesammelte  Aufgabenmaterial  in  Form  eines  Buches  der 
OefTentlichkeit  zu  übergeben*).  Ich  empfehle  daher  den  Herren 
Professoren  und  Lehrern  der  Mechanik  und  des  Maschinen- 
baues die  vorliegende  Arbeit  zur  gefälligen  Benutzung  für  die 
Studirenden  ihrer  Lehranstalten.  (Gleichzeitig  bitte  ich  die  ge- 
nannten Herren  vom  Fache,  mich  auf  etwaige  in  diesem  Werke 
vorkommenden  Mängel  gefälligst  aufmerksam  machen  zu  wollen ; 
diesbezügliche  Hinweisungen  werde  ich  jederzeit  mit  grösstem 
Danke  entgegennehmen. 

Komotau,  den  1.  November  1884. 

S.  Graf. 

*)  Es  ist  dies  der  erste  Theil  meiner  Aufgabensammlung,  dem  ich, 
falls  er. eine  günstige  Aufnahme  findet,  den  zweiten  Theil,  der  jetzt  von 
mir  bearbeitet  und  der  Hauptsache  nach  Festigkeitsberechnungen  von 
Krahnen,  Schiebebühnen  und  Drehscheiben  enthalten  wird,  folgen  lassen 
würde. 
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28       Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nummer  27,  jedoch  mit  dem  Unterschiede, 
dass  die  Zugbelastung  von  dem  Befestigungspunkte  des  Stabes 
gegen  das  andere  Ende  hin  gleichmässig  bis  auf  Null  abnimmt    51 
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zur  Verbindung  zweier  plattenförmiger  Körper  dient,  erhitzt 
werden  darf,  damit  er  durch  die  Wärme  nicht  über  die  zu- 
lässige Grenze  ausgedehnt  w^erde 73 

40  Berechnung  der  Festigkeitsdimensionen  eines  Schraubenbolzens, 

eines  Schraubenkopfes,  einer  Schraubenmutter 75 
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48  Berechnung .  der   Festigkeitsdimensionen   eines    aus    mehreren 

Theilen  bestehenden  Schwungringes  eines  Schwungrades  und 
der  zugehörigen  Verbindungstheile  (Einlegeplatten  und  Keile)     90 

49  Berechnung  der  Festigkeitsdimensionen  der  Verbindungsstücke 

zweier  SchwTingringitheile  eines  Schwungi*ades  (Einlegeplatten 
und  Schrauben) 96 

50  Berechnung  der  Wandstärke   einer  gusseisernen  hohlen,   einer 

Centrifugal -Trockenmaschine  angehörenden  Trommel   ...  97 

51  Berechnung  der  Wandstärke  eines  Dam pfcy linders      ....  100 
62       Berechnung    der    Festigkeitsdimensionen    einer    einem   Dach- 
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53  Berechnung   der  Festigkeitsdimensionen    einer   einem   Hänge- 

werke angehörenden  Schraubenverbindung 103 

54  Berechnung    der    Festigkeitsdimensionen     einer    einem   Dach- 

sparren angehörenden  Holzverbindung 105 
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n.  ABSCHNITT. 

Anwendungaheispiele  aus  der  Lehre  von  der  Biegungsfestigkeit 

1—3     Allgemeine  Aufgaben  über  einfache  Fälle  der  Biegungsfestigkeit  130 
4—7     Berechnungen  von  Tragzapfen  mit  genauer  Berücksichtigung 
aller  die  Abnützung  betreffenden  Umstände.  (Stirn-,  Gabel-, 
Hals-,  Kugelzapfen.)  Hohle  Zapfen 135 
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8—12  Berechnungen  der  Durchmesser  und  Tragkräfte  von  Wellen, 
die  nur  auf  Biegung  beansprucht  werden,  ohne  und  mit 
Berücksichtigung  des  Eigengewichtes ;  für  verschiedene- Be- 
lastungsfalle und  Querschnitte 149 

13  Allgemeine   Querschnittsberechnung  horizontal   liec;ender   Axen 

von  kreisförmigen,  quadratischen  und  kreisringförmigen  Quer- 
schnitten, wenn  das  Axenmaterial  Schmiedeisen,  Gusseisen 
oder  Holz  ist 158 

14  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nummer  13,  jedoch   mit  dem  unter- 

schiede, dass  die  zu  berechnenden  Querschnittsdimensionen 
nicht  vom  Biegungsmomente,  sondern  von  der  Belastung 
und  der  erlaubten  Maximaldurchbiegung  der  Axe  abhängig 
gemacht  werden.  Berechnung  der  in  diesem  Falle  in  den 
Äxen  auftretenden  Maximalspannung;  Vergleichung  der  in 
den  Beispielen  13  und  14  angewendeten  Methoden  der  Quer- 
schnitt sberechnung  und  Untersuchung  der  Fälle,  wann  beide 
Methoden  dieselben  Resultate  liefern.  (Mit  einer  Tabelle)  .  161 
15 — 30  Ausführliche  Berechnung  der  Tragaxen  von  der 
Form  der  gleichen  Festigkeit,  für  den  kreis- 
förmigen, kreisringförmigen,  kreuzförmigen, 
sternförmigen  etc.  Querschnitt,  nach  analy- 
tischer und   gr aphostatischer   Methode. 

1.  Einfach  tragende,  ungleichschenklige  Axe 172 

2.  Gleichschenklige  Balancier-Axe 1 76 

3.  Gleichschenklige  Kunstkreuzaxe 177 

4.  Freitragende,  einfach  belastete  Axe 178 

5.  Einfach  tragende  Axe.   die  Last  wirkt  ausserhalb  der 

Zapfen  vertical  nach  abwärts 180 

6.  Einfach    tragende    Axe ,    Last    zwischen,    Axkopf 

ausserhalb  der  Zapfen 183 

7.  Einfach    tragende    Axe.    Last    zwischen    den    Zapfen, 

schief  zur  Axe  gerichtet 186 

8.  Zweifach  tragende  Axe 189 

9.  Zweifach  tragende  Axe  mit  einem  freitragenden  Schen- 

kel; drei  verschiedene  Fälle 193 

10.  Eisenbahnwagenaxe  (angenäherte  Berechnung)    .     .     .199 

11.  Eisenbahnwagenaxe  (genauere  Berechnung)     .     .     .     .201 

12.  Dreifach  tragende  Axe 204 

13.  Gusseiserne  hohle  Axe  mit  zwei  Tragpunkten    .     .     .  209 

14.  Flügelaxen 212 

15.  Flügelaxe 218 

16.  Hölzerne  Wasserradaxe 219 

31—34  Diverse  Beispiele  über  Berechnungen  von  Tragkräften,  Quer- 
schnittsdimensionen etc.  verschiedener  auf  Biegung  bean- 
spruchter Körper  (Doppel-T-Träger,  Hebelarme  etc.)  für  ver- 
schiedene Unterstützungs-  und  Belastungsfälle 221 

35 — 40  Diverse  Berechnungen  der  Querschnittsdimensionen  und  Trag- 
kräfte von  Einfach-  und  Doppel-T-Trägern,  letztere  mit  gleich 
breiten  und  ungleich  breiten  Flantschen,  unter  Berücksichtigung 
der  Querschnittsform  der  gleichen  Festigkeit.  Betrachtung  über 
die  Wahl  der  Trägerquerschnitte  bei  wechselnder  Richtung  der 
biegenden  Kräfte  und  über  die  Lage  der  Querschnitte  guss- 
eiserner Träger,  mit  Rücksicht  auf  die  Wendepunkte  der  ela- 
stischen Linie  und  des  dadurch  bedingten  Materialverbrauches  226 
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41—46  Allgemeine  Untersuchungen  über  die  günstigsten  Lagen  der 
ünterstützungspunkte  prismatischer,  auf  Biegung  bean- 
.  spruchter  Träger,  die  an  zwei  Punkten  ihrer  Länge  unter- 
stützt sind,  in  Beziehung  auf  die  Wendepunkte  der  elasti- 
schen Linie  und  die  Maximaltragkräfte;  Bestimmung  dieser 
letzteren  und  der  Lage  der  Wendepunkte 244 

47 — 53  Diverse  Beispiele  über  Querschnittsberechnungen  verschiedener 
auf  Biegung  beanspruchter  Körper.  (Gusseiserne  Console 
für  ein  Zapfenlager,  Zähne  und  Arme  eines  Zahnrades,  Arme 

einer  Riemscheibe  u.  s.  w.) 257 

64  Berechnung  der  Tragkraft  einer  Sandsteiuconsole  mit  Berück- 
sichtigung des  Eigengewichtes,  wenn  der  verticale  Längen- 
schnitt der  Console  eine  Parabel  ist  .  ' 271 

56 — 68  Querschnitts-  und  Tragkraftberechnungen  von  Doppel-T-Trägern 
und  Eisenbahnschienen:  mehrere  der  letzteren  miteinander 
verbunden,  als  Ersatz  eines  einzigen  Trägers,  für  verschie- 
dene Belastungs-  und  Unter  Stützungsfälle 272 

59  Berechnung  der  Entfernung,    um   wie   viel   zwei   aufeinander- 

liegende,  prismatische,  an  den  Enden  unterstützte  und  auf 
Biegung  beanspruchte  Balken  von  rechteckigen  Querschnitten 
vertical  auseinander  zu  rücken  und  in  dieser  Lage  fest  zu  ver- 
binden sind,  damit  die  Tragkraft  eines  solchen  Doppel- 
balkens n-mal  grösser  werde,  als  die  Tragkraft  der  direct 
aufeinanderliegenden  Balken 274 

60  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nummer  69,  jedoch  ganz  allgemein, 

ohne  Specialisirung  des  Querschnittes  durchgeführt,  Anwen- 
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Einleitung. 


Die  Maschinenfabrikation  unserer  Tage  beruht  bekanntlich  fast 
in  allen  Ländern,  die  überhaupt  Maschinen  produciren,  auf  wissen- 
schaftlicher Grundlage  und  praktischen  Ei-fahrungsresul taten.  Bevor 
eine  Maschine  gebaut,  d.  i.  also  in  der  Werkstatt  praktisch  aus- 
geführt wird,  muss  von  derselben  auf  Grund  einer  vorangegangenen 
Berechnung  eine  Constructionszeichnung  angefertigt,  die  Maschine 
mass  also  vorher  construirt  werden.  Zur  Construction  eines  Maschinen- 
theils  oder  einer  Maschine  benützen  wir  aber  die  mit  Hilfe  der 
Mechanik,  Mathematik  und  Physik  ausgerechneten  Dimensionen  und 
Grössenverhältnisse  der  einzelnen  Theilo  der  Maschine,  indem  wir 
die  Gesetze  der  genannten  Wissenschaften  auf  den  Maschinenbau 
anwenden. 

Von  einer  richtig  construirten  und  gut  ausgeführten  Maschine 
verlangt  man,  dass  sie  bei  den  möglichst  geringsten  Herstellungs- 
kosten ihrem  Zwecke  möglichst  vollkommen  entsprechen,  beim  Be- 
triebe nur  einer  geringen  Abnützung  und  Reparatur  unterworfen, 
und  endlich  entsprechend  fest  und  dauerhaft  gebaut  sein  solle; 
wie  diese  Bedingungen  bei  der  Construction  und  Ausführung  der 
Maschine  erfüllt  werden  können,  lehrt  im  Allgemeinen  der  theore- 
tische Maschinenbau  mit  allen  seinen  Hilfswissenschaften,  in  geeig- 
neter Verbindung  mit  den  einschlägigen  praktischen  Erfahrungs- 
resultaten ;  dass  auch  ein  rationeller  Geschäftsbetrieb  hier  ein  wesent- 
lich mitwirkender  Factor  ist.  versteht  sich  wohl  von  selbst.  Was 
nun  die  möglichst  geringsten  Herstellungskosten,  die  Abnützung, 
die  Festigkeit  und  Dauerhaftigkeit  der  Maschine  betrifft,  so  ist 
einleuchtend,  dass  im  Allgemeinen  die  Erfüllung  dieser  Bedingungen 
zum  grössten  Theile  von  den  den  einzelnen  Theilen  der  Maschine 
zu  gebenden  Dimensionen  und  der  dadurch  bedingten,  zur  Her- 
stellung gebrauchten  Materialmenge  abhängig  sein  wird;  wie 
diese  Dimensionen  zu  finden  sind,  zeigt  uns  die  Festigkeitslehre. 

Wenn  eine  Maschine  die  ersten  drei  der  oben  angeführten 
Bedingungen  unvollkommen  erfüllt,  jedoch  genügend  fest  und  dauer- 
haft gebaut  ist,  so  ist  sie  immerhin  noch  betriebsfähig,  also  brauchbar; 
erfüllt  sie  jedoch  die  ersten  drei  Bedingungen,  aber  nicht  die  vierte, 
so  ist  sie  aus  sehr  nahe  liegenden  Gründen    nicht  brauchbar,  weil 
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nicht  betriebsfähig.  Hieraus  geht  hervor,  dass  eine  Maschine  vor 
allen  Dingen  genügend  fest  und  dauerhaft  gebaut  sein  muss  und 
die  anderen  drei  Bedingungen  erst  in  zweiter  Reihe  kommen. 

Da  nun  die  Festigkeit  der  einzelnen  Theile  der  Maschine  den 
Bestand  dieser  selbst,  deren  grössere  oder  geringere  Abnützung, 
sowie  deren  Herstellungskosten,  also  auch  ihren  Verkaufspreis  zum 
grossen  Theile  bedingt;  da  ferner  durch  nicht  genügende  Beachtung 
der  Regeln  der  Festigkeitslehre  bei  Aufstellung  und  Inbetriebsetzung 
von  Maschinen,  oder  Aufstellung  von  Gerüsten  u.  dgl.  leicht  Unglücks- 
fälle von  grosser  Tragweite  eintreten  können,  wie  die  Erfahrung  dies 
leider  schon  oft  bewiesen  hat,  so  kann  man  wohl  mit  Recht  sagen : 

Die  Festigkeitslehre  ist  der  Grundstein  des  Maschi- 
nenbaues. Wer  ein  solides  Gebäude  aufführen  will,  muss  einen 
guten  Grund  legen;  wer  Maschinenbau  mit  dem  rechten  Nutzen 
betreiben  will,  muss  vorher  Festigkeitslehre  gründlich  studiren. 
Aufgabe  dieser  letzteren  ist  es  nun,  wie  bereits  oben  bemerkt,  die 
Dimensionen  der  einzelnen  Theile  einer  Maschine  oder  irgend  eines 
anderen  von  äusseren  Kräften  angegriffenen  physischen  Körpers  derart 
zu  finden,  dass  die  zur  Herstellung  benöthigte  Materialmenge  ein 
Minimum,  die  Abnützung  möglichst  klein  und  die  Festigkeit  mög- 
lichst gross  sei. 

Allgemeine  Principien,  nach  denen  die  Berechnung  der 
Dimensionen  von  Maschinentheilen  und  Maschinen  zu  geschehen  hat, 
sind  folgende: 

Da  eine  Maschine  stets  zur  Leistung  oder  Uebertragung  einer 
Arbeit  verwendet  wird  und  diese  letztere  nur  durch  Aufwendung 
von  gewissen  Kräften  oder  Pressungen  erzielt  werden  kaim,  so  folgt 
daraus,  dass  die  ^laschine,  deren  Festigkeit  jene  Kräfte  in  Anspruch 
nehmen,  den  auf  sie  wirkenden  Maximalpressungen  entsprechend 
gebaut  und  daher  in  allen  ihren  Theilen  ganz  bestimmte  Dimen- 
sionen haben  muss.  Sämmtliche  Dimensionen,  welche  man  zur 
Construction  einer  Maschine  zu  wissen  nöthig  hat,  lassen  sich  in 
folgende  zwei  allgemeine  Abtheilungen  bringen: 

a)  Festigkeitsdimensionen,  das  sind  solche,  welche  aus 
den  auf  die  Maschinentheile  wirkenden  Maximalkräften  bestimmt 
werden,  wobei  die  theoretischen  Regeln  und  Formeln  der  Festigkeits- 
lehre, zuweilen  corrigirt  durch  praktische  Erfahrungsresultate  oder 
andere    zu    berücksichtigende  Umstände,    zur   Anwendung   kommen. 

Die  Maximalkräfte,  aus  welchen  die  Festigkeit sdimensionen 
bestimmt  werden,  rühren  von  der  zu  leistenden  oder  zu  über- 
tragenden Arbeit  der  Maschine  und  dem  Gewichte  der  Maschinen- 
theile selbst  her.  Solche  Festigkeitsdimensionen  sind  z.  B.  die  Stärke 
der  Zähne  eines  Zahnrades,  die  Durchmesser  von  Zapfen,  Axen, 
Wellen  u.  s.  w.  . 

h)  Empirische  Dimensionen,  das  sind  solche,  welche 
nicht  durch  directe  Anwendung  der  theoretischen  Festigkeitsformeln, 


Digitized  by 


Google 


sondern  in  der  Hauptsache .  mit  Hilfe  von  prakti.schen  Erfahrun^rs- 
resultaten  bestimmt  werden.  Dimensionen,  welche  durch  die  Anordnung 
der  einzelnen  Theile  einer  Maschine,  oder  durch  die  gewünschte 
Form  derselben,  oder  durch  die  Rücksichten  auf  Herstellung  und 
Betrieb  bedingt  werden,  endlich  jene  Dimensionen,  welche  durch 
die  Vorkehrungen  gegen  Abnützung  der  Maschinentheile  hervor- 
gerufen werden;  alle  diese  Dimensionen  rechnen  wir  ebenfalls  zu 
den  empirischen. 

Es  gibt  jedoch  noch  eine  Anzahl  von  Dimensionen,  welche  durch 
die  gleichzeitige  Einwirkung  mehrerer  äusserer  Einflüsse  bedingt 
werden;  in  diesem  Falle  ist  bei  Feststellung  einer  Abmessung  darauf 
zu  sehen,  dass  keiner  jener  zusammenwirkenden  Einflüsse  unberück- 
sichtigt bleibe. 

Zur  Bestimmung  der  Festigkeitsdimensionen  eines  Maschinen- 
theiles  muss  man  immer  die  auf  denselben  wirkenden  Maxiraal- 
kräfte  kennen,  da,  wie  bereits  bemerkt  wurde,  nur  aus  diesen  die 
Festigkeitsdimensionen  bestimmt  werden  dürfen.  Die  streng  mathe- 
matische Lösung  der  Aufgabe,  diese  Maximalkräfte  zu  finden,  ist 
jedoch  häufig  mit  bedeutenden  Schwierigkeiten  verbunden.  Denn 
in  dem  Falle  z.  B.,  dass  die  Kraft  von  den  Dimensionen  und  den 
dadurch  bedingten  Gewichten  und  Massen  der  be wiegten  Theile  und 
auch  von  dem  Bewegungszustande  der  ganzen  Maschine  (ob  sich 
dieselbe  im  Beharruiigszustande ,  Anlauf  oder  Endlauf  befindet) 
abhängt,  ist  es  gar  nicht  möglich,  jene  Aufgabe  direct  zu  lösen. 
Man  schlägt  in  diesem  Falle  folgendes  Annäherungsverfahren  ein, 
welches  die  streng  richtige  Lösung  in  einer  für  die  Praxis  genü- 
genden Weise  ersetzt: 

Man  bestimmt  die  auf  den  Maschinentheil  einwirkenden  Maximal- 
pressungen vorerst  so,  als  ob  diese  von  dem  Bewegungszustande 
der  Maschine  unabhängig  wären.  Diese  Maximalpressungen  sind 
entweder  direct  durch  die  Leistung  einer  Arbeit  gegeben,  resp.  durch 
die  dabei  zu  überwindenden  Widerstände,  oder  sie  lassen  sich  aus 
der  zu  übertragenden  Arbeit  ermitteln.  Diese  so  erhaltenen  Kräfte 
müssen  jedoch,  weil  sie  kleiner  als  die  wirklichen  Maximalkräfte 
sind,  denen  der  Maschinentheil  infolge  des  Bewegungszustandes  der 
Maschine  zu  widerstehen  hat,  corrigirt  werden,  und  dies  geschieht 
in  manchen  Fällen  durch  Rechnung,  in  den  meisten  jedoch  auf 
praktischem  Wege.  Die  Kräfte,  die  von  den  Gewichten  der  Maschinen- 
theile  herrühren,  sind  sehr  häufig  im  Verhältniss  zu  den  Kräften, 
welche  von  der  Arbeitsleistung  herrühren,  sehr  klein  und  werden 
dann  bei  Bestimmung  von  Festigkeitsdimensionen  nicht  berück- 
sichtigt. Sind  jedoch  jene  Gewichte  wegen  ihrer  Grösse  nicht  zu 
vernachlässigen,  so  bestimme  man,  um  complicirtere  Rechnungen  zu 
umgehen,  zuerst  die  Dimensionen  des  Maschinentheils  ohne  Rück- 
sicht auf  sein  Eigengewicht,  berechne  dann  aus  den  so  gefundenen 
Abmessungen  das  Gewicht  und  bestimme  jetzt  die  Festigkeitsdimen- 
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sionen  des  Maschinentheils  noch  einmal  mit  Rücksicht  auf  das 
eben  gefundene  Gewicht.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  in  der  Regel 
zu  einem  für  die  Praxis  genügend  genauen  Resultate.  Will  man 
dieses  jedoch  noch  genauer  haben,  so  wiederhole  man  die  Rechnung 
noch  einmal  in  der  eben  gezeigten  Weise,  indem  man  aus  den  nun 
zum  zweitenmale  bestimmten  Dimensionen  neuerdings  das  Gewicht 
berechnet  und  nun  die  Dimensionen  des  Maschinentheils  mit  Rück- 
sicht auf  das  zuletzt  gefundene  Eigengewicht  zum  drittenmale 
bestimmt. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  man  auf  diese  Weise  die  Rechnung 
bis  zu  einem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  fortführen  kann. 
Hat  man  die  auf  einen  Maschinentheil  wirkenden  Maximalkräfte 
gefunden,  so  hat  man  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  die  Kräfte 
die  Festigkeit  des  Theiles  beanspruchen. 

Hierauf  bestimme  man  mit  Hilfe  der  in  der .  Festigkeitslehre 
aufgestellten  Formeln  und  Regeln  die  Festigkeitsdimensionen  des 
Theiles  selbst;  hierbei  muss  selbstverständlich  die  der  Festigkeits- 
lehre entlehnte  Formel  der  Art  und  Weise,  in  w^elcher  die  Kräfte 
den  Maschinentheil  beanspruchen,  angepasst  sein,  d.  h.  dem  betref- 
fenden, vorliegenden  Belastungs-  und  Cnterstützungsfall  entsprechen. 
Es  ist  sehr  wichtig,  die  zu  verwendenden  Maschinentheile  nicht 
so  stark  zu  belasten,  dass  die  hervorgerufenen  Formänderungen  die 
Elasticitätsgrenze  erreichen  oder  gar  überschreiten;  sie  dürfen  nur 
durch  einen  gewissen  Theil  jener  Kraft  angegriffen  werden,  welche 
eine  Beanspruchung    bis    zur  fllasticitätsgrenze    hervorrufen    würde. 

Für  gewöhnliche  Fälle  im  Maschinenbau  genügt  es,  w^enn  man 
die  ruhig  zu  belastenden  Alaschinentheile  mit  einer  6-  bis  Sfachen 
Bruchsicherheit  construirt,  wenn  sie  aus  Gusseisen,  mit  einer  4-  bis 
Bfachen  Sicherheit,  wenn  sie  aus  Schmiedeisen,  mit  einer  10-  bis 
12fachen  Sicherheit,  wenn  sie  aus  Holz   sind. 

Hat  man  es  mit  der  Ausführung  grösserer  Objecte,  die  zu 
ihrer  Herstellung  viel  Material  bedürfen,  zu  thun,  so  ist  es  besser, 
sich  erst  durch  eigens  anzustellende  Versuche  von  der  Festigkeit 
der  zu  verwendenden  Materialien  zu  überzeugen,  resp.  deren  Bruch- 
und  Tragmoduli  zu  bestimmen,  als  sich  auf  die  in  den  Tabellen 
über  Festigkeits-Coefficienten  angegebenen  Mittelwerthe  zu  verlassen. 
Durch  die  oben  gemachten  Angaben  über  den  Grad  der  Sicherheit, 
mit  welchem  Maschinentheile  construirt  werden  sollen,  ist  zwar  die 
zulässige  stärkste  in  die  Rechnung  einzuführende  Materialfaser- 
anspannung (Beanspruchung  der  Festigkeit  der  Faser,  ausgedrückt 
durch  die  die  Faser  spannende  Kraft,  bezogen  auf  die  Querschnitts- 
einheit), auch  kurz  nur  Spannung  genannt,  im  Allgemeinen  bestimmt; 
allein  in  vielen  Fällen  muss  bei  verschiedenen  Maschinentheilen, 
die  gleich  stark  belastet  werden  und  aus  demselben  Materiale  her- 
gestellt sind,  der  Grad  der  Sicherheit  mit  Rücksicht  auf  die  zu- 
lässigen Formänderungen,  etwaigen,  bei  der  Bewegung  auftretenden 
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Stössen  und  Vibrationen,  mit  Rücksicht  auf  den  Materialverbrauch, 
die  Abnützung  und  andere  äussere  Zufälligkeiten  verschieden  sein. 
Der  durch  diese  Umstände  bedingte  Sicherheitsgrad  kann  nicht 
durch  Rechnung  gefunden  werden,  sondern  man  muss  ihn  auf 
praktischem  Wege  ermitteln ;  dadurch  gelangt  man  zu  sogenannten 
Corrections-Coefficienten,  welche  nur  der  Erfahrung  ent- 
nommen werden  können.  Diese  Corrections-Coefficienten  werden  in 
die  theoretischen  Formeln  der  Festigkeitslehre  ihren  numerischen 
Werthen  nach  eingeführt  und  dadurch  die  in  der  theoretischen 
Formel  etwa  enthaltenen  Constanten  ihren  Werthen  nach  geändert, 
wobei  jedoch  die  ganze  Form  der  Formel  ungeändert  bleibt.  Wie 
b*»i  Berechnung  von  Festigkeitsdimensionen  die  Formänderungen 
der  Maschinentheile,  die  Einwirkung  von  Stössen  und  Vibrationen 
zu  berücksichtigen  sind,   kann  nur  die  Praxis  lehren. 

Die  Rücksicht,  die  man  bei  der  Bestimmung  von  Festigkeits- 
dimensionen auf  den  Materialverbrauch  zunehmen  hat,  besteht 
in  Folgendem: 

Da  die  von  einer  Maschine  zu  leistende  Arbeit  von  dem 
Producte  aus  der  Kraft  in  dem  von  ihr  zurückgelegten  Weg 
abhängt,  und  die  Festigkeitsdimensionen  der  Maschinentheile  nur 
von  der  Grösse  der  auf  sie  wirkenden  Kräfte  abhängig  sind,  so 
sehe  man  bei  der  Anordnung  einer  Maschine  immer  darauf,  dass 
die  Geschwindigkeiten  der  bewegten  Theile  möglichst  gross,  d.  h.  die 
auf  die  Maschinentheile  wirkenden  Kräfte  möglichst  klein  aus- 
fallen, da  dadurch  die  Dimensionen  kleiner  werden,  «also  auch  der 
Materialverbrauch  sich  verringert.  Diese  Verringerung  des  Material- 
verbrauches durch  Vergrösserung  der  Geschwindigkeit  der  bewegten 
Theile  hat  jedoch  eine  durch  die  Erfahrung  bestimmte  Grenze.  Diese 
wird  dadurch  bedingt,  dass  mit  der  Zunahme  der  Geschwindigkeit 
auch  die  den  Maschinentheil  beanspruchenden  Kräfte  selbst  wachsen, 
was  also  wieder  eine  Vermehrung  des  Materialaufwandes  zur  Folge 
hat;  ausserdem  treten  auch  bei  rasch  bewegten  Theilen  sehr  leicht 
Stösse  und  Vibrationen  ein,  welche  auch  den  Materialverbrauch 
vergrössern;  daher  kann  bei  der  Annahme  der  zweckmässigen  oberen 
Grenze  der  Geschwindigkeit  der  bewegten  Maschinentheile  am  besten 
nur  die  Erfahrung  massgebend  sein.  Aber  auch  durch  eine  geeignete 
Wahl  und  Anordnung  der  Querschnitte  für  die  zu  verwendenden 
Körper  kann  man  in  sehr  vielen  Fällen,  wie  die  Festigkeitslehre 
dies  zeigt,  den  Materialverbrauch  bedeutend  einschränken.  Was 
die  Bestimmung  der  empirischen  Dimensionen  der 
Maschinentheile  betrifft,  so  sei  Folgendes  bemerkt:  Bei  der 
Mehrzahl  der  empirischen  Dimensionen  treten  die  Rücksichten  auf 
Festigkeit  so  sehr  zurück,  dass  man  zu  theoretischen  Formeln  gar 
nicht  mehr  gelangt.  Solche  Dimensionen  hat  der  Constructeur  nach 
dem  Gefühl,  das  er  nur  durch  praktische  Erfahrungen  erlangen  und 
ausbilden  kann,  zu  bestimmen. 
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Das  constructive  Gefühl,  das  durch  dauernde  üebung  sehr 
ausgebildet  werden  kann,  leistet  beim  Entwerfen  von  Maschinen 
sehr  gute  Dienste,  ja  es  ist  geradezu  für  Bestimmung  empirischer 
Dimensionen,  bei  denen  die  Theorie  nichts  ausrichten  kann,  unent- 
behrlich. 

Um  die  Arbeit  bei  der  Bestimmung  der  Dimensionen  zu  erleich- 
tern, bedient  man  sich  sogenannter  Verhältnisswerthe,  das  sind 
allgemeine  Relationen  zwischen  den  Dimensionen  einer  Maschine. 
Hat  man  eine  oder  mehrere  Dimensionen  der  Maschine  aus  den  in 
derselben  wirkenden  Kräften  mit  Hilfe  einer  theoretischen  Foraiel 
gefunden  und  die  Verhältnisswerthe  aller  übrigen  Dimensionen  fest- 
gestellt, so  lassen  sich  »aus  den  absoluten,  berechneten  Dimen- 
sionen mit  Hilfe  der  Verhältnisswerthe  alle  übrigen  Dimensionen 
der  Maschine  ermitteln.  Die  Anzahl  der  Festigkeitsdimensionen,  die 
an  einem  Maschinentheil  vorkommen,  ist  gewöhnlich  nicht  gross, 
daher  würde  das  Verfahren  der  Anwendung  der  Verhältnisswerthe 
bei  Bestimmung  von  Festigkeitsdimensionen  keine  bedeutende  Er- 
leichterung der  Arbeit  gewähren,  gegen  das  Verfahren  der  directen 
Bestimmung  der  Festigkeitsdimensionen  aus  den  auf  den  Maschinen- 
theil wirkenden  Kräften.  Das  letztere  Verfahren  ist  in  vielen  Fällen 
auch  dem  ersteren  vorzuziehen,  da  es  genauere  Resultate  als  das 
Verfahren  der  Anwendung  der  Verhältnisswerthe  liefert.  Hingegen 
bedient  man  sich  mit  entschiedenem  Vortheil  der  Verhältnisswerthe 
bei  Bestimmung  der  empirischen  Dimensionen.  Diese  bilden 
die  bei  weitem  grösste  Zahl  der  Abmessungen  der  Maschinentheile, 
und  deren  Bestimnumg  kann,  wie  bereits  erwähnt,  nicht  auf  theore- 
tischem Wege  geschehen.  Man  kann  jedoch  für  die  empirischen 
Dimensionen  der  Maschinentheile  gewisse  Relationen  derselben  zu 
einer  oder  der  anderen  Festigkeitsdimension  aufstellen.  Dass  dieses 
Verfahren  für  die  Praxis  zulässig  ist.^  haben  deren  Ausführungen 
schon  zur  Genüge  bestätigt.  Diese  Relationen  zwischen  den  empi- 
rischen Dimensionen  und  der  einen  oder  anderen  Festigkeitsdimension 
des  Maschinentheiles  sind  Formeln,  durch  welche  man  die  Ver- 
hältnisswerthe der  eni})irischen  Dimensionen  ausdrückt.  Diese  Formeln 
haben  keine  theoretische  Ableitung,  sondern  werden  ihrer  Form 
nach  willkürlich,  jedoch  zweckentsprechend  in  möglichst  einfach(jr 
Gestalt  aufgestellt.  Bei  der  Feststellung  der  Form  einer  Formel 
zur  Berechnung  einer  empirischen  Dimension  genügt  es  in  den 
meisten  Fällen,  wenn  man  ein  einfaches  Multiplicationsverhältniss 
mit  einer  constanten  Grösse  durch  Addition  verbindet,  wodurch 
man  zu  einer  Formel  von  der  Form 

X  =^  a  -\-  hn 

gelangt.  In  dieser  Formel  l)edeuten:  x  die  zu  findende  empirische 
Dimension,  n  die  ausgerechnete  Festigkeitsdimension,  a  die  Additional- 
constante,    h  ein  Coefticient.    Es  ist    unzulässig,    die  Relation,    die 
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zwischen  x  und  n  durch  obige  Gleichung  ausgedrückt  ist,  durch 
ein  Multiplicationsverhältniss  allein  darzustellen.  Denn  die  An- 
wendung von  reinen  Multiplicationsverhältnissen  zur  Bestimmung  der 
empirischen  Dimensionen  würde  bedingen,  dass  Maschinen  gleicher 
Art,  jedoch  von  verschiedenen,  absoluten  Grössen,  in  ihren  Formen 
streng  geometrisch  ähnlich  ausgeführt  würden,  dies  würde  aber,  wie 
die  Praxis  zeigt,  zu  unpraktischen  Resultaten  führen;  denn  gute 
Ausführungen  der  Praxis  zeigen,  dass  die  empirischen  Dimensionen 
nicht  in  gleichem  Verhältnisse  mit  jenen  Dimensionen  wachsen,  auf 
welche  sie  in  der  betreffenden  empirischen  Formel  bezogen  sind. 
Obige  allgemeine  Formel  zur  Bestimmung  von  empirischen  Dimen- 
sionen liefert  jedoch  nur  dann  brauchbare  Werthe  von  r,  wenn  der 
Werth  von  n  zwischen  einer  oberen  und  einer  unteren  Grenze  liegt, 
welche  Grenzen  bei  der  Aufstellung  der  Formel  festgesetzt  werden, 
also  bekannt  sein  müssen.  Man  sieht  aus  der  Formel,  dass  der 
Einfluss  der  Additionalconstante  o  auf  den  Werth  von  x  mit  der 
Abnahme  der  Variablen  n  zunimmt  und  mit  dem  Wachsen  von  n 
immer  kleiner  wird.  Uebrigens  hat  man  es  in  der  Gewalt,  durch 
ein  geeignetes  Verhältniss  von  «  zu  6  das  langsamere  oder  raschere 
Wachsen  von  .r  mit  der  Zunahme  von  n  zu  bewirken.  Wenn  man 
richtig  construirte  empirische  Formeln  anwendet,  so  braucht  man 
sich  bei  Bestimmung  der  empirischen  Dimensionen  nicht  mehr  auf 
das  constructive  Gefühl  allein  zu  verlassen.  Eine  weitere  Erleich- 
terung der  Arbeit  bei  Bestimmung  der  empirischen  Dimensionen 
eines  Maschinentheiles  besteht  noch  darin,  dass  man,  wo  es  angeht, 
für  die  auf  eine  Festigkeitsdimension  bezogenen  Dimensionen  eine 
gemeinschaftliche  Einheit  aufstellt,  die  durch  eine  Formel 
von  der  Form  e=za  -\-hn  ausgedrückt  wird ;  e  bedeutet  die  Ein- 
heit, a  eine  Additionalconstante,  n  eine  Festigkeitsdimension  und 
h  einen  Coefficienten.  Durch  Benutzung  einer  solchen  Einheit  fällt 
dann  in  der  Formel  zur  Berechnung  der  empirischen  Dimension 
die  Additionalconstante  wieder  fort. 

Es  ist  bereits  gesagt  worden,  dass  die  auf  theoretischem  Wege 
erhaltenen  Formeln  zur  Berechnung  der  Festigkeitsdimensionen  durch 
Corrections-Coefficienten,  die  der  Praxis  zu  entnehmen  sind,  corrigirt 
werden  müssen.  Um  zu  diesen  Coefficienten  zu  gelangen,  hat  man 
mit  der  grössten  Genauigkeit  Versuche  anzustellen,  bei  denen  man 
allen  einwirkenden  Umständen  gewissenhaft  Rechnung  tragen  muss. 
um  zu  zuverlässigen  Resultaten  zu  gelangen.  Zur  Prüfung  und 
Berichtigung  der  zur  Berechnung  der  empirischen  wie  Festigkeits- 
dimensionen  eines  Maschinentheiles  dienenden  Formeln  durch  geutaue, 
der  Praxis  entnommene  Beobachtungen  dient  nachstehendes  Ver- 
fahren : 

Die  Formeln  zur  Dlmensionsberechnung  haben  allgemein  die  Form  : 
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In  dieser  Formel  bezeichnen: 

m  und  n*  zwei  bekannte  Grössen,  deren  Abhängigkeit  durch 
die  Gleichung  ausgedrückt  ist, 

X  die  Summe  sämmtlicher  Additionalconstanten.  die  in  der 
Gleichung  vorkommen, 

y  das  Product  aus  sämmtlichen  Multiplicationsconstanten,  die 
mit  der  Grösse  w'  verbunden  sind,  und  dem  der  Praxis  zu  ent- 
nehmenden Corrections-Coefficienten, 

Hat  man  nun  durch  Beobachtungen  in  der  Praxis  zwei  Werthe 
für  wt,  z.  B.  wii  Tind  wi,  und  die  zugehörigen  entsprechenden  Werthe 
von  «%  z.  B.  «1*  und  «,"  gefunden,  so  kann  man  die  Werthe  der 
Additionalconstante  x  und  der  Multiplicationsconstante  y  in  fol- 
gender Weise  finden: 

Aus  der  Gleiclfting  w  =:  j?  +  y  n"  ergibt  sich 

m  —  X 

daher  entsprechen  den  Beobachtungswerthen  Wj,  wi,,  ft^'  und  «,'  fol- 
gende Gleichungen : 

X  =  m,  —  f/n/  =  /Wa  —  ijH^'' 

wf  . —  X       ni^  —  X 

daher  vi^  —  yt\^^  =  m^  —  yn^^ 
m.  —  X    k'-nu  — 'X 


und 

•     -   «/  H,'' 

Diese  beiden  Gleichungen  nach  y  und  x  aufgelöst,  geben: 

..  '  //^  «a'  —  m^n^''  tn^  —  m^ 

(f)  ■■■■  -=   ,,»_,,,-  »"A'  •'^= v^  v;  •  •  •  ^'^ 

♦    *'    Folgende.  Beispiele    sollan    die    Aufsuchung    dieser    Constanten 
erläutern. 

1.  Angenommen,  man  habe  mit  Hilfe  einer  theoretischen  Formel 
•den  Durchmesser  d  eines  Zapfens  gefunden,  der  durch  die  Last  P 
beansprucht  wird,   ausgedrückt  durch  die  Formel 

wobei  blos  die  Fqstigkeit  des  Zapfens  berücksichtigt  wurde.    Es  ist 
nun    der  Werth    von  y    zu  ermitteln    und    zu  untersuchen,    ob  die 
Formel  wegen  anderer,  als  blosser  Festigkeitsrücksichten  nicht  auch 
eine  Additionsconstante  enthalten  müsse. 
Zu  diesem  Beluife  setzen  wir: 

(l=x-]-yP^, 
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Hätte  man  nun  an  zwei  in  der  Praxis  ausgeführten  Zapfen 
gefunden : 

d^  =    80'»'»  entsprechend  der  Belastung  Pj  =    1975*'^ 
^,  =  190«'»  »  »  >  P,  ==11140^^ 

so  setze  man  in  die  Gleichungen  (a)  und  (5)  die  entsprechenden 
Beobachtungswerthe  ein,  nämlich : 

m,  =  80,  w/,  =  190,  «/  .=  1975^  «/'  =  11140^ 

Man  erhält  hierdurch:  ^ 

_  80.11140^—190.1975^  _ 

'^~~  11140^—1975*     """" 

190  —  80  ,  ^   -^ 

11140^—1975* 

daher  lautet  dann  die  Formel  für  den  Zapfendurchmesser : 

2.  Es  ist  eine  Formel  zur  Berechnung  der  Länge  l  des  Zapfens 
vom  Durchmesser  d  aufzustellen.  Angenommen,  die  Formel,  in 
welcher  alle  Umstände  berücksichtigt  werden,  welche  .auf  die  Zapfen- 
länge von  Einfluss  sind,  habe  die  Form 

l  =  x  +  yd, 

so  handelt  es  sich  jetzt  darum,  die  Werthe  von  x  und  y  zu  finden. 
Hat  man  nun  bei  zwei  ausgeführten  Zapfen  von  jien  Durchmessern 
f/,  =  80'"'**  und  f7,  =  190*""*  d'fc  zugehörigen  Längen  /,  =t=  106""" 
und  /,  =  238""»  durch  Messung  gefunden,'  so  setze  man  in  die 
Gleichungen  (a)  und  {Ö)  für  m^  und  m^,  n^^  und»  n,*"  die  entsprechen- 
den Beobachtungswerthe  (^in,  nämlich:  ♦    '*        *      , 

m,  z^  106,  n,^  =  80,  m«  =  238  und  n^^  =  190. 
Hierdurch  erhält  man :  ^  -]    ■    \ 

_106.190  — 238.80_^^        '  '  •   * 

^""  .190^=^80  ~^^      ' 

_  238  —  106  _ 
^"""190  —  80""".' 
Die  Foimel  für  die  Länge  des  Zapfens  würde  daher  lauten: 
/=10'»"»+ l,2f7. 

Dass  die  Maschinentheile,  deren  Dimensionen  zur  Prüfung  oder 
Aufstellung  von  Formeln  dienen,  sich  als  vollkommen  gut  in  der 
Praxis  bewährt  haben  müssen,    bedarf  wohl  kaum  der  Erwähnung. 
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Anwendungsbeispiele  aus  der  Lehre  von  der 
Zug-,  Druck-  und  Scheerfestigkeit. 

1.  Welche  Zugbelastung  kann  ein  schmiedeiserner  Stab  von 
quadratischem  Querschnitte  mit  Sicherheit  ertragen,  wenn  die  Seite 
des  Quadrats  30'^'"  beträgt? 

Auflösung.  Machon  wir  die  Annahme,  dass  in  dem  be- 
lasteten   Stabe    eine    zweifache  Tragsicherheit,    also   eine  Spannung 

T     ■ 
^  =  —  =  7,5*^^  herrsche,  und  setzen  in  der  Grundformel  der  Zug- 

festigkeit  ,,P  =  /®''  die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist  : 

.  P=  30.  30.  7,5  =  0750«'^ 

die  Kraft,  welche  der  Stab  mit  Sicherheit  ertragen  kann. 

2.  Welche  Kraft  ist  im  Stande,    obigen   Stab    zu    zerreissen? 
Auflösung.    Um    diese  Kraft    zu   finden,    haben  wir  in  der 

Formel  P=/(5  für  ©  den  Bruchmodul  für  Zug,  für  Schmiedeisen 
geltend,  nämlich  IT  =40  einzusetzen,  dann  ist: 

P=  80.  30.  40  =  36000^^ 

die  Kraft,  welche  den  Stab  zerreisst. 

3.  Welche  Kraft  würde  den  Stab  aus  Beispiel  1  bis  zu  seiner 
Elasticitätsgrenze  auf  Zug  beanspruchen? 

Auflösung.  Um  diese  Kraft  zu  finden,  hat  man  in  der 
Formel  P=/@  für  ©  den  Tragmodul  für  Zug,  d.  i.  r=  15,  für 
Schmiedeisen  geltend,  einzusetzen,  dann  ist : 

P=  30.  30.  15  =  13500^^ 

die  Kraft,    welche    den  Stab    bis  zu  seiner  Elasticitätsgrenze  bean- 
sprucht. 

4.  Wie  gross  ist  bei  dem  schmiedeisernen  Stabe  in  Bei- 
spiel 1  die  Ausdehnung  X  des  Stabes,  wenn  dieser  durch  die  Kraft 
P=  0750*^  auf  Zug  beansprucht  wird  und  eine  Länge  von  /  =  5***  hat? 

Auflösung.  Die  Querschnittsfläche  des  Stabes  ist /=  30  .  30  = 
=  900'»"»*,  der  Elasticitätsmodul  des  Schmiedeisens  ist  £"=20000, 
daher  ist  nach  der  für  die  Ausdehnung  geltenden  Formel 
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P  l      0750  .  5000 


Ef      20000.900 


=  1,875'"»" 


die  Ausdehnung   oder  Verlängerung,    die    der  Stab   erleiden  würde. 

5.  Welche  Ausdehnung  erleidet  dieser  Stab,  wenn  er  bis  zu 
seiner  Elasticitätsgrenze  belastet  wird? 

Auflösung.  Die  Kraft  P,  welche  den  Stab  bis  zu  seiner 
Elasticitätsgrenze  beansprucht,  erhält  man,  wenn  man  in  der  Formel 
P=/©  für /den  Querschnitt  des  Stabes  /=  GOO"»»"',  und  für 
S  den  Zugtragmodul  für  Schmiedeisen,  2'=  15  einsetzt.  Man  hat 
dann  P=fT=  900  .  15  =  13500^^;  setzt  man  nun  in  der  Formel 
für  A  diesen  Werth  von  P,  sowie  die  übrigen  Zahlenwerthe  ein,  so  ist : 

,       PI       13500.5000       ^,. 
~  Ef  ~  20000  .  900  —'''''' 

die  gesuchte  Verlängerung  des  Stabes. 

(>.  Wie  gross  muss  die  Kraft  P  sein,  damit  dieser  Stab  von 
dem  Querschnitte /=  900'""*'  und  der  Länge  /  =  5'"  eine  Ausdehnung 
von  X=10'"'"  erleide? 

Auflösung.  Nach  der  Formel  für  X  ist  diese  Kraft 

/  .')()U0 

Diese  Belastung  ist  aber  schon,  wie  aus  Beispiel  2  hervorgeht,  die 
Bruchbelastung  des  Stabes;  die  Ausdehnung  von  10*"*"  würde  daher 
der  Stab  unmittelbar  vor  dem  Zerreissen  erfahren. 

7.  Welche  Druckbelastung  kann  ein  Gusseisenstab  mit  Sicher- 
heit ertragen,  wenn  der  Querschnitt  quadratisch  ist  und  eine  Seite 
des  Quadrates  50"**"  beträgt? 

Auflösung.  Machen  wir  die  Annahme,  dass  die  in  dem  be- 
lasteten  Stabe    eintretende    Spannung    die  Hälfte  von    dem    Druck- 

^        T 
tragmodul,  also  3=~=7,5*^  betragen   soll,   und  setzen  in  der 

Formel  P  =  f^  die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist: 

P=/S  =  50  .  50  .  7,5  =  18750^^ 

die  Grösse  der  gesuchten  Kraft.  ^ 

8.  Welche  Kraft  würde    den  Stab   in   Beispiel  7    zerdrücken? 
Auflösung.   In  diesem  Falle  hat  man  in  der  Formel  P=/® 

für  £j  den  Bruchmodul  des  Gusseisens  für  Druck,  K^  =  63  einzu- 
setzen. Es  ist  dann : . 

P=  50  .  50  .  63  =  157500*^ 

die  Grösse  der  gesuchten  Kraft. 
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Bei  den  Beispielen  7  und  8  wird  vorausgesetzt,  dass  der  Stab 
eine  so  geringe  Länge  habe,  dass  eine  Biegung  desselben  durch  die 
Druckbelastung  nicht  eintrete. 

9.  Wie  gross  ist  die  Zusammendrückung  X,  welche  der  Stab 
aus  Beispiel  7  durch  eine  Druckbelastung,  die  ihn  bis  zur  Elasti- 
citätsgrenze  beansprucht,  erfährt,  wenn  die  Länge  des  Stabes 
/  =  300'»«  ist? 

Auflösung.  Wenn  man  in  der  Formel  P=/®,  für  S  den 
Drucktragmodul  für  Gusseisen,  nämlich   1\  =  15  und 

/=  50  .  50  =  2500'«»»' 

einsetzt,  so  erhält  man 

P=  2500.  15  =  37500^^ 

die  Kraft,  welche  den  Stab  bis  zu  seiner  Elasticitätsgrenze  zusam- 
mendrückt. Setzt  man  nun  in  Formel  für  X  diesen  Werth  von  P, 
sowie  die  anderen  Zahlenwerthe  ein,  so  ist: 

PI         37500.300        ^  ,.„^^ 
Ef~  iÖÖOO  .  2500         ' 

die  Grösse  der  gesuchten  Zusammendrückung  oder  Verkürzung  des 
Stabes. 

10.  Wie  gross  ist  der  Durchmesser  d  des  kreisförmigen  Quer- 
schnittes eines  gusseisernen  Stabes  zu  machen,  der  eine  Zugbelastung 
von  P=  1700*'^  zu  tragen  hat,  und  eine  Dehnung  von  X  =  0,5*"'* 
zulässig  ist  ?  Die  Länge  des  Stabes  ist  /  =  3'". 

Auflösung.    Aus    der    Formel    für    die    Verlängerung    eines 

PI  PI 

Stabes  X  =  — —  ist  /=  -— -,  setzt  man  hierin  die  gegebenen  Zahlen- 

Jlt  f  iL  A 

.1-      .  .^      1700.3000       ,^^,^    ,    ^      .  .  ^.    ^ 

werthe  ein,    so  ist  /=  j-:-^         —  -  =  1020'""*  ,  das  ist  die  Quer- 

Schnittsfläche  des  Stabes,  und  da  diese  eine  Kreisfläche  ist,  so 
hat  man : 

-  CV^  TZ  ^r^-^r^ 

f= — i— =1020,  woraus 
4 

Stellen  wir  noch    die  Frage,    wie    gross    die    in    diesem  Stabe 
herrschend^  Spannung  <B   und    wie    gross    die   Bruchsicherheit    sei. 
Aus  der  Formel  P=f^  folgt 

^        P       1700        ,,    ^^ 
/       1020  '    ' 
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Dividirt  man  die  Belastung,  die  den  Stab  zerreissen  würde, 
durch  die  wirkliche  Belastung  des  Stabes,  oder  die  Bruchbelastung 
pro  Quadrat-Millimeter  Querschnittsfläche  durch  die  wirkliche  auf 
l"***'  Querschnittsfläche  entfallende  Belastung,  das  ist  also  durch  die 
Spannung  o  =  l'^'j,,  so  erhält  man  die  Bruchsicherheit. 

Die  Kraft,  welche  den  Stab  zerreissen  würde,  ist : 

F=fK=  1020  .  11  =  11220^^ 

11220        .  . 
daher  die  Bruchsicherheit  5^  =  -r^yzpr  =  b,b,    oder    da   der    Bruch- 

1<00 

modul  des  Gusseisens  für  Zug  11  und  die  wirkliche  Belastung  pro 

Quadrat-Millimeter  Querschnittsfläche  ©  =  1  ^/g  ist,  so  hat  man  auch : 

«6  =  ^  =  pT"  =  6,G,  wie  oben. 

11.  Es  ist  der  Durchmesser  d  des  Rundeisens  zu  bestimmen, 
das  zu  den  Schaken  einer  geschweissten,  offenen  (deutschen)  Kette 
verwendet  werden  soll,  wenn  dieselbe  eine  Last  von  P=  1500*^^^ 
tragen  soll. 

Auflösung.  Da  das  Kettenglied  so  gestaltet  ist,  dass  nur 
Zugspannungen  in  den  Längenseiten  desselben  eintreten,  so  ist  der 

tragende  Querschnitt  der  Kette /=  2  .  —     ;     setzt     man     diesen 

Werth  von  /  in  die  Formel  P=fS^  sowie  ®  =  6  ein,  so  ist: 

2  .  t:  r7^ 
1500  =    —  - '  -  .  6,  woraus 
4 


,       -i.4.15(X)        -12.1500        ,op„„,,_, 
'  =  ]   2.Tär=\  344.0=^2,0-  folgt. 

Eine  allgemeine  FoiTnel  zur  Bestimmung  des  Durchmessers  des 
Rundeisens  einer  solchen  Kette  erhält  man  aus  der  Formel 

r  =  f^  =  2  .  -  - —  ==  — ~ — ,  woraus 
4  2 

♦)  Diese  Berechnung  des  Ketten eisens  ist  nur  eine  annähernd  rich- 
tige (für  die  Praxis  jedoch  genügend  genau),  denn  streng  genommen 
werden  die  Glieder  einer  Kette  auf  Zug-  und  Biegungsfestigkeit  zugleich 
beansprucht;  die  für  diesen  Fall  durchgeführte  streng  theoretische  Berech- 
nung, die  ziemlich  complicirt  ist,  liefert  kein  sicheres,  praktisches  Ergeb- 
niss  und  kann  dieses  nur  durch  die  Resultate  praktischer  Festigkeitsver- 
sache mit  Ketten  richtiggestellt  werden.     Nach    den    von  der  englischen 
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Zwischen  dem  laufenden  Gewichte  der  Kette,  das  ist  dem 
Gewichte  pro  Meter  Länge  und  der  Tragkraft  der  Kette  besteht  ein 
festes  Verhältniss,  so,  dass  man  aus  dem  Gewichte  der  Kette  und 
ihrer  Länge  ihre  Tragfähigkeit  berechnen  kann. 

Zu  einer  Formel  für  das  Gewicht  der  Kette  gelangt  man  wie  folgt : 
,  Denkt  man  sich  aus  einem  Rundeisenstab  von 

y^-p^  der  Dicke  d  und  der  Länge  L^   sämmtliche  Ketten- 

/    /^\^  glieder,  resp.   die  ganze  Kette  von  der  Länge  Z"* 

j(\\     I   L      7    angefertigt    und    bezeichnen    wir    die    Eisenlänge 
*liv     /   t'         eines  gestreckt  gedachten  Kettengliedes  mit  l^  und 
^L.-L.s  die  lichte  Länge  dos  geschlossenen  Gliedes,  d.  i. 

^-4-*"^  '  die  sogenannte  Baulänge,  mit  /  (siehe  Fig.  1),  so 

-^.'j^— ►!  gilt    folgende    Proportion  :    Es    verhält    sich    die 

^'K-  ^'  Länge  L^    des  Stabes,    aus    dem   eine   Kette   von 

der  Länge  L  hergestellt  wird,  zu  dieser  Länge  L,  sowie  die  Eisen- 
länge li   des    gestreckten  Kettengliedes  zu  seiner  Baulänge  /,  also : 

Li  :  L  =  l^  :  l    oder 
L        T 


Marine  mit  Ketten  angestellten  Festigkeitsversuchen  ergab  sich,  dass  die 
Festigkeit  der  Kette  mit  gewöhnlichen,  offenen  Gliedern  (ohne  Steg)  sich 
zar  Festigkeit  des  ausgestreckten  Rundeisens,  aus  dem  die  Glieder  gemacht 
sind,  verhält  wie  11  zu  9  und  die  Festigkeit  der  einfachen  Kette  zur 
Festigkeit  der  Stegkette  wie  7  zu  9,  wobei  eine  vierfache  Bruch  Sicherheit 
vorausgesetzt  wird:  man  hat  daher  zur  Berechnung  des  Rundeisens  der 
einfachen  Kette  nach  diesen  Angaben  in  der  Gleichung  P=/S,  statt/ 
zu  schreiben: 

11   Tzd^           .  ,    „        11     TtfZ^S 
-    — ,  es  ist  P  =  - —-,  woraus 


1  /  36  P  1  /J 


/P 

K      40 
und  wegen  der  vierfachen  Sicherheit  gegen  Zerreisseii  mit  S  =  —  =  -j  =  10 


d  =  1,022  l/f5  =  0,323  Vp  folgt. 


Nach  dieser  Formel  erhält  man  für  das  obige  Zahlenbeispiel 

d  =  0,323  VroÖÖ  =  12,6'nw. 
Für  die  Stegkette  ist: 

9     11  lld^TzS  f— 

P  =  Y  .  y/@  =  Y  -  -^-,  woraus  bei  3  =  10     d  ==•  0,28  V  P   folgt.. 

Der  Querschnitt  des  Steges  in  der  Mitte  ist  ein  Rechteck,  von  den  Dimen- 

2 
sionen  -^  d  (gemessen  in  der  Ebene  der  gekrümmten  Mittellinie  des  Ketten- 
gliedes) und  d. 
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Da  aber  beim  Schmieden  der  Kette  ein  Eisenverlust  durch  Abbrand 

d 
stattfindet,  so  hat  man  die  Länge  l^   noch  um  das  Stück  ^  zu  ver- 

mehren,  wodurch  die  Länge  L^   tibergeht  in  Lg,  man  hat  nun: 

LI  l 

beiderseits  mit/y  multiplicirt,  wobei  /=-—   den  Querschnitt  des 

4 

Rundeisens  in  Quadratmeter  und  y  das  Gewicht  von  1*^'  Schmied- 
eisen bedeutet,  so  erhält  man  im  linken  Theile  der  Gleichung  das 
Gewicht  des  ganzen  Eisenstabes,  aus  dem  die  Kette  gemacht  wird, 
also  das  Gewicht  der  Kette   selbst. 

c 
daher  das  Gewicht  ^o  einer  1**  langen  Kette 

Die  Länge  l^  ergibt  sich  als  die  Länge  der  gekrümmten  Mittellinie 
des  geschlossenen  Kettengliedes,  welche  man  aus  den  zwei  Halb- 
kreisen von  dem  Durchmesser  2,5  d  (siehe  Fig.  1)  und  den  zwei 
parallelen  Stücken,  von  denen  jedes  l,b  d  lang  ist,  betrachten  kann, 
mit  l,=7z  (2,5  (fj  +  2  .  1,5  rf  =  10,85  rf,  daher 

_  (10,85  d  +  0,5  d)  d^Tzy  _  11,35  d  .d^ny 
Gr,  _  ^-^  _  ^^ 

den  Werth  für  /  =  3,5  d  eingeführt,  gibt : 

_  11,35  d.d^Tzy  _  11,35  d^ny 
'~       4.3,5T      ""^     14        • 

Nehmen  wir  die  Dichte  des  Schmiedeisens    zu  7,0  an,    so  ist  y  = 

=  7,6 .  1000  =  7600^^,  führt  man  noch  d  anstatt  in  Metern  in  Milli- 

d'^ 
metern  ein,  so  hat  man  an  die  Stelle  von  d^  zu  setzen:  tt^^ttt^vti 

man  erhält  dann: 

11.35 rf«.  3,14.  7600  _ 
^«-         14.1000000  "'"^^'*''- 

Setzt  man  hierin  für  d*  den  Werth  aus  der  oben  entwickelten 
Gleichung:  (f  =  0,326  Vp,  nämlich  rf«  =  (0,326)« P  oder  d^  = 
=  0,106276  P  ein,  so  ist :  G,  =  0,0193  .  0,10()276  P=  0,00205 P 
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also  das  Verhältniss  zwischen  der  Tragkraft  P  und  dem  Gewichte 
der  Kette  pro  laufenden  Meter :   ~  =  0,00205,  woraus 

Würde  z.  B.  der  laufende  Meter  einer  Kette  10*^  wiegen,  so  wäre 
ihre  Tragkraft  P=  487,8  .  10  =  4878^^^;  der  Durchmesser  des 
Ketteneisens  dieser  Kette  wäre : 

d  =  0,326  ]!>  =  0,326  V4878  =  22,7«»». 

Will  man  erfahren,  wie  lang  die  Kette  sein  müsste,  damit  sie 
durch  ihr  eigenes  Gewicht  zerreisse,  oder  bei  welcher  Länge  sie 
nichts  mehr  als  ihr  eigenes  Gewicht  mit  genügender  Sicherheit  zu 

7Zd^2 

tragen  vermag,    so   darf  man  nur  in  der  Formel  P=:fS  =  —^- 

für  Pden  Werth  F=  G^  Z"*,  d.  i.  also  das  Gewicht  der  Kette  und 
für  3  den  Bruchmodul  des  Schmiedeisens  für  Zug,  d.  i.  K=  40  ein- 
setzen, man  hat  dann : 

n d^ .  40 
Gq  L"'  =  — =  20  t:  (/^    setzt    man   hierin  noch  für  Gq   den 

bereits  entwickelten  Werth  G^  =  0,0193  d\  so  ist : 

0,0193  rf»L  =  20  TT  (Z^  hieraus  folgt: 

^^"*  =  0-0tI3  =  ^253,88« 

bei  welcher  Länge  die  Kette  durch  ihr  eigenes  Gewicht  zerreisst. 
Setzt  man  jedoch  in  der  Formel :  Gq  L=2  — - —  für  ©  die  zuläs- 
sige Spannung  ©  =  6  und  für   Gq   obigen  Werth  ein,   so  ist : 

0.0193  r7«/.  =  — ^— ,  woraus  /.  =  ^_^— =  488,08«  folgt; 

bei  dieser  Länge  der  Kette  kann  dieselbe  ausser  ihrem  eigenen 
Gewichte  eine  weitere  Last  nicht  mehr  mit  genügender  Sicherheit 
tragen. 

12.  Es  ist  der  Durchmesser  d  des  Rundeisens  für  eine  offene 
Ringkette  unter  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes  derselben  zu 
bestimmen,  wenn  die  Kette,  deren  Glieder  ebenso  gestaltet  sind, 
wie  die  der  Kette  im  vorigen  Beispiel,  300"*  lang  ist  und  eine 
Tragkraft  von  P=  1250^^  besitzen  soll. 

Auflösung.  Bezeichnen  wir  das  Eigengewicht  der  Kette  mit 
G,    so    ist    die    die   Kette    spannende   Kraft  P  +  (x,    daher    ist    in 
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der   Formel    für    die    Zugfestigkeit    ,^P  =  f^'-'    für   P  zu    setzen: 

P-\-G;    man    erhält   dadurch:    P4-ö=/©= — - — ,    oder    da 

Gz=G^  L"'  =  0,0193  d^  L  ist,  wobei  G^  das  Gewicht  der  Kette  pro 
laufenden  Meter  und  L  die  ganze  Länge  der  Kette  in  Metern  be- 
zeichnet (siehe  das  vorige  Beispiel),  so  hat  man: 

0,0193  d'L  +  P=  -^,  oder 


>=d'( 


2~ 


^),  w 


0,0193  L  1,  woraus  folgt: 


d  = 


^g-  — 0,0193  L« 


\  18,84  —  0,0 


0386  Z«' 


die  Zahlenwerthe  für  P  und  L  eingesetzt,  gibt 
d 


\  18,84 


2  •  1250 

-  0,0386  .  300  "~      ' 


13.  Es  ist  der  Durchmesser  d  des  Rundeisens  zu  bestimmen, 
das  zu  einer  Schleifenkette  verwendet  wird,  deren  Glieder,  wie 
nebenstehende  Abbildung  zeigt,  ge- 
staltet sind;  a)  ohne  Berücksich- 
tigung, h)  mit  Berücksichtigung 
des  Eigengewichtes;  es  ist  ferner 
das  Verhältniss  der  Tragkraft  P 
dieser  Kette  zu  dem  Gewichte  der- 
selben pro  laufenden  Meter  zu  er- 
mitteln. 

Auflösung.  Der  tragende 
Querschnitt  dieser  Kette  kann  hier 
mit  einer  für  die  Praxis  genügend 
genauen  Annäherung  gesetzt  wer- 
den :  /=  4  .  — j-  =  Tcci»,  daher  Fig.  2. 

P=/©  =  ^'7:®,  woraus 

Das  Gewicht  (?„  findet  man  in  gleicher  Weise,  wie  in  Beispiel  1 1 . 
Es  ist: 


ö„ 


(/,+ 0,5rf)/r,  ,ier  ist  aber  k+^^L=^^  daher 


Graf,  Festigkeitblohre. 
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_  _  e.Ttd'Y  _  3^3,14 d»^7600 

t-o  —  b  /r  —  — ^        —    -2TlOÖÖÖ()0 "~ 

Gg  =  0,035796  d*;  setzt  man  hierin  für  d*  den  Werth  aus  obiger  Glei- 
chung d  =  0,23}JF,  nämlich  d».=  {0,23)* P  =  0,0529 Pein,  so  ist: 
G,  =  0,03579  . 0,0529  P=  0,00189  P  und 

P=  ö;^iöö-  =  5294  ö«,  ferner  -|-  =  0,00189. 

Mit  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes  der  Kette  hat  man: 
G  +  P=f®,  oder  für  G  den  Werth 
G=G,L  =  0,0358  ei»  Z  und  für  /  den  Werth 
f=T:d*  eingesetzt,  gibt: 
0,0358  (PL  + P=d^  TZ  @,  oder 
P=  d*.{n®  —  0,0358  X),  woraus 


ySi©— o,( 


^^-  =  1-^-  0^58  X-»   ^°^g^- 


14.  Es  ist  der  Durchmesser  d  eines  runden  Hanfseiles  zu  be- 
rechnen, das  eine  Last  von  P**'  tragen  soll. 

Auflösung.  Die  Hanfseile  sind  gewöhnlich  dreilitzig  und 
entweder  fest  oder  lose  geschlagen,  je  nachdem  sie  als  stehende 
oder  laufende  Seile  dienen  sollen,  und  werden  demgemäss  auch 
stärker  oder  schwächer  belastet.  Stehende  Seile  sind  solche,  welche 
blos  zum  ruhigen  Tragen  von  Lasten  dienen  tind  sich  nicht  bewegen ; 
laufende  Seile  sind  solche,  welche,  bei  Aufzugmaschinen  zum  Auf- 
ziehen der  Lasten,  ausserdem  auch  zum  Betriebe  von  Seil-  und 
Schnur  Scheiben  gebraucht  werden.  Bezeichnet  5  die  Dicke  einer 
Litze  und  d  den  Durchmesser  des  um  die  drfei  Litzen  beschriebenen 

Kreises,  so  kann  d  =  2,15  S  gesetzt  werden;  hieraus  ist  S  =  -^  ^^, 

d*  7C 

oder    beiderseits    quadrirt,    gibt    5^=  o~irrä»    beiderseits   mit    -.- 

5»  TT  d^n 

multiplicirt   —— =  - —     ^^s.l   ^a    der    tragende    Querschnitt    des 
4  4  .  (J,l0) 

Seiles    offenbar    gleich    ist    der    Summe    der   Querschnitte    der    drei 
Litzen,    so  ist,  wenn  man  in  der  letzten  Gleichung  beiderseits  mit 

3  5*  7C         3  d^  TZ 
3  multiplicirt :  — ^ —  =  j~~9Tpv^  ^^  ^'^  d*  =  f  der  tragende  Quer- 
schnitt des  Seiles.  Setzt  man  nun  in  der  Formel  F=f^  den  für 
/  gefundenen  Werth,    sowie    ©  =  2    ein,    so    erhält   man    aus    der 

Gleichung  Pz=/<B  =  0,5  d^  .2  den  Seildurchmesser   mit  d  =  ^P 
für  stehende  Seile. 
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Nimmt   man,    was    praktisch   zulässig   ist,    für    laufende   Seile 

4  4        2 

©  =  -o    an,  so  folgt  aus :  P=/©  =  0,5  d* .  -k-  =  -^  d'   der  Seil- 
o  o        ö 

durchmesser  (Z  =  V/  ^— =  1,225  YP  für  laufende  Seile. 

Die  Tragfähigkeit  eines  Seiles  von  d'"'^  Durchmesser  ist  daher 
für  stehende  Seile :  P=  d^, 

2 

>     laufende       »        P=z      d*. 
6 

Die  Gewichte  der  Seile  verhalten  sich  unter  der  Voraussetzung 
einer  gleichen  Dichtigkeit  wie  die  Querschnitte,  d.  h.  also  wie  die 
Quadrate  der  Durchmesser.  Erfahrungsgemäss  beträgt  durchschnitt- 
lich das  Gewicht  G^  auf  den  laufenden  Meter  bei  den  laufenden  Seilen 
(?o  =  0.00071  d*  und  bei  den  stehenden  Seilen    G,=  0,00106  d\ 

Setzt  man  den  Werth  von  d*  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen, 

nämlich  d»  =  q-qq^^jI  ^^^  ^*  =  0^106  ^°  ^^^^^  Gleichungen  für 

die  Tragfähigkeit  der  Seile  ein,  so  erhält  man  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Gewichte  eines  Seiles  und  dessen  Tragfähigkeit.  Es  ist : 

P=  Q^Ti  •  3  =  938,9  (?.  für  laufende  Seile, 

Ein  laufendes  Seil  soll  z.  B.  625*'^  tragen,  wie  gross  muss  der 
Durchmesser  d  dieses  Seiles  sein,  und  wie  viel  wiegen  20™  Seil? 
Nach  Obigem  ist  für  laufende  Seile: 

d  =  1,225  fP  =  1,225  V625  =  30,6"»»», 
(?o  =  0,00071  .  (30,G)*  =  0,6656*'^^  =  Gewicht  von  1*», 

daher  wiegen  20'»  Seil  G  =  20G,  =  13,312«'^. 

Angenähert  erhält  man  den  Seildurchmesser  auch,  wenn  man 

d*  TZ 
in    der    Formel    P  =  f®    den    Seilquerschnitt    einfach    /  =  —  .- 

/=  0,785  d*    setzt,    während    wir    für    den    tragenden    Querschnitt 
fanden /=^  0,5  d*.    Nach   dieser   Annäherungsrechnung   hätte   man 

d^TZ^ 

aus  der  Gleichung  P  =  — . — 
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man   sieht,    dass  der  Durchmesser   hier   etwas   kleiner   ausfällt,    als 
bei  der  früheren  genauen  Berechnung. 

15.  Es  ist  die  Breite  b  und  die  Dicke  d  eines  flachen  Hanf- 
seils, das  eine  Last  von  P^^  tragen  soll,  zu  berechnen. 

Auflösung.  Die  flachen  Hanfseile  sind  aus  vier  bis  sechs  runden 

Seillitzen  sehr  sorgfältig  zusammengenäht,    so    dass   auf  eine  Litze 

der  vierte,  bezüglich  der  sechste  Theil  der  Last  zu  rechnen  ist.  Es 

heisse  die  Anzahl  der  Litzen  allgemein  «,  so  ist  der  tragende  Quer- 

nizd^ 
schnitt  dieses  Seiles  /=  -         ,    daher  erhält  man  aus  dei  Formel 

4 

P  =  fB  =  — -. die  Seildicke: 

^  j'p  

und   die  Breite   des  Seiles :    h  =  nd  =  n  .  0,8  V  -  =  0,8  ^jn  P. 

16.  Ee  ist  der  Durchmesser  d  eines  runden  Hanfseiles  bei  Be- 
rücksichtigung des  Eigengewichtes  desselben  zu  bestimmen,  wenn 
das  Seil  eine  Last  von  P^^  tragen  soll. 

Auflösung.  In  der  Formel  P=f®  haben  wir  für  P  zu 
setzen ,  P  +  6r ,  wobei  G  das  Gewicht  des  Seiles  G=  Gq  L"^  = 
=  0,00071  d«  L  für  laufende  Seile  und  G  =  0,00106  d^  L  für 
stehende  Seile  bedeutet;  man  erhält  daher: 

P+  0,00071  d«  L  =/@  =  0,5  d'(B=:0,6d'.2  =  d\ 

oder  P=d»(l  — 0,00071  X»")  und  hieraus  folgt  die  Seildicke 


V  1  —  0,0007 


ß^mm  —  ^_ _____  für  laufende  Seile, 


ß^mm—-\_ —    -^^,^^^     für  stehende  Seile. 


P 
1  —  0,00106  L 

Man    sieht    aus    diesen    beiden    letzten    Formeln,    dass,    wenn 
1  =  0,00071  X,  also 

J-  =  ÖÖÖOYT  "^  l-^Ö^'^^*"'  bezüglich 

1  =  0,00106  L«  und  L  =  -  ^  .-.-.-  =  943,396"» 

wird,  die  Seildicke  d  unendlich  gross  wird,  d.  h.  das  laufende  Seil 
kann  bei  einer  Länge  von  1408,45'"  weiter  nichts  als  sein  eigenes 
Gewicht  tragen,  bei  dem  stehenden  Seil  tritt  dieser  Umstand  schon 
bei  einer  Länge  von  943,396"*  ein. 
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Da9s  die  eben  erklärte  Bedeutung  des  unendlich  gross  werdenden 
Durchmessers  des  Seiles  bei  einer  gewissen  Länge  desselben  richtig 
ist,  ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung:  Setzen  wir  in  der 
Formel  P=/®  statt  P  das  Gewicht  des  Seiles  als  spannende  Kraft 
und  fragen  nach  der  Länge  des  Seiles,  wenn  in  demselben  durch 
sein  eigenes  Gewicht  die  zulässige  Spannung  ©  =  2  eintreten  soll, 
so  hat  man  für  das  laufende  Seil: 

G  =/©  oder  0,00071  d^L  =  0,5  ci« .  2, 
woraus  L  =  T^TC/^pT^^  =  1408,45'"  und  für  das  stehende  Seil 

0,00106  d^L=i  0,5  d^ .  2,  woraus  L  =  -  ^--  =  943,396"»  folgt, 

Ü,ÜÜ1ÜD 

also  dieselben  Wert  he,  die  oben  gefunden  wurden. 

Die  Länge,  bei  der  das  laufende  Seil  durch  sein  eigenes  Gewicht 
zerreisst,  findet  sich  aus:  0,00071  d^  L  =  0,5  d'  ®,  wenn  man  darin 
für  ©  den  Bruchmodul  für  Zug,  d.  i.  K=9^^  (Durchschnittswerth 
für  nicht  ganz  neue,   jedoch  wenig   gebrauchte  Seile)    einsetzt    und 

4  o 

L  bestimmt.  Man  erhält  L=,-'\„-  =  6338"». 

0,000  i  1 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Länge  des  stehenden  Seiles, 
bei  der  es  durch  sein  eigenes  Gewicht  zerreisst. 

17.  Es  ist  die  Breite  6  und  die  Dicke  d  eines  flachen  Hanf- 
seiles bei  Berücksichtigung  seines  Eigengewichtes  zu  finden,  wenn 
dasselbe  eine  Last  von  P^^  zu  tragen  hat. 

Auflösung.    Wir   benützen  wieder  die  Formel  P-|-6r=/S 

nd^  7C 
und  setzen  hierin  für  /  den  Werth  /=  — j- ~  ,  wobei  «  die  Anzahl 

der  runden  Seillitzen  bedeutet.  Einen  Werth  für  G  =  Gq  L,  wo 
G^  das  Gewicht  pro  laufenden  Meter  flachen  Hanfseilos  bedeutet,  finden 
wir  auf  folgende  Art :  Aus  den  beiden  für  runde  und  flache  Seile 
geltenden  Werthen  von  P=  938,9  (7o  und  P=  943,4  Ö«  nehmen 
wir  einen  Durchschnittswerth 

F 
abgerundet  P=  940  G^^  woraus  G^  =  folgt.    Aus  der   bereits 

940 

in    einem    früheren  Beispiele    für    das   flache   Hanfseil    entwickelten 

,/p 
Formel  ohne  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes,  r/  =  0,8  1/ —  folgt: 

r>  n.  f1^ 

<?*=  0,64  — ,  hieraus  ist  P=  Tr.n- ;  diesen  Werth  von  P  in  der  Fonnel 
H  0,t)4 
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^»=Q.i77   eingesetzt,    gibt:    G<,  =  ^^-äiA^An  »«^er  G, — 


940         6— ^    ,    6  -"•      .  —  Q  ß4    94Q  -0  —  g^j  g, 

führen  wir  diesen  Werth  von  Gq  in  der  Gleichung  P-\-Gq  L=   — -. — 

4 

ein  und  bestimmen  d,  so  hat  man : 

cl^nL tid^^nB 

+  eöM  ~  ~  4     ' 

oder  im  linken  Theile  der  Gleichung  auf  gleiche  Benennung  gebracht : 
601,6  P+d'nL       nd^Tz^ 


601,6 


oder 


601,6  P  +  d^nL= ^ ,   oder 

601,6  P=d^«  (150,4  71©  — X);  hieraus  ist 

'  ~"  V«(i50,4  7i;®— Z)  ~  V /*  (944,512— LV 
wenn  wir  nämlich  noch  7C  =  3,14  und  ©  =  2  einsetzen.   Daher  ist 
60i;6P" 


'  =  ''"  =  V944,i: 


°°'''^* ,512 -Z 

Aus  diesen  Fonneln  für  d  und  6  geht    hervor,    dass  d  und  & 

unendlich  gross  werden,   wenn  Z>  =  944,512"*  wird;    dies  bedeutet 

hier   ebenso,    wie    im    vorigen    Beispiele,    dass    das    Seil,    wenn    es 

944,512*"  lang    ist,    nichts    mehr    als   sein  eigenes  Gewicht    tragen 

kann;  würde  man  daher  an  ein  Seil,  das  944,512"*  lang  ist,  noch 

eine  Last  anhängen,  so  würde  die  in  demselben  entstehende  Spannung 

die  Grösse  ©  =  2  übersteigen,   gleichviel,  wie  gross  auch  der  Seil- 

querschnitt    sein   mag.-  Das  Gleiche  gilt  von  dem  runden  Hanfseil, 

wenn  es  als  laufendes  Seil  eine  Länge  von  1408,45*"  und  als  stehendes 

Seil  eine  Länge  von  943,396"*  hat.  Wir  können  uns  auch  hier  von 

der  Richtigkeit  der  Behauptung,    dass  ein  944,512"*  langes  flaches 

Hanfseil    nichts  weiter    als  sein  eigenes  Gewicht    tragen    kann,  wie 

im  vorigen  Beispiele,  wie  folgt,  überzeugen:  In  der  Formel  P=/S 

.   . .  T^  1     -.-..  .  ,  .   ^        ^    ^        d^nL     ^      nizd*       .  ^       ^ 

statt  P  das  Eigengewicht  G=G^  L=   .^y-Tr,  /=  -^—  und  ©  =  2 

eingesetzt,  gibt: 

d^nL        nTccP.2     ,. 

hieraus  ist 


601,6  ~        4 

,       601,67ü       601,6.3,14       aa-^^m    •      i 
L  =  — ~ —  = —  — - —  =  944,ol2"*  wie  oben. 
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Fragen  wii*  endlich  noch,  bei  welcher  Länge  zerreisst  das  flache 
Hanfseil  durch  sein  eigenes  Gewicht,  so  haben  wir  in  der  Formel: 
P=/©,  für  Pund/  die  bereits  bekannten  Werthe,  nämlich  statt  P 

den  Werth  G=  GqL  =  -   -   --  ,  /=  —  v-     und   für   ®   den  Bruch- 
modul für  Zug  K=9  einzusetzen,  man  erhält  dadurch: 

d*nL        nr.d\9 
g^j-g=—j—,  woraus  sich 

L  =  ^l^h^J^  =  4250,304-  ergibt. 
4 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  die  Längen  der  Seile 
oder  Ketten,  bei  welchen  sie  nichts  mehr  als  ihr  eigenes  Gewicht 
zu  tragen  vermögen,  Traglängen  Li,  und  jene  Längen,  bei  denen 
sie  durch  ihr  eigenes  Gewicht  schon  zerreissen,  Zerreisslängen  Lg  zu 
nennen  pflegt. 

18.  Es  ist  der  Durchmesser  d  eines  runden  Eisendrahtseiles, 
das  als  Lastseil  dienen  soll,  zu  berechnen,  wenn  dasselbe  eine  Zug- 
last von  P*^  zu  tragen  hat. 

Auflösung.  Die  Eisendrahtseile  werden  meist  aus  36  Drähten 

gemacht  und  dabei  aus  6  Litzen  von  je  ü  Drähten  zusammengesetzt. 

Bezeichnet  8  die  Drahtdicke,  *  die  Anzahl  der  im  Seil  vorhandenen 

Drähte  und  ©  die  in  den  Drähten  des  belasteten  Seiles  eintretende 

Zugspannung,    so  ist  der  tragende  Querschnitt    des  Seiles   offenbar 

die  Summe  der  Querschnitte  der  Drähte.  Ein  Draht  hat  den  Quer- 

Tc5*  7i8* .  i 

schnitt  — .— ,  daher  haben  t  Drähte  zusammen  den  Querschnitt       .     , 
4  4 

man  hat  daher  aus  der  Formel  P=f®  =  — . —    die   Drahtdicke 


flTT© 


führen  wir  die  Spannung  @  =  8  ein,  so  ist 


-./4P       n/     4P  ^IP 

rf*7T;        2  .  tS'jT 

Bei  i  =  36  kann  man  setzen  :  — . —  = 7- —  ,  daraus  ist  ab- 

4  4 

gerundet  d  =  8,5  8 ; 

für  1=48,        54,        60,      66,        72 

ergibt  sich  J=  10,25,  11,33,  12,8,  13,25,  14,2, 

0 

wie  man  dies  durch  Aufzeichnen  verschiedener  Seilquerschnitte  mit 
den  Drahtzahlen  48,  54,  60,  66,  72  und  durch  directes  Abmessen 
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finden  kann.  Aus  der  Gleichung  -^—  =  2  i  —r—  folgt    die    Summe 

i  TT  6^        d*  K 
der  Querschnitte  der  /-Drähte  —    -  ==  — ^-  =  dem  tragenden  Quer- 

4  o 

schnitte  des  Seiles.  Setzt  man  nun  in  der  Formel  P  =  /(S  für  /  den 
tragenden  Querschnitt  des  Seiles  /  — — —  ein,    so    erhält   man   aus : 

d^TZ  d'TZ 

P=  —  —  .  ©  =  —  —  .  8  =  ^/^  TT  den  Seildurchmesser 

d  =  y  -  =  0,564  yP,    (für  /  =  36). 

Ein  Eisendrahtseil  von  /  Drähten,  deren  jeder  die  Dicke  5  hat, 

wiegt  pro  laufenden  Meter  Lange  6,  =  -^ __---_^___, 

hierbei  wurde  die  ideelle  Dichte  y  durch  Versuche  mit  y  =  8,91 
gefunden ;  in  dem  letzten  Ausdrucke  für  G^  erscheint  das  Volumen 

der  e-Drähte  von    einem   1*"  langen  Drahtseil,    d.  i.  — -—  .  1000"^ 

4 

multiplicirt  mit  dem  Gewichte  eines  Kubikmillimeters  Schmiedeisen, 

Y    1000 
d.  i.  mit  -j /^/%Ark7|/\/\/\A»   wobei  y  =  8,91    hier    deshalb    grösser    als 

die  wirkliche  Schmiedeisendichte  in  Rechnung  gebracht  wird,  weil 
das  Gewicht  der  im  Seile  enthaltenen  Hanfseelen  in  der  Rechnung 
unberücksichtigt  blieb.  Die  ideele  Dichte  y  fand  man  dadurch,  dass 
man  das  Gewicht  von  1*"  Drahtseil  wirklich  bestimmte,  in  der  Formel 
für  Gq  einsetzte  und  daraus  y  berechnete.  Es  ergibt  sich  somit: 

^         TT  S«  1.1000.8,91.1000       ^^7.,.  -..     .       o. 

G^  =  -^  folgt,  oder  genauer  G^  =  0,252  8*. 

Bestimmt  man  auch  hier  den  Zusammenhang  zwischen  Trag- 
kraft und  Gewicht  des  Seiles,  so  hat  man,  wenn  man  in  der 
Gleichung   G^r:=  0,007  S*  i   für    8*    den  Werth    aus    der  Gleichung 

VP  P 

— ,  nämlich  8*  =  0,16  —  einsetzt : 

G,  =  0,007  .  0,16  P=  0,00112  P,  woraus 

'     .  ^    ^=ö7ooTi2=*«9^'«'^^^^^^^- 
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19.  Es  ist  der  Durchmesser  d  und  die  Drahtdicke  8  eines 
runden  Eisendrahtseiles  mit  Berücksichtigung  seines  Eigengewichtes 
G  zu  finden,  wenn  dasselbe  eine  Zugbelastung  von  P^^  zu  tragen  hat. 

Auflösung.  Wir  setzen  in  der  Formel  P:=f®  statt  P  die 
das  Seil  spannende  Kraft  P+G  =  P+G^L'^  =  P-\-  0,007  SU  L 

tu  8' 
ein  und  da  /=  ~a.~    ^^^  ©  =  8  ist,  so  hat  man,  diese  Substitu- 
tionen durchgeführt: 

0,007  8'iL  +  P=  -^  .  8  =  2  .-TcS«  oder 
4 

P_8,,(2„_0,007X),  woraus  5-  =  ),^2^-_^q^^07  L)  '°'^- 

Man  sieht  aus  dieser  Formel,    dass  6  unendlich  gross  wird,    wenn 
im  Nenner  der  Wurzelgrösse 

2  TT  =  0,007  X,  also  i.  =  ^^^^^  =  897,143«, 

oder  das   Seil    897,143'"  lang  wird,  d.  h.  das  Seil  kann  dann  bei 

dieser   Länge    eine    andere    Last    ausser    seinem    eigenen    Gewichte 

nicht  mehr  tragen ;    es    wird    also    schon    durch  sein  Eigengewicht 

auf  seine  Tragfähigkeit  mit  der  Spannung  @  =  8  beansprucht.  Die 

Traglänge    des    Seiles    ist    daher  Li  =  897,143"*,    wie    sich    auch 

anderweitig    sofort    ergibt,    wenn    man    in    der   Gleichung    P=f® 

»»«  • 

statt  P  den  Werth  G=G,L  =  0,007  6^  iL,  f=  -  .   *  und  ©  =  8 

4 

einsetzt;  man  hat  dann: 

0,0076«/L  =  i^'--^=:2*7i6»,  woraus 
4 

Bestimmen  wir  noch  die  Zerreisslänge  des  Seiles,  bei  der  es 
also  schon  durch  sein  eigenes  Gewicht  zerreisst,  so  hat  man  nur 
in  der  Formel  P=/®  für  P  und  /  die  bereits  bekannten  Werthe, 

nämlich    statt  P  den  Werth  G  =  G,  L  =  0fi07  SU  L,  /=-      * 

und    statt    ®    den    Bruchmodul    des    Eisendrahtes    für    Zug,    d.  i. 
JBr=  60,  einzusetzen,   man  erhält  dann: 

0,007  8UL  =  ''^ .  60  =  15  7C 8«  i,  hieraus  ist 
4 

X  =  .J^=  =  6728,58'«,  also  L,  =  6728,58«. 
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Gq  L  -\-  P= ^ =  — - — ;   setzt  man  hierin  für  Gq  den  bereits 


Ist  die  Drahtzahl  i  =  36,    so    hat   man  bei  Bestimmung  des  Seil- 
durchmessers mit  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes: 

bekannten   Werth    G^  =  0,252  5«   und    hierin    für    8»   den   Werth 
aus  der  Gleichung  S  =  g-g,  also  5»  =  ^  ^-  =  ^^g,  so  ist: 

0,252  .  4-il-  +  P=  — o—  und  ©  =  8  eingesetzt,  gibt: 

0,252  d»L+ 72,25  P       ,. 
72725 =  d'^^oäer 

0,252  d^L-\-  72,25  P=  72,25  d'«,  oder 
72,25  P=  d*  (72,25  7t  —  0,252  L),  woraus 

^_-\/  72,"25P       ~_o;.-\/  P 

y  72,25  n  —  0,252  L~    '     )  72,25  n  —  0,252  Z 

folgt,    oder   im  Nenner    12,25 iz   zum  Factor  herausgehoben,  gibt: 


d  =  8,5  1  / ^.  oder 

y72,25,(l^g-^) 

d-= 0,564  y----^4^^--. 

Man  hätte  diese  Rechnung  jedoch  auch  wie  folgt  machen  können : 

Aus  der  Formel :   G^L  -\-  P=  —  - — -  folgt,  wenn  man  darin 

@  =  8  und  G^o  =  0,252  5*  setzt ;  0,252  5'L  +  P=  2  S^tir,  oder 
da  1  =  36  ist,  P=5«(72rv  — 0,252X),  woraus 

/ p 

5  =  \  f^^     —  ^cinn  ¥   ^^^^'y  ^^  ^^^  jedoch  für  ?'  =  36,  angenähert 

c?  =  8,5S,   daher  d  =  S,5\^=^ n  oro^Y»    ^^^^  ^^^    ziemlicher 

]  12  TZ  —  yjfJo^  L 

Annäherung  derselbe  Werth  von  rf,   wie  oben. 

Für    flache    Drahtseile,    die    gewöhnlich    aus    sechs  Strähnen, 

ä  24  Drähte,  angefertigt  werden,  bei  denen  daher  t  =  6  .  24  =  144 

ist,    gelten    zur   Berechnung    der    Drahtdicke    8,    des   Verhältnisses 

zwischen  Tragfähigkeit  und  Gewicht,    der  Trag-   und  Zerreisslänge 

dieselben  Formeln,  wie  für  die  runden  Eisendrahtseile. 
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20.  Wie  verhalten  sich  bei  gleicher  Tragfähigkeit  die  Durch- 
messer und  die  Gewichte  der  besprochenen  offenen  Ringketten, 
runden  Eisendraht-  und  stehenden  Hanfseile? 

Auflösung.  Es  bezeichne  d^  den  Durchmesser  des  Ketten- 
eisens, Gj  das  Gewicht  der  Kette  pro  laufenden  Meter ;  c?,  bezeichne 
den  Durchmesser  eines  36drähtigen  runden  Eisendrahtseiles,  G^  das 
Gewicht  des  Seiles  pro  laufenden  Meter;  r/g  bezeichne  den  Durch- 
messer des  stehenden,  runden  Hanfseiles,  G^  das  Gewicht  dieses 
Seiles  pro  laufenden  Meter;  es  fragt  sich  also,  wie  sich  die  Durch- 
messer e?!,  (/,  und  rfg  und  wie  sich  die  Gewichte  G^,  G^  und  G^ 
zu  einander  verhalten,  wenn  Kette,  Draht-  und  Hanfseil  gleiche 
Tragfähigkeit  haben.  Wir  drücken  die  Durchmesser  d^,  d^  und  d^ 
durch  die  Tragkraft  P  aus,  und  haben  nach  den  in  den  Beispielen 
über    die    Berechnung    dieser    Durchmesser    entwickelten    Formeln : 

d,  =  0,326  yP,   d,  =  0,5G4  Vp,  d,  =  ^P,    daher   d,  :  d,  :  d,  = 

=  0,326  V^  :  0,564  Vp  :  V^  ^der   d,  :  d,  :  d,  =  326  :  564  :  1000, 

oder  d,  :d,:d,  =  S:U:  25. 

Man  sieht  aus  dieser  Proportion,  dass  der  Hanfseil durchmesser 
am  stärksten  ausfällt.  Wir  drücken  jetzt  die  Gewichte  G^  G^  G^ 
durch  die  Tragkraft  P  aus  und  erhalten  nach  den  in  den  früheren 
Beispielen  über  Berechnung  des  Verhältnisses  zwischen  Gewicht 
und  Tragkraft  entwickelten  Formeln : 

(?,  =  0,00205  P,  6^,  =  0,00112  P,  6^3  =  0,00106  P, 

daher  die  Proportion : 

G,  :  G^ :  G,  =  0,00205  P:  0,00112  P:  0,00106  P,  oder 

G,:G,:  G,  =  20b:  112:  106. 

Man  sieht  aus  dieser  Proportion,  dass  das  Gewicht  der  Kette 
am  grössten,  das  Eisendrahtseil  nur  wenig  schwerer  als  das  Hanf- 
seil ist.  Es  ist  femer  einleuchtend,  dass  diese  Proportion  bei  Ent- 
scheidung der  Frage,  ,,ob  Kette,  Draht-  oder  Hanfseil  verwendet 
werden  soll",  wegen  Berücksichtigung  des  Kostenpunktes 
Anwendung  findet. 

Bei  den  für  die  Berechnung  von  Drahtseilen  bisher  entwickelten 
Formeln  wurde  die  zulässige  Inanspruchnahme  (Spannung)  pro 
Quadrat -Millimeter  tragenden  Querschnittes  mit  ©  =  8^  ange- 
nommen; demgemäss  könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Bruchsicherheit 

des  Seiles  8^=      ==  ^  =  1  \'^   wäre ;  dem  ist  jedoch  nicht  so,  die 

Bruchsicherheit  ist  weit  geringer,  denn :  Bei  der  Benützung  eines 
Drahtseiles  als  Lastseil  wird  dasselbe  fast  immer  auf  einer  Trommel 
auf-  und  wieder  abgewickelt  (Förderseil  in  Schächten)  und  erleidet 
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hierbei  eine  Biegung,  welcher  es  einen  Widerstand  (Seil Steifheit) 
entgegensetzt;  durch  diese  Biegung  allein  wird  schon  ein  bedeu- 
tender Theil  der  Festigkeit  des  Seiles  absorbirt,  den  übrig  bleibenden 
Theil  nimmt  die  Zugbelastung  F  in  Anspruch,  und  diesem  Umstände 
muss  Rechnung  getragen  werden. 

Zu  einem  Ausdrucke  für  die  Biegungsbeanspruchung  (Biegungs- 
spannung) gelangt  man  auf  folgende  Art:  Es  heisse  die  beim  Um- 
biegen des  Seiles  in  den  Drähten 
desselben  entstehende  Biegungsspan- 
nung 5,  der  Halbmesser  der  Seil- 
trommel r,  die  Dicke  eines  Drahtes  S ; 
ist  die  Trommel  von  dem  Drahtseil 
umgeben,  so  wird  der  Draht  im 
Seile,  der  am  weitesten  von  dem 
Trommel  umfange  entfernt  ist,  die 
grösste  Streckung  durch  die  Biegung 
erfahren,  die  Länge  l  der  Mittellinie 
eines  Stückes  dieses  Drahtes  ist  für 
den  Cent ri Winkel  a  offenbar 


=  (r  +  cZ  -  2  )  «. 


wenn  d  der  Seildurchmesser  ist  (siehe 

Fig.  3j.  Die  am  meisten  ausgedehnte 

**'    ■  ^_^        äusserste  Faserschichte  des  obersten 

Drahtes   hat    eine    Länge  a6  =  Z^  =  (r  -(-  cf)  a,  daher  die  Differenz 

beider  Längen,  das  ist  also  die  Ausdehnung  X  des  Drahtes 


\  =  l,—l  =  {r-\-d)0L  —  0L(r  +  d  —  ^\ 


'oder 


2 


Nach    dem   Begriffe    des    Elasticitätsmoduls    E  eines   Körpers 
findet  die  Proportion  statt: 

s  :  E  =  X  :  l,  hieraus  ist 

sl 
X  =  — ,  hierin  für  X  und  l  obige  Werthe  gesetzt: 
E 


aS 
"2" 


^s(j  +  d-  ^^ 


E 
E5 


oder 


2(r  +  ä-l) 
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Man  ersieht  aus  dieser  Gleichung,  daas  die  Biegungsspannung 
um  so  grösser  sein  wird,  je  kleiner  der  Trommelhalbniesser  r  wird ; 
die  letzte  Gleichung  nach  r  aufgelöst: 

23(1' +  d—     -^  =  ^'5,  oder 

2  sr  -\-2  sd  —  s8  =  -&8,  hieraus  ist 

Eh  +  sZ  —  2sd 

'= 2-. ' 

um  jedoch  zu  einer  einfachen  Beziehung   zwischen  den  Grössen  E, 

f\  5  und  s  zu  gelangen,  vernachlässigen  wir  im  Zähler  des  rechten 

Theiles  die  beiden  sich  einander    zum  Theile    aufhebenden  Grössen 

<<r  5  —  2  sd,  wodurch  sich  r  etwas  grösser   ergibt,    da  die  Differenz 

s5  —  2  sd  negativ  ist ;    man  erhält  durch  diese  Vernachlässigung : 

E8 
r  =  -^  -.  Aus  dieser  Gleichung  ist  ersichtlich-,   dass  der  Trommel- 

halbmesser  r  um  so  grösser  werden  muss,  je  kleiner  die  Biegungs- 
spannung genommen  und  je  stärker  die  Drahtdicke  S  wird.  Für 
die  praktische  Ausführung  der  Seiltrommel  wünscht  man  selbst- 
verständlich, dass  der  Halbmesser  derselben  so  klein  als  möglich 
gemacht  werde ;  man  wird  daher  das  Vorhältniss  des  kleinsten  Halb- 
messers r  zur  Drahtdicke  so  wählen,  so  dass  die  Biegungsspannung 
möglichst  klein,  daher  die  Zug-  oder  Dehnungsspannung  möglichst 
gross,    also    auch    die  Tragkraft    des  Seiles   möglichst    gross    wird. 

Es  ist  die  Tragkraft  P  wie  bekannt :  P  = — ,  wenn  i  die  An- 

zahl  der  Drähte  ist.  Die  Zugspannung  ®  und  die  Biegungsspannung  s 

setzen  sich  zusammen  zu  einer  Totalspannung  Sj  =  ®  -{-  5,  welche 

selbstverständlich  den  Tragmodul   (Grenzmodul,   Beanspruchung  bis 

zur  Elasticitätsgrenze)  nicht  erreichen  darf.  Setzt  man  in  der  letzten 

Gleichung  für  P  den  Werth  für  ©,    nämlich  ©  =  s^  —  5,  oder  da 

E5          ^                 Eo 
s  ::=:  — —  ist,  ©  =  Sj —  ein,  so  erhält  man  : 


2  r        '  '         2  r 


(..-^).-.s« 


^  -  '~  4 

dieser  Werth  von  P  soll  ein  Maximum  worden;  da  aber  bei  der 
Berechnung  eines  Drahtseiles  gewöhnlich  die  Drahtzahl  1  ange- 
nommen   wird,    so  ist  1   eine    constante  Grösse;    wir    haben    daher 

nur  zu  untersuchen,  wann  der  Ausdruck   (  *i  —  -h —  I  5'   ^"^  ^^^ 

veränderliche  Grösse  S  ein  Maximum  wird.  Den  ersten  Differential- 
quotienten dieses  Ausdruckes  nach  S  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 
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-  g-  =  2  5  (^5.  -  -^~)  -  ^-  =  0,  hieraus  ,st 

2rs^  —  Eh        EZ 

=  -  — ,  oder 

Ir  Air 

Arsi  —  2  E5=z  E5,  woraus 

r  =  -. —    sich  ergibt ; 

ES 
wir  fanden  oben  r=   «— ,    diese    beiden    Werthe    von   r   einander 

2  s 

gleich  gesetzt: 

= -?^ — ,  hieraus  ist  s  =  —jc—,  also 


4  5i      .2^ 


2  s,  5, 


r  r         S  E 

das  Verhältniss  -^  ergibt  sich  —  =  -- — ;  damit  r  nicht  zu  gross 

werde,  wird  man  selbstverständlich  s,  so  gross  als  möglich  nehmen, 
man  wählt  in  der  Regel  ^^  =  18,  bis  Si  =  24;  nehmen  wir  hier 
den  Durchschnitt  und  setzen  s^  =  21,  so  wird  ©  =  7  und  8=14; 
hiermit  hat  man,  da  für  Eisendraht  E  =  20000  ist, 

^■'^^  =  nA,2sz., 


4.21 

da  der  Festigkeits-Coefficient  des  Eisendrabtes  K=.  60  ist,  so  ergibt 
sich  der  Grad  der  Bruchsicherheit  des  Seiles  mit 

a,  =  -=2j=2,85, 

würden  wir  ©  =  8  setzen,    so  wäre  s,  =  24,    die   Bruchsicherheit 
würde  noch  kleiner,   aber  auch  der  Halbmesser  r  würde  kleiner. 

©        1 
Setzen  wir  jedoch  ©  und  s  nicht  im  Verhältnisse  —  =  ö"  ®"^' 

s         ^ 

sondern  z.  B.  ©  =  8,  s  =  12,  also  s,  =  20  ein,  was  einer  Bruch- 

Sicherheit  von  Si,  =  -^^  =  3  entspricht,  so  erhält  man  wieder  einen 

grösseren  Halbmesser,  nämlich 

^  ^5  _  200005  _ 
r_-2-_-2-j2--833,3  5. 
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Für  Gussstahl-Drahtseile  hat  man,  da  in  diesem  Falle  E  =:  27500 
ist,  den  kleinsten  Trommelhalbmesser 

_  3_^2 7500  5  _  2062 5J^ 
wir  wählen  hier  s^  =  30,  dieses  gibt  einen  Sicherheitsgrad  von 

*»  =  ^  =  -3Ö-  =  ^/" 

8         30 
die  einzusetzende  Zugspannung  ist  also  @  =  -^  =  -^  =  10,   und 

der  Halbmesser  r  ergibt  sich  zu : 

20625 


=  687,5  5. 


~       30 

Bei  der  Benützung  eines  Seiles  zur  Förderung  ist  noch  der 
Umstand  zu  beachten,  dass  bei  der  Spannung  des  Seiles  im  Augen- 
blicke des  Anlassens  der  Maschine  eine  stossähnliche,  schäd- 
liche Wirkung  auf  das  Seil  ausgeübt  wird ;  soll  durch  diese  Wirkung 
der  Draht  nicht  bis  zur  Elasticitätsgrenze  angestrengt  werden,  so 
soll  nach  Grashof  die  Seillänge  Z  >  73,7  c*  sein,  wobei  c  die  Seil- 
geschwindigkeit in  Metern  pro  Secunde  bedeutet;  daher  erscheint 
es  nöthig,  bei  kleineren  Seillängen  zwischen  Seil  und  Fördergefass 
ein  elastisches  Zwischenglied  zum  Schutze  des  Seiles  einzuschalten, 
welches  die  schädliche  Stosswirkung  aufzunehmen  hat. 

Es  wäre  z.  B.  ein  Drahtseil  zu  berechnen,  das  eine  Länge 
-von  2^  =  200'"  und  eine  Zuglast  von  P=  1500*^  auszuhalten  hat, 
das  Eigengewicht  des  Seiles  ist  zu  berücksichtigen,  die  Anzahl  der 
Drähte  sei  »  =  72. 

Es  ist  P+  ö  =/S,  setzen  wir  in  dieser  Gleichung  die  Werthe 

(r=  G,  Z/  =  0,007  S'»L  und /= — ^ —  *i°>  ^^  erhält  man: 

S*  J1C© 
P+0,007S'»i  =  ^— J— ,  oder 

4F+0,028S'«i  =  S'«it©,  oder 
»S'(7C©  — 0,0281.)  =  4P,  hieraus  ist 


-i/  4P  _-i/  4.150C 

~  y»(7c©  — 0,028  L)  ~"  172  (3,14  .7  —  0,1 


028 .  200)' 


oder  8 = 2,25""» ;  für  *  =  72  ist  d  =  14,2  8,  daher  d  =  14,2  .  2,25  = 
=  31,95  und  rund  d  =  32'~". 
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Der  Halbmesser  r  der  Seiltrommel  ergibt  sich  zu  r  =  714,28  5  = 
=  714,28.2,25=1607""». 

21.  Wie  verhalten  sich  bei  gleichen  Gewichten  die  Durch- 
messer (?i,  dj,  (/,  und  die  Tragfähigkeiten  Pj,  P,,  Pj  von  offener 
Ringkette,  rundem  36drähtigen  Draht-  und  stehendem  runden  Hanfseil  ? 

Auflösung.  In  den  früheren  Beispielen  über  Berechnung  des 
Verhältnisses  zwischen  Gewicht  und  Tragkraft  von  Kette,  Draht- 
und  Hanfseil  hatten  wir  die  Gleichungen: 

(«)...  G,  =  0,0193  d\  G,  =  0,2o2  5'  ...  (6)  giltig  für  »  =  36 
G,  =  0,00106  dj  .  .  .  (c) 


1  /     ^1 
Aus  Gleichung  (a)  folgt:   d^  =  l^-Q^i 


,0193' 

Bei  der  Gewichtsberechnung    eines    36drähtigen  Seiles    hatten 

wir  die  Gleichung     *-7—  =  2  .  » — r— ,  hieraus  folgt  8'  =  77-.  und  da 
4  4  2 » 

(f 
e  =  36  ist,  so  hat  man  8^  =  -~. 

i  £* 

Setzt  man  diesen  Werth  von  5*  in  Gleichung  (6)  ein,   so  hat 
man  :   G^  =  0,252  .  y^,  woraus   <^  =  Vq  2^2  ^^^^^' 
Aus  Gleichung  (c)  ergibt  sich : 

<^s  =  V0ÖÖIÖ6'  ^^^^'^  ^^^  Proportion: 

d,:d^'.d,=  V51,81  G^,  :  V28577rG^ä  :  V9ä3;396"Ö^ 
und  da  6?!  =  6?,  =  Gg  ist,  so  hat  man  auch : 

d,:d^:d^=  V51,8T  :  V285 Jl  :  V943;396  oder 
(f,:  (7,:  (73  =  7.19:  16,9:30,7. 

Um  das  Verhältniss  der  Tragkräfte  Pj,  P,,  P3  bei  gleichem 
Gewichte  zu  finden,  drücken  wir  die  Grössen  Pj,  Pj  und  P,  durch 
das  Gewicht  G  aus  und  haben  nach  den  in  früheren  Beispielen 
über  die  Berechnung  des  Verhältnisses  zwischen  Tragkraft  und 
Gewicht  entwickelten  Foimeln :  P,  =  487,8  G,  P,  =  892,85  G, 
P,  =  943,4  G  die  Proportion : 
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P,  :  P, :  P,  =  487,8  G  :  892,85  G  :  943,4  G  oder : 

P^:P^:P,  =  487,8  :  892,85  :  943,4,  und  abgerundet : 

P,:P,.Ps  =  488  :  893  :  943. 

Man  ersieht  aus  dieser  Proportion,  dass  die  Tragkraft  des  Hanf-  * 
seiles  am  grössten,   nahezu  zweimal  so  gross  als  die  der  Kette  ist, 
ein  Umstand,    der  bei  Berücksichtigung    des  Kostenpunktes    beach- 
tenswert h  ist. 

In  neuerer  Zeit  verwendet  man  häufig  mit  Vortheil  statt 
Eisendrahtseile  Gussstahldrahtseile,  weil  diese  wegen  der  grösseren 
Festigkeit  des  Gussstahldrahtes  gegenüber  dem  Eisendraht  dünner 
und  leichter  ausfallen,  als  Eisendrahtseile,  wie  nachfolgende  Rech- 
nung zeigt: 

Wenn  wir  bei  Berechnung  der  Drahtdicke  8  das  Eigengewicht 

des  Seiles  berücksichtigen,  so  haben  wir  die  Formel  zu  gebrauchen : 

P-{-(r=/©,  worin  G  das  Eigengewicht  des  Seiles  bedeutet.    Um 

das  Gewicht  G  bestimmen  zu  können,   betrachten  wir  das  Seil  als 

einen  prismatischen  Körper  und  erhalten  dadurch   G=flY,  wobei 

t  TU  8* 
/==  -     —  den  tragenden  Seilquerschnitt    und  y  das  Gewicht  eines 
4 

Kubikmillimeters  Gussstahldrahtseil  bedeutet. 

Die  Gleichung  P-|-//y=/®  nach  /  aufgelöst,  gibt: 

P  ITC  6* 

P=/S— //Y=/(@  —  /Yj,  daher /=-_^-=    ^    ,  woraus 


y(e_/y)-^i 


folgt.     In    dieser  Gleichung    sind  8    und  /  in 


Millimetern  zu  nehmen.     Führen  wir  jedoch  /  in  Metern,    statt    in 
Millimetern  ein,  so  hat  man,  da  /"***•  =  1000  L*"  ist. 


%^-- 


6^1/ ;    wegen    der    im    Seile    vorkommenden 

ioooxr)T^' 

4 

und  in  der  Rechnung  unberücksichtigt  bleibenden  Hanfseelen  wird 
auch  hier  y  etwas  grösser  in  die  Rechnung  eingeführt,  als  dies  bei 
Vernachlässigung  des  Gewichtes  der  Hanfseelen  geschehen  würde. 
Durch  A^ersuche  fand  man,  dass  die  Dichte  des  Gussstahldrahtseiles 
9,5541,  daher  das  Gewicht  eines  Kubikmillimeters  Gussstahl draht- 

9,5541  .  1000«^  .  ,     ^         ,„.,,.  .     ,  .ruM^Ko     1 

seilY=     iQQÖöoOOOir  ^V  asser  wiegt  1000^^,    da- 

her wiegt  1*""  Gussstahldrahtseil  9,5541  X  100()*>,  weil  die  Dichte 
des   letzteren   9,5541    ist,    und    da    1«'  =  lOOOOCHXKH)""«'  ist,    so 

Graf,  Festigkeitslehre.  H 
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folgt  obiger  Ausdruck  für  y-    Man  erhält  nun  für  die  Drahtdicke: 


P 


8=1/ .    Es    hat    sich    durch    die   Erfah- 

y  (@_  0,0095541  Z«)  Ir- 
rung herausgestellt,    dass  bei  den  Eisen-  und  Gussstahldrahtseilen, 
die  als  Lastseile    verwendet    werden,    der  Seil  verbrauch    wegen  Ab- 
nützung sich  an»  billigsten  stellt,  wenn  die  Seile  im  neuen  Zustande 
eine   lOfache  SichtTheit  gegen  Zerreissen,    ohne  Rücksicht    auf   die 

K 

Biegungsbeanspruchung    besitzen ,    also    ©  =  -— ,    dieses   gibt   bei 

Gussstahldrahtseilen  abgerundet:  5'"'"=  V  tja ^c-^r^^^  ..   Aus 

(lieser  Formel  ist  ersichtlich,  dass  5  =  unendlich  gross  wird,  wenn 
10  =  0,0075  L,  also  ^  =  00075   ^^^^  ^' =  1333,33'«  wird,  dies 

bedeutet,  dass  das  Seil  bei  dieser  Länge  schon  durch  sein  eigenes 
Gewicht  auf  seine  ganze  Tragfähigkeit  beansprucht  wird  und  daher 
nichts  mehr  tragen  kann.  Genauer  findet  man  diese  Traglänge  L/, 
wenn  man  in  der  Formel  P-\-fly  =/©,  F=z(d  setzt;  man  hat  dann 

/  =  ,  oder  für  ©  und  y  die  Werthe  gesetzt  ®  =  —  =  —  —  gibt : 
^'""^  =  ÄnhAn!(n-  11  =  1203G84  oder  Lt  =  1203,684»».  Die  Zer- 

ü,uijuüijy  Ot)4i  — — — — 

reisslänge  L,  =^  Lf  =  10.  1203,684  =  12036,84«,  oder  auch 
direct  gefunden  aus  der  Formel : 

/=  —  =  7rT.,:7u^.r^-''-^AH  =  12036,84*":    bei  dieser  Länge  zerreisst 
Y       0,000009oo41 

das  Gussstahldrahtseil  schon  durch  sein  eigenes  Gewicht.  Die  letzte 
für  5  entwickelte  Formel  lautet  in  genauerer  Darstellung: 


\' 


5=1  / — ■ ,    oder    wenn   wir  im  Nenner   mit 

(11,5  — 0,009554  L)^-t 
4 


.V ^ 

y  (9,0275  — 0,C 


4-  ™'^ltiP"*^i-»'  5  _  y  ^y^^275  -  0,0075  L)  i 

Vergleichen  wir  nun  die  Gewichte  G^  und  G^  des  Gussstahl- 
und  Eisendrahtseiles  bei  gleicher  Tragfähigkeit  und  gleicher  Bruch- 
sicherheit ;    das  Gewicht    eines    1™  langen  Gussstahldrahtseiles  ist : 

G,=flY=  '^f-  /;  .  1000  .  0,0000095541  =  0,0075  8?  i, . 
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Das  Gewicht  eines  1'"  langen  Eisendrahtseiles  hatten  wir 
(xg^  0,0071  55  *3 ;  setzen  wir  in  diese  zwei  Gleichungen  für  G^ 
und  6r,  anstatt  SJ  iy  und  5J  i^  die  Werthe ,  die  sich  aus  den 
Gleichungen  für  die  Drahtdicken,  ohne  Berücksichtigung  des 
Eigengewichtes  ergeben,   ein,  so  hat  man:  Aus 


5.=y, 


9,0275T  '"*  ^■*'""  9:0275 


aus  0. 


2  P 

ist    5J  I,  =  Q  .^ ;    diese  Werthe    von    5J  «i     und     5J   4    in    obige 

Gleichungen  für  G^  und  G^   eingesetzt,  gibt: 

r^r^r^rr-  ^  ^     r.  0,0071  P.  2         , 

G,  =  0,0070  ^^^  und  G,  =  -L__-  -  oder 

G,  =  0,00083  P  und  G,  =  0,00151  P,  daher 

G,:G^=:  0,00083  P:  0,00151  P,  oder 

G,:G^=S3:  151. 

Aus  dieser  Proportion  ersieht  man,  dass  ein  Gussstahldrahtseil, 
das  ebenso  tragfahig  ist,  wie  ein  Eisendrahtseil,  .  nahezu  nur  halb 
so  viel  wiegt,  wie  das  letztere;  daher  kommt  es  auch,  dass  die 
Trag-  und  Zerreisslängen  des  Gussstahldrahtseiles  um  ein  ziem- 
liches grösser  sind,  als  die  des  Eisendrahtseiles. 

Es  sei  beispielsweise  ein  Gussstahldrahtseil  zu  berechnen,  das 
eine  Zuglast  von  P=2000*'^  zu  tragen  hat,  die  Anzahl  der  Drähte 
sei  i  =  72,  die  Länge  des  Seiles  sei  L  =  500*",  das  Eigengewicht 
desselben  ist  -zu  berücksichtigen. 

Setzen  wir  in  der  bereits  entwickelten  Formel 


S  =  1  /— —  die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist : 


(®  —  0,0095541  L)  -j 

% 


S  _1  / ?222 —  2  6" 

(10  —  0,0095541  .  500)  ~'--—^ 


hiermit  wird  nach  einer  früheren  kleinen  Tabelle  der  Seildurch- 
messer f/=  14,2. 2, 6  =  36,92  und  rund  (7=37«~;  der  kleinste  Halb- 
messer r  der  Seiltrommel  wird  nach  der  bereits  früher  entwickelten 
Formel  r  =  6«7,o  8,  oder  r  =  687,5  .  2,6  =  171^7,5'""». 

3* 
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Behindern  jedoch  locale  Umstcände  nicht,  dass  der  Trommelhalb- 
messer grösser,  als  hier  ausgerechnet  ist,  genommen  werden  kann, 
z.  B.  r  =  3000*""*,  so  ergibt  sich  die  Seildicke  d  weit  schwächer 
als  ST"**",  und  zwar  wie  folgt: 

Wir  fanden  in  Aufgabe  20  die  Biegungsspannung 

_  E5  _  27500  5  _  55  5 
""  ~2  r  ~  2  .  3Ö00  "~    12"' 
hiermit  erhält  man  die  Zugspannung 

55  5        3()()  —  55  5 


=  5,  —  5  =  30 


12  12 

wobei  «1  ^  30  die  totale  Beanspruchung  des  Seiles  pro  Quadrat- 
Millimeter  tragenden  Querschnittes  ist.  Diesen  Werth  von  ^  in 
obige  Gleichung  für  S  eingesetzt,  erhält  man  eine  unreine  Gleichung 
des  dritten  Grades  nach  0 ;  um  die  zeitraubende  Auflösung  dieser 
Gleichung  zu  umgehen,  nehmen  wir  die  Drahtdicke  5  prol)eweise  an 
und  berechnen  die  Drahtzahl  «,  so  lange,  bis  sie  durch  (5  theilbar 
ist,  damit  man  das  Seil  aus  6  Litzen  zusammensetzen  kann.  Nehmen 
wir  -z.   B.   5  =  2,6""",    so  ergibt    sich    aus  obiger  Gleichung   für  S 

P 

/=- ,  es  ist   aber 

^-(©  —  0,0(^55417.) 

55  5        55.2,6 
8=i  =  -  — =il,y  und  rund  «=12, 

daher  @  =  «^  —  s'=  30  —  12  =  IS  ;   die  Zahlenwerthe  eingesetzt : 

''"^ =  28,57, 


(2,6)«  ^'^  (IS  —  0,0095541  .  500) 

offenbar  eine  nicht  passende  Zahl ;  nehmen  wir  aber  5  =  2,3, 
so  ergibt  sich  abgerundet  i  ==  36,  hiermit  wird  d  =  8,5  S,  oder 
(Z  =  8,5  .  2,3  =  19,55***'".  Man  ersieht  aus  dieser  Berechnung, 
dass  in  dem  Falle,  wo  der  Trommelhalbmesser  unbehindert  gross 
genug  genommen  werden  kann,  das  Seil  bei  weitem  schwächer 
ausfällt ,  trotzdem  die  '  Tragkraft  desselben  und  der  Grad  der 
Bnichsicherheit  dieselben  bleiben.  Der  Kostenpunkt  entscheidet  hier 
offenbar  zu  Gunsten  der  grösseren  Trommel  und  des  schwächeren 
Si'iles ;  wenn  auch  die  einmaligen  Anschaff'ungskosten  der  grösseren 
Trommel  grösser  ausfallen,  so  werden  di<\se  Mehrkosten  gegenüber 
der  kleineren  Trommel  durch  das  billigere  Seil,  das  wiegen  seiner 
Abnützung  beim  Betriebe  durchschnittlich  alle  zwei  Jahre  erneuert 
werden  niuss,   reichlich  wieder  aufgewogen. 
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Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  es  sich  empfiehlt,  sehr 
lange  Drahtseile  aus  einzelnen  Theilen  von  nach  der  Tiefe  zu  ab- 
nehmenden Drahtstärken  so  zu  machen,  dass  das  Seil  nahezu  ein 
Körper  von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  wird;  dadurch  wird 
das  Gewicht  des  Seiles  kleiner  und  die  Tragkraft  grösser. 

Am  einfachsten  ist  es,  die  einzelnen  Theile  des  Seiles  gleich 
lang  zu  machen  und  mit  einer  constanten  Drahtzahl  zu  versehen. 
Es  heisse  die  Anzahl  der  Drähte  «,    die  Länge   eines  Seilstückes  Z, 

die  Drahtdicken   der  einzelnen  Theile  Sj    S^   S^ 5» ,    so  gelten 

für  die  einzelnen  Theile  des  Seiles  folgende  Gleichungen : 

4 

hierin  bedeutet  das  zweite  Glied  des  linken  Theiles  das  Gewicht 
des  untersten,  schwächsten  Gussstahldrahtseil-Theiles  (l  in  Metern 
zu  nehmen) ;  setzen  wir  der  Abkürzung  wegen  0,0075  =  ^,    so  ist 

r>    ,        »2-7  ^5J*@ 

P+gb\tl=     -^ (1) 

für  die  erste  Seillänge  von  der  Drahtdicke  5i, 

P+<,5?«7  +  <75|/7  =  4^^ (2) 

für  die  zweite  Seillänge  von  der  Drahtdicke  S^, 

P  +  98\il  -h  g5lil  +  gS',n  =  ^^—  .  .  .  .  (3) 
für  die  dritte  Seillänge  von  der  Drahtdicke  5,, 


für  die  nie  Seillänge  von  der  Drahtdicke  5„. 

Diese  n  Gleichungen  nach  den  Unbekannten  S^  8,  .  .  .  S„  auf- 
gelöst, indem  man  den  Werth  von  5?  aus  (1)  in  (2),  die  Werthe  von 
5J   und  SJ   aus  (1)  und  (2)  in  (3)  einsetzt  u.  s.  w. ;  man  erhält : 

8,       ■'  ' 


<-:-'') 


-V 


i 


<¥-4 
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5,= 


•(¥)■ 


C: -.•)■' 


5„  = 


Die  bandförmigen  Drahtseile  werden  ebenso  berechnet,  wie  die 
Rundseile ;  obzwar  die  Bandseile  biegsamer  als  Rundseile  sind,  und 
deshalb  kleinere  Trommeln  erfordern,  so  werden  sie  doch  weniger 
als  Rundseile  angewendet,  weil  sie  bei  gleicher  Tragkraft  wie  die 
Rundseile  ein  grösseres  Gewicht  haben,  also  auch  mehr  kosten  und 
sich  überdies  mehr  abnützen  wie  Rundseile. 

22.  Eine  gusseiserne  hohle  Hängesäule  von  kreisringförmigem 
Querschnitte  soll  eine  Zugbelastung  von  P=  6000^^  tragen.  Wie 
gross  ist  ihr  äusserer  und  innerer  Durchmesser  zu  machen  V 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  äusseren  Durchmesser  der 
Säule  mit  rf,  und  den  inneren  Durchmesser  mit  f/j,  so  ist  die 
tragende  Querschnittsfläche 

/=-4 '-^-=^{di-d\). 

Setzt  man  diesen  Werth  von /in  der  Formel  Pz=f^^  sowie  S  =  2 
als  zulässige  Zugspannung  und  P=  GOOO  ein,  so  erhält  man: 

6000  =  ^  (d2  —  r/O  2. 
4 

Da  in  dieser  Gleichung  die  beiden  Unbekannten  d^  und  d^  vor- 
kommen, aus  den  Umständen  der  Aufgabe  sich  aber  nur  die  eine 
zuletzt  aufgeschriebene  Gleichung  zwischen  den  beiden  Unbekannten 
aufstellen  lässt,  so  hat  man,  um  die  Gleichung  nach  d^  und  d^ 
aufzulösen,  noch  eine  weitere  Beziehung  zwischen  <7,  und  (7,  an- 
zunehmen, d.  h.  noch  eine  zweite  Gleichung  zwischen  den  Un- 
bekannten aufzustellen.  Dies  kann  im  vorliegenden  Falle  auf  zwei- 
fache Weise  geschehen :  Man  nimmt  entweder  eine  passende,  der 
praktischen  Ausführung  keine  Schwierigkeiten  bietende  Wandstärke 
der  Säule  oder  das  Höhlungsverhältniss,  d.  i.  ein  Verhältniss  zwischen 
rfj  und  r/a  an.  Bezeichnet  man  im  ersten  Falle  die  Wandstärke  mit 
?/',  so  ist  d^  —  rfj  =  2  u\  man  hat  daher,  wenn  man  in  der  Formel 

Pz=  *"- ((ZJ  —  rfj)  S    die    Differenz    der   Quadrate    in    ihre    Factoren 
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zerlegt,   also  für  dl  —  dl  den  Werth  dl  —  (P,  =  (r/,  —  d^)  (d^  +  r/j 

TT  3 
setzt,   P=  —T-  (rfj  —  (fi)  {d^  +  ^i)^  ^^^  ^^  ^2  —  rf,  =  2  f<?  ist,   so 

TU®      ^  2P 

hat  man  P=  —  -  ,2tv{di  -f-  (?a),    hieraus    folgt    r/^  +  rf^  =       — , 
zu  dieser  Gleichung  die  Gleichung  d^  —  di  =  2  w  addirt,  gibt 

2  p  p 

2  d^  ^ —  +  2  ir,  daher  d^  = —  +  «^    tind    d  =  f/-  —  2  i^ 

f^'TC®  irTi:® 

P 

oder  d  =  — -— :  —  u\ 


Nehmen  wir  die  Wandstärke  mit  w  =  12"*"*  an,  so  ist 

d,=d^--2  tr  =  91,(3  —  24  =  67,6«"». 

j 

Nimmt  man  im  zweiten  Falle  an :     -  =  0,6,  setzt  den  daraus 

r/, 

entspringenden  Werth  von  d^  =  0,6  d^ ,  also  (/J  =  0,36  rfj   in  obige 
Gleichung  P=—~-(dl  —  d\)  ein,  so  erhält  man: 

P  =  -  ®  {dl  —  0.36  (P,)  =  ~  .  0,64  //5,  woraus  folgt : 
4  4 


'■=Vö, 


oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  gibt: 


rfir-ö  -i  i    o  =  n,b"*"*  ,  somit  erhält  man: 
b4  .  o,14  .  J 

d,  =  0,6  d,  =  0,6  .  77,5  =  46,5, 
also :  d^  =  77,5"**"  und  d^  =  46,5"^.     In   diesem  Falle  würde  die 
Wandstärke  w  =  -^y  -*  =      --  ^ ~~  =  15,5'"'"  werden. 

23.  Welchen  Durchmesser  d  sollen  die  vier  schmiedeisernen 
Säulen  einer  hydraulischen  Presse  erhalten,  wenn  der  durch  die 
Presse  ausgeübte  Druck,  der  die  Säulen  auf  ihre  Zugfestigkeit  in 
Anspruch  nimmt,   150000^^  beträgt? 

Auflösung.  Auf  eine  Säule  kommt  die  Belastung 
4 
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T       15 
nimmt  man  als  zulässige  Spannung  S  =  —  =       =7,5  an,  so  ist, 

wenn  man  in  der  Formel  P=/S  =  — ^ —  die  Zahlenwerthe   ein- 

4 

setzt  : 


37500 : 


d'Tz    ^^      .  ,       i/'4.37"50Ö 


7,o,  woraus  ^  =  ^<—-3-j^ 


4 
oder  d  ==  79^8'""'  als  Durchmesser  einer  Säule  folgt. 

24.    Auf  einen  prismatischen,   hohlen,  gusseisernen,  horizontal 

stehenden  Untersatz,  welcher  zur  Aufnahme  einer  Maschine  bestimmt 

ist,  wird  von  dieser  letzteren  ein  Verticaldruck  von  P=  100000*^ 

ausgeübt;    welche  Wandstärke   muss    der  Untersatz  erhalten,    wenn 

der  Querschnitt    desselben    ein    hohles    Rechteck, 

^^m^^M'^  ^'  ^-  ^^^^  ^^^  Differenz  zweier  Rechtecke  ist,  von 

_,  a^Ji  !1  ;^j-»      denen  das  äussere  die  Länge    /,  =  0,5"*  und  die 

^^^^^^i  Breite  ft^  =  0,3*"  hat  (siehe  Fig.  4) ;  vorausgesetzt 

/* 'ffyjr "^  wird    noch,    dass    die   Höhe    des    Untersatzes    im 

FJK-  •*•  V(U-hältnisse    zur    Länge    desselben    eine    geringe 

ist,    80    dass    das    Gusseisen    nur    auf   seine    Druckfestigkeit    bean- 
sprucht wird. 

Auflösung.  Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,  dass  die  tragende 
Querschnittsfläche  die  Differenz  des  äusseren  und  inneren  Recht- 
eckes ist;  die  Fläche  des  äusseren  Rechteckes  ist  Z,  b^,  die  des 
inneren  ist  (/^  —  2  w)  [b^  —  2  iv),  daher  die  tragende  Querschnitts- 
fläche/=  Zj  &i  —  (Zi  —  2f/')  (6i  —  211');  setzt  man  diesen  Werth  von 
/  in  die  Gleichung  P=zfB  ein,  so  hat  man: 

P=  [l,  b,  —  (Z,  —  2  w)  {b,  —  2  ir)]  ® ; 

diese  Gleichung  ist  nach  w  aufzulösen.  Beiderseits  durch  @  dividirt 
und  die  angezeigte  Multiplication  ausgeführt: 

p 

==  Zj  &,  —  Zi  &j  -\-  2  wb^  -f-  2  M?  Zi  —  4  IT*,  oder 

P 

—  4  m;*  -f-  2  M?  (&i  -|-  Zj)  =  ^^,  oder  durch  —  4  dividirt 

"'  2  4®' 

diese  quadratische  Gleichung  nach  w  aufgelöst,  gibt: 


=H-*VC4-)- 


Digitized  by 


Google 


41 
oder  im  Nenner  der  Wurzelgrösse  auf  gleiche  Benennung  gebracht : 


*.  +J'  ,  v(&.  +  /0'®  — 4P 

'4      -  -  V  16  © 


Setzen  wir   die  Zahlenwerthe,    sowie    die  Spannung  ©  =  5*^,    oder 
auf  den  Quadratmeter  bezogen,  ©  =  5000000*'^  ein,    so  hat  man: 


0,3 +  0,5  +  1 


(0,3  +  0,5)«  5000000  —  4  .100000 

oder 


'5000000 


fr 


0,3  +  0,5  +  \  ^-        0,8  +  3,741 7 


,     1 

5        0,8  +  0,74834 


4  ""  4  4  • 

Den  Umständen  der  Aufgabe  entsprechend  muss  man  hier  im  Zähler  das 
negative  Vorzeichen  im  zweiten  Gliede  beibehalten,  daher  erhält  man : 

0,8  —  0,74834       ^^,^^,. 

w  =  ---         , =  0,012915'", 

4 

oder  abgerundet  m'=13'""*,  als  die  gesuchte  Wandstärke. 

25.  Welchen  Querschnitt  muss  ein  300"*  langes  schmiedeisernes, 
prismatisches  Schachtgestänge  erhalten,  wenn  dasselbe  ausser  seinem 
eigenen ,  zu  berücksichtigenden  Gewichte  noch  eine  Last  von 
P=30000^i^  zu  tragen  hat? 

Auflösung.  Wir  machen  die  Annahme,  dass  die  in  dem  be- 
lasteten Gestänge  eintretende  zulässige  Zugspannung  @  =  6^^  be- 
tragen solle.  Wir  berechnen  zunächst  das  Gewicht  von  einem  Kubik- 
millimeter  Schmiedeisen ;  die  Dichte  des  Schmiedeisens  zu  7,5 
angenommen,  so  wiegt  ein  Kubikmeter  Schmiedeisen  7,5mal  so  viel, 
als  ein  Kubikmeter  Wasser,  ein  Kubikmeter  Wasser  wiegt  aber 
1000*^,  daher  wiegt  ein  Kubikmeter  Schmiedeisen  7,5  .  1000  = 
=  7500*^  und  ein  Kubikmillimeter  Schmiedeisen  wiegt  nun 

Y  =  .Vv/\An/w\A/\i^  =  0,0000075^^^ ;   setzt  man  nun  in  dem  aus  der 
1UIHJU(MJUU(J 

Formel  P+  <r=/®  oder  P+//Y=r/S  entspringenden  Werthe  von 

P 

f=  — die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist 

•^        @  — Zy 

._ 30000 j..ww^,„«. 

•^  ~  6  —  300000  .  0,0000075  ~ 
der  gesuchte  Querschnitt. 
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Das  Gewicht  des  prismatischen  Gestänges  ist 

G=fl^  =  8000  .  300000  .  0,0000075  =  18000*>. 

Könnte  man  diesem  Gestänge  die  Form  eines  Körpers  von  gleicher 

F 

Festigkeit    geben,    so    würde    der    kleinste    Querschnitt  /^^  =  —  = 

^0000 

=  — oT—  =  5000*"*"'  Flächeninhalt  erhalten.  Der  grösste  Querschnitt 
b 

würde  einen  Flächeninhalt  erhalten  nach  der  für  einen  Körper  von 

der  Form  der  gleichen  Zugfestigkeit  geltenden  Formel 

^  300000  .OjOOOOTg 

/„  =  |f   ,/„  =  ^^.  2,71828  *  , 

oder  /„  =  -^^IJOl)  .  2,71828"-'"  =  500() .  2,71828"''"^ 

oder  beiderseits  logarithmirt : 

log/«  =  log  5000  +  0,375  log  2,71828,  woraus 

/„  =  7090'"'»'  folgt. 

Das  Gewicht  des  Gestänges  ist  G  =  V„  y,  wenn  F„  das  Volu- 
men bedeutet.  Nach  der  Fonnel  für  das  Volumen  eines  Körpers 
von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  hat  man : 

F,.=  -(/.--);  daher  (?  =  y. -_(/,__)  oder 

G=®  (f„  _  ^^  =  G  (7090  —  5000)  12540^. 

Man  sieht,  dass  man  bei  Anw^endung  der  Form  der  gleichen 
Festigkeit  eine  Materialersparniss  von  18000 — 12540^'',  also 
5460*^  Schmiedeeisen  im  Vergleiche  zu  dem  prismatischen  Ge- 
stänge erzielen  würde.  Fragen  wir  noch  nach  der  Verlängerung  X, 
welche  das  prismatische  Gestänge,  sowie  das  von  der  Form  der 
gleichen  Festigkeit,  durch  sein  Gewicht  und  die  Belastung  P  er- 
leidet, so  hat  man  im  ersten  Falle : 

X  =  73"**"  ,    im  zweiten  Falle  ist  die  Verlängerung 

Xi  =  — _-  =     -^  —    -  -,  \  =  90'"'".    Fragt  man  noch,  bei  welcher 
E  JOOOO 

Belastung  würde  das  Gestänge  von  der  Form  der    gleichen  Festig- 
keit zerreissen,    oder  welche  Last  dürfte  man  demselben  anhängen. 
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wenn  die  zulässige  Spannung  gleich  einem  gewissen  Werthe,  z.  B. 
6  =  6  gesetzt  wird  und  das  Volumen,  oder  das  Gewicht  des  Ge- 
stänges und  seine  Länge  gegeben  wäre.  In  diesem  Falle  ist  aus 
der    für    das  Volumen    eines   Körpers    von    der    Form    der    gleichen 

ly 
P    > 
Festigkeit   geltenden   Formel    F„  ^  —  (e^^  —  1)    der   Werth    von    P 

zu  bestimmen  mit  P=  -    "  '     ;    setzt  man  hierin  ©  =  6   ein,    so 

erhält  man  in  P  die  Kraft,  welche  in  allen  Querschnitten  des  Ge- 
stänges von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  die  gleiche  Spannung 
©  =  6  hervorruft ;  setzt  man  ©  den  Bruchmodul  des  Schmiedeisens 
für  Zug  K  =  40,  so  erhält  man  in  P  die  Kraft,  welche  dieses 
Gestänge  zerreisst.  *) 

26.  Es  ist  bei  einem  Körper  von  der  Form  der  gleichen 
Festigkeit  a)  jene  Länge  desselben  zu  berechnen,  bei  welcher  er 
ausser  seinem  eigenen  Gewichte  eine  andere  Last  nicht  mehr  mit 
genügender  Sicherheit  zu  tragen  vermag,  also  die  Traglänge, 
h)  jene  Länge,  bei  der  der  Körper  durch  sein  eigenes  Gewicht  zer- 
reisst, d.  i.  die  Zerreisslänge. 

Auflösung.  Es  bezeichne:  Z// = /,  die  gesuchte  Traglänge, 
Lg  die  gesuchte  Zerreisslänge,  /^  den  Querschnitt  des  Köi'pers  an 
der  Befestigungsstelle,  0^  sein  Gewicht,  welches  in 
allen  Querschnitten  die  gleiche  Spannung  ©  her- 
vorruft. Für  den  obersten  Querschnitt  gilt  die  Glei- 
chung (?,=/,  ©;  in  dieser  Gleichung  sind  die  Werthe 
6rj  und  /i  für  verschiedene  Querschnitte  des  Körpers 
veränderlich;  geht  man  von  dem  unteren  Endpunkte 
des  Körpers  0  um  das  beliebige  Stück  x  nach  auf- 
wärts und  vermehrt  dieses  Stück  um  ein  unendlich 
kleines  Stück  dx,  welches  als  prismatisch  betrachtet, 
den  Querschnitt  /  und  daher  das  unendlich  kleine 
Gewicht  d  G  =z  fdx  .  y  bat ;  wenn  y  das  Gewicht  des 
Körpers  pro  Kubikeinheit  bedeutet,  so  erhält  man, 
wenn  man  die  Gleichung:  6\  =/i  ©,  bei  Weglassung  der  Zeiger 
differenzirt :  (/  Cr  =  ©  df  (S  ist  für  alle  Querschnitte  constant), 
daher  durch  Gleiclisetzung  der  rechten  Theile  der  zwei  letzten 
Gleichungen  für  d  G  : 

♦)  Die  Ableitung  der  Gleichungen  zur  Berechnung  des  Querschnittes 
/m,  des  Volumens  Vn  und  der  Verlängerung  Xi  eines  Körpers  von  der  Form 
der  gleichen  Zugfestigkeit,  sowie  der  Formel  zur  Berechnung  der  Verlän- 
gerung X  eines  prismatischen  Körpers  mit  Berücksichtigung  seines  eigenen 
Gewichtes,  wurde  hier  in  Ansehung  des  Zweckes  des  eben  gerechneten 
Zahlenbeispieles,  als  zu  weitgehend,  weggelassen  und  möge  die  Ableitung 
in  irgend  einer  Festigkeitstheorie,  oder  in  einem  grösseren  Lehrbuche  der 
Mechanik  nachgelesen  werden. 
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fax  .'(  =  ®df  oder  -  •;-  =  -^, 

xj 
integrirt,  gibt :  In  .  f^=.  - --  +  C,  für  x  =  Z^  geht  /über  in/j ,  daher : 

Z    Y  /    Y 

w/i  ^  -JJ^  -|-  C\  woraus  der  Werth  der  Constanten  C  z=zlnf^ er- 
folgt, somit  hat  man,  wenn  dieser  Werth  der  Constanten  einge- 
setzt wird : 

In  .  f=  ^  +  Inf,  —  ^4J,  oder  Inf,  —  lnf=  ^^^-  —  -J 


oder  ln(ly^  =  ^{k-x)', 


der  Querschnitt  im  unteren  Endpunkte  o  des  Körpers  muss  offen- 
bar =  0  sein,  weil  er  durch  nichts  beansprucht  wird,   daher  geht 

für  a:  =  0,  /  über  in  0  und  man  erhält :  Z  n  I  -^  I  =  ---—  oder 
/  /i .  oo  =  oo  =  V^* ;  schreibt  man  die  Gleichung  Z  w  I  -^  I  =  -^  (Zj  =  x) 

y  y  4 

/l      4^''-'>  4^'^-^) 

in  der  Form:   —  ==  e^  ,  oder/  =/ß  und   lässt  o;  in 

Null  übergehen,  so  wird  auch  /=  0,  man  erhält:  /  =  0  .  e^=  0, 

oder  wegen  ©  =  0,  /  =::  0  . 6;^^^  ]  dies  ist  eine  unbestimmte  Form, 
denn  die  Grösse  /,  die  doch  einen  bestimmten  "Werth  haben  muss, 
verschwindet.  Zur  Ausmittlung  dieser  unbestimmten  Form  lassen 
wir  X  nicht  in  den  besonderen  Werth  0,  sondern  in  den  Werth 
0  -|-  Ä  =  Ä  übergehen,  wobei  h  eine  positive  endliche  kleine  Grösse 
bezeichnet ;  wenn  nun  x  den  besonderen  Werth  0  -f-  Ä  annimmt, 
dann    nimmt  /   den    besonderen  Werth  /  an,    man    erhält    dann : 

Z nf,  —  In  .fQ=  '   (Z,  —  Ä),  es  ist  aber  : 

© 

daher 
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lassen    wir    jetzt    nun  h    bis    zur  Grenze  0    abnehmen,    dann    geht 
auch  /o  in  Null  über,  man  erhält  dann : 


oder  angenähert,  wenn  man  die  ersten  acht  Glieder  der  in  der 
Klammer  stehenden  Reihe  summirt,  l  »/i  +  4  =  —   ;    hieraus   folgt 

(/«./, +4)®  ^'-* 

/i  =  - =  />/,  ferner  ist :  /i  =  c 

Lässt  man  aber  h  nicht  bis  auf  0,  sondern  bis  auf  eine  sehr 
kleine  endliche  positive  Grösse  abnehmen,  so  wird  auch  f^  eine 
sehr  kleine  endliche  Grösse  werden,  so  dass  bei  genügender  Klein- 

f  1 

heit  von  /<,  der  Bruch  -? so  wenig  von  —  1  verschieden  sein 

wird,    dass    man  behufs    bequemer  Summirung    einiger  Glieder    der 

f 1 

Reihe  angenähert  setzen  kann,   J =  —  1 ;     nehmen    wir    bei- 

spielsweise  /„  =  0,000001,  so  wird  ^°-^-]  =  —  0,999998 

dieser  Bruch  wird  wohl  durch  das  Potenziren  auf  die  dritte,  fünfte 
u.  s.  w.    Potenz    immer    kleiner  -  und    ausserdem    noch    durch    die 

Multiplication  mit  den  Coefficienten  -c-,  -^-  .  .  ,  .  verkleinert,    allein 

ö     o 

man    kann    sich    immerhin    eine  solche  Anzahl  Glieder    der  Reihe 

addirt  denken,  dass  die  Summe  =  —  2  wird ;    nimmt   man   direct 

*-° :r  =  —  1   an,  so  ist  schon  die  Summe  der  ersten  acht  Glieder 

y;  + 1 

=  —  2,02.  Genau  genommen,  wird  für  /^  =  0  die  Traglänge  l^  =  oo, 
denn  wir  fanden  oben  aus  der  Gleichung  Z  w  I  -^  I  =  i^  (l^  —  x),  wenn 

man   darin   x  =  fd,    also  /=  0    setzt,    / w  oc  =  oo  =  y  2: ;  da  die 

Grössen  y  und  ©  constant  sind,  so  kann  der  Bruch  -^  nur  dann  un- 
endlich gross  werden,  wenn  /, ,  d.  i.  die  <yt»su(hte  Traji:länge  unendlich 
gross  wird;  gibt  man  jedoch  dem  Stabe  an  t^einem  unteren  Ende  o  einen 
sehr  kleinen,  beliebigen  Querschnitt /o  ^  so,  flass  also  in  der  Gleichung 

/  «  I '^  I  =  -L  (/i  —  .r)  für  r=  0,  ./'  in  /^   übergeht,   so  hat  man  : 

(f\         vi  /"  f  \  <S  ^  +  1  «/ü 

i  )  =  -^ ,  woraus   l,  =  ln('^l  \  ^     oder  ./;  =  p^  folgt : 
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macht  man  /ö  ^^  gross,  dass  /  w/o  =  —  4  ist,    so   erhält  man  wie 

früher :  X  =  e""         und   l,  =  {Inf,  —  Inf,)      =  {Inf,  +  4)  -. 

Etwas  kürzer  kann  man  auch  behufs  Ableitung  dieser 
Gleichungen   für  l,   und  f,   wie  folgt  verfahren : 

Wir    fanden    oben    durch    Integration:    Zn/= -J -  + C,    diese 

Constante  C  bestimmen  wir  jetzt  auf  folgende  Art.     Es  ist: 

daher 

lassen  wir  x  in  Null  übergehen,  so  wird  auch  /=  0,  man  erhält 
hierdurch :   2  f—  1  —  J  —  -^  —  4  — "1  =  0  +  C,  also  an- 

xy 
genähert  C=  —  4,    somit  lnf=^-^—  4,  für  x  =  h  wird /=/, ,  • 

dann  ist  Inf  =  L^  —  4  und  f  =  ^        wie  oben. 

K.  K 

Die  Zerreisslänge  ist  L^  —  Lf .  ~,  oder  Lg  =  —  {Inf  +  4), 

wobei  K  den  Bnichmodul  für  Zug  des  Materials  bedeutet. 

Da  G^=zf  ©  ist,  so  kann  man  das  Gewicht  des  Körpers  von 
der  Form  der  gleichen  Zugfestigkeit,  welcher  durch  sein  Eigen- 
gewicht   schon    auf   seine    ganze    Tragfähigkeit    beansprucht    wird. 

finden  durch  die  Formel  \  G,^=  ^  e"^  ,  wobei  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen  ^  =  2,71828  ....  ist.  Setzt  man  in  dieser 
Formel  für  (t,  die  Spannung  ©  gleich  einem  beliebigen  Werthe, 
z.  B.  ©  =  (),  so  zeigt  sich,  dass  G,  jeden  beliebigen  Wei*th  an- 
nehmen kann,  so))ald  man  das  Material  des  Körpers,  also  y  kennt, 

denn  der  Exponent    *  *  —  4    stellt   jederzeit    nur    eine    unbenannte 

Zahl  dar,  welche  Masse  man  auch  für  y,  /,    und  ©  einsetzen  mag, 

SO  dass  e^  eine  unbenannte  Zahl  ist  und  ©  e^  verschiedene 
Werthe  annimmt,  je  nachdem  man  das  Mass  für  die  Querschnitts- 
einheit, auf  welche  sich  ©  bezieht,  annimmt;  daraus  geht  hervor, 
dass  der  Querschnitt  f  an  der  Befestigungsstelle  beliebig  ist,  wenn 
man    ©    im   Vorhinein    annimmt,    ebenso    wie    beim    prismatischen 
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Körper,  dessen  Tragfähigkeit  schon  durch  sein  Eigengewicht  ab- 
sorbirt  wird.    Diese  ünbestimnitheit  von  /j,  also  auch  von  G^   ver- 

schwindet   aber,    sobald  man  die    beiden  Gleichungen  :  /j  =  e 

und  6r,  =  (S/i   nach  den  zwei  Unbekannten  ©  und  f^   auflöst.  Aus 

@ 
der  Gleichung  für  die  Traglänge  /,  =       (^  «/i  +  4)    folgt,    wenn 

man  für  ©  den  Werth  ©  =        setzt  und  dann  G^   bestimmt : 

G.  =  ,    \.^ '  *    .  ;    wie    man    sieht ,    stellt    der    Zähler    dieses 
Inf,  +  4 

Bruches  das  Gewicht    eines    prismatischen  Körpers    von    der  Länge 

/, ,  dem  Querschnitt  /j   und  dem  Gewichte  einer  Volumeinheit  =  y 

dar.    Ein  Gestänge  von  der  Form  der  gleichen  Zugfestigkeit  wiege 

z.  B.  6000*'^,  es  ist  seine  Traglänge  zu  bestimmen.     Wir  machen 

die  Annahme,   dass  in  dem  Gestänge  eine  Spannung  von  ©  =  6*^ 

«intrete,     dann    wird    der    Querschnitt    an     der    Befestigungsstelle 

/,=-^  =  ——-  =  lOOO'»'»*  und  die  Traglänge  wird  : 

©  D 

/.=|(Zn./.+4)  =  ^-^^.(/n. 1000  +  4)  Oder 

/,  =  800000  (6,907755  +  4)  =  8726,204"»  ; 

wäre  jedoch  das  Gewicht  und  die  Traglänge  gegeben  und  nach  der 
Querschnittsfläche  an  der  Befestigungsstelle,    sowie  nach  der  Span- 

nnng  gefragt,  so  hätte  man  die  beiden  Gleichungen    ©  =  ■ ^—  -v 

und   (x,  =/,  ©  nach  /i   und  ©   aufzulösen. 

Die  Formel  G.  =  — ^J  -  — r  löst  auch  die  Aufgabe :  Welches 

Volumen  hat  ein  Körper  von  der  Form  der  gleichen  Zugfestigkeit, 
wenn  die  Länge  Z, ,  der  Querschnitt  an  der  Befestigungsstelle  /^  und 
am  anderen  Ende  =  Null  ist ;   aus  obiger  Gleichung  für  G^   folgt : 


©  • 

Vergleichen  wir  noch  die  Traglänge  /,  =  —  {In  ./j  +4)    mit 

der  Länge  ^  eines  Körpers  von  der  Form  der  gleichen  Zugfestig- 
keit, der  an  der  Befestigungsstelle  den  Querschnitt  /,  und  am 
anderen  Ende  den  Querschnitt  /<,  hat  und  ausser  seinem  Gewichte 
6r,   noch  eine  Last  P  zu  tragen  hat,  so  ist  für  den  letzteren  Körper 

aus  der  Formel:  /^  =  _-c®=/o  e® ,    ln(~)^=^,  woraus 
^  V/o/         ^ 
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/j  = \  ^  )  »f>'g*>  fian*""  Y'  ^^     '  vergleichen  wir  end- 

lieh  noch  die  Längen  /,  und  l^  mit  der  Traglänge  ^3  eines  pris- 
matischen Körpers,  vom  Querschnitte  f^,  der  nur  durch  sein 
Eigengewicht  beansprucht  wird  und  aus  demselben  Material  besteht, 
wie  die  Körper  von  den  Längen  /,  und  ig,  so  hat  man,  da  für  den 
prismatischen  Körper  aus  der  Formel  f^l^y  =  f^  ©^    die   Traglänge 

/3=®  folgt:  )  =lnf,  +4  und  J^-  =  ZwY{^Y  soll  k=h 
sein  ,  so  muss  -==  l  =  ln  .e,  also  /,  =  ef^  =  2,7 1828 /o  = 
=  2,71828^   sein. 

27.  Ein  stab förmiger  Körper  von  der  Form  der  gleichen  Zug- 
festigkeit, welcher  an  der  Befestigungsstelle  den  Querschnitt  /,  hat, 
wird  durch  sein  Eigengewicht  G^  und  durch  eine  Kraft  F,  welche 
gleichförmig  auf  seiner  ganzen  Länge  vertheilt  ist,  auf  Zug  be- 
ansprucht. Es  ist  die  Form  der  gleichen  Festigkeit  des  Körpers 
allgemein  durch  das  Verhältniss  zwischen  dem  Querschnitte  /i  an 
der  Befestigungsstelle  und  einem  beliebigen  anderen  Querschnitte  / 
darzustellen;  es  ist  ferner  das  Gewicht  des  Körpers  zu  berechnen 
und  die  specielle  Form  der  gleichen  Festigkeit  zu  ermitteln,  wenn 
das  Eigengewicht  nicht  berücksichtigt  wird  und  die  Querschnitte 
Kreisflächen  sind. 

Auflösung.  Für  den  Querschnitt/,    an  der 
üi^-^^^._^_^       Befestigungsstelle  gilt  die  Gleichung  P-{-G^  =/,  @, 
für   einen    beliebigen   anderen   Querschnitt  in  der 
Entfernung  x  vom  unteren  Ende  gilt  die  Gleichung : 

Px 
-   -j-  G  =/©,  denn  der  Körper  wird  auf  seiner 

\.,jj/" X. 

!    "  ganzen    Länge    durch    die   Kraft  Pj    gleichförmig 

y  belastet ,    daher    entfällt    auf   eine    Längeneinheit 

^'^^  P,  xP^ 

Fig.  6.  die  Last  —  -    und    auf  x   Längeneinheiten 


l      ^  l     ' 

der  BuAstabe  G  bezeichnet  das  Gewicht  des  Körperstückes  von  der 
Länge  x;  die  letzte  Gleichung  enthält  daher  die  Veränderlichen  x, 
G  und  /;  differenzirt  man  diese  Gleichung,  so  ist : 

Pdx 

— [-  ^  r;  =  ©  f//  (@  ist  constant) ; 

geht  man  in  der  Entfernung  x  von  dem  unteren  Ende  um  ein 
unendlich  kleines  Stückchen  dx  nach  aufwärts,  so  kann  das  als 
ein  Prisma    von    der   Länge  rix    zu    betrachtende  Körperstück    vom 
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Querschnitte  /  auch  nur  ein  unendlich  kleines  Gewicht  haben;  be- 
zeichnet daher  y  das  Gewicht  einer  Volumeinheit  des  Stabmaterials, 
so  ist  das  unendlich  kleine  Gewicht  dO  =  yfd x ;  setzt  man  diesen 
Werth  von  dG  ixv  die  letzte  Gleichung  ein,  so  ist : 

oder  beiderseits  durch  df  dividirt : 

Tf        =  ® 

und  beiderseits  durch  dx  dividirt: 

;  ^  '•'  _   ©  Idf     _  dx 

~df   "  -  lue'  *'**''  ■  P+T/y  -   ©"' 

beiderseits  integrirt : 

•dx 


Jp+lfy    J 


das  Integral  linker  Hand  hat  die  bekannte  Form: 
dx,  1 


/. 


_       .ln.{a  +  hx,)  +  C, 
a  -^ox^         h 

wenn  man  daher  rrj  =/,  0=^  P,  b  =  l'{  einsetzt  und  die  Constanten 
von  beiden  Integrationen  in  eine  zusammenzieht : 

l.-L.in(P+l-f/)  +  C=-^. 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  sagen  wir :    für  x  =  0  wird  auch 

/"=  0,  denn  im  unteren  Endpunkte  des  Körpers  ist  Pj  und  G  gleich 

Null,  daher  kann  auch  der  Querschnitt  =:  0  sein ;  man  erhält  daher 

fl         In    P  In    P 

für  x  =  0,  — :  =  — '- U  C,  daher  C=  —  — '—,  und  somit  wird, 

®       r  Y 

wenn  wir  den  Werth  der  Constanten  einsetzen: 

.  _ l!^:iP± ifj) _ inl^  „,,,  r-  _ ,„  .  (P_±lfj\ ^ 
©  y  Y  ©  V      P      /' 

hieraus  folgt : 

xy 

,    -    =  e     und  somit  /=       — ; 

P  Zy 

Graf,  FestigkeitBlehre.  4 
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für  den  Querschnitt  /,   hat  man  nun :  /^  =  — — -,  da  nämlich 

für  X  =  1,  der  Querschnitt  /  übergeht  in  /^ . 

Aus  der  für  einen  beliebigen  Querschnitt  /  geltenden  Gleichung 

Px 
G  -\ —  =/©  folgt  das  Gewicht  des  Körperstückes  von  der  Länge  x^ 

V 

Px 

(r  =/© ,  oder  für  /  den  Werth  gesetzt: 


G = -^%..  ^  -  ^  =  -~  [©  (/-  i)-xr] 


und  da  für  x  =  L  G  übergeht  in  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  G^ . 
so  ist: 

G,=-^[e{e^^l)-ly]. 

Bilden  wir  noch  den  Quotienten  ~  ,  so  ist:  -;  =  — ,  durch 

welche  Gleichung  allgemein  die  Form  der  gleichen  Festigkeit  des 
Körpers  dargestellt  ist.  Wird  das  Eigengewicht  des  Körpers  nicht 
berücksichtigt,  so  folgt  aus  obigen  Gleichungen  für  G^  und  (r, 
wenn  man  G^  =0  und  also  auch   G  =  0  setzt : 

®  {e®  —  1)  =  /  Y,  und  <8  {e^  —  1)  =  x  y,  woraus 

e    —  1  ^  -^  und  e    —  1  =  -~- 

f 
folgt ;  setzt  man  in  die  Gleichung  für  den  Quotienten  -^  diese  Werthe 

von  ß"  —  1  und  e^  —  1  ein,  so  hat  man  :   -^  =  — —  =  — :  nehmen 

f        xy        x 

wir  nun  an,    die  Querschnitte    des  Körpers    seien  Kreisflächen    von 

dem   Durchmesser   rf,    an    der    Befestigungsstelle    und   d   an    einem 

beliebigen  Querschnitte  /,  so  ist 


=  — ,  oder  — --  ^        oder  d 

,,r.         X  d'        X 

"    4 
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dies  ist  die  Gleickung  einer  Parabel,  der  Längenschnitt  des  Körpers 
ist  also  durch  eine  Parabel  begrenzt,  welche  die  Form  der  gleichen 
Festigkeit  des  Körpers  darstellt. 

28.  Ein  gerader  stabförmiger  Körper  ist  mit  einem  Ende  vertical 
aufgehängt  und  durch  eine  Kraft  P,  welche  gleichförmig  auf  seiner 
ganzen  Länge  von  oben  nach  unten,  bis  Null  abnimmt,  sowie  durch 
sein  Eigengewicht  auf  Zug  beansprucht;  der  Querschnitt  an  der 
Befestigungsstelle  sei  /, ,  die  Länge  l;  es  ist  die  allgemeine  Form 
der  gleichen  Festigkeit  dieses  Körpers  durch  das  Verhältniss  des 
Querschnittes  /i  zu  einem  beliebigen  anderen  Querschnitte  /  dar- 
zustellen, sowie  das  Gewicht  des  Körpers  zu  berechnen  und  die 
specielle  Form  der  gleichen  Festigkeit  des  Körpers  zu  ermitteln, 
wenn  das  Eigengewicht  nicht  berücksichtigt  wird  und  die  Quer- 
schnitte Kreisflächen  sind. 

Auflösung.  Denkt  man  sich  die  Länge  l  des  Stabes  in  eine 
sehr    grosse  Anzahl    gleicher  Theile    getheilt,    so   dass    ein    solcher 
Theil  als  sehr  klein    angenommen  werden    kann,    und 
bezeichnen  wir   die  gleichförmige  Zunahme   der  Kraft     ^^^^Jj 
von    dem    unteren   Endpunkte    des    Körpers,    wo    die         \  jz  /  j 
Kraft  =  0  ist,  bis  zu  dem  Endpunkte  des  ersten  sehr         )(nh!tvh^^ 
kleinen  Längentheilchens  des  Stabes  mit  p,  so  ist  die  yj);      j 

Grösse    der  Kraft    am  Ende   des  zweiten  sehr  kleinen  V/j^  : 

Längentheilchens  2  p,  am  Ende  des  dritten  Theilchens 
3  p  u.  s.  w.,  weil  eben  dieser  gleichförmige  Zuwachs  p+Q. 

in  den  einzelnen  von  unten  nach  oben  folgenden,  sehr  p.    ^ 

dünn  gedachten  Körperschichten  stattfindet.  Am  Ende 
des  xten  Theilchens  beträgt  daher  die  dieser  arten  Schichte  ent- 
sprechende Kraft  xp  und  die  auf  das  Ende  der  Iten  Schichte,  also 
auf  die  Befestigungsstelle  entfallende  Kraft  beträgt  daher  Ip.  Denkt 
man  sich  nun  die  den  Endpunkten  des  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w., 
X  u.  s.  w.  Iten  Längentheilchens  entsprechenden  Kräfte  p,  2  p, 
3p....  xp  .  .  .  .  Ip  gleichmässig  auf  die  ihnen  entsprechenden 
Theilchen  vertheilt,  so  kann  man  als  die  in  einem  jeden  Theilchen 
gleichmässig  vertheilt  gedachte  Kraft  das  arithmetische  Mittel  der 
dem  Anfangs-  und  dem  Endpunkte  entsprechenden  Kräfte  annehmen. 
Es  ist  daher  auf  dem  ersten  Längentheilchen  eine  Kraft  als  gleich- 

0  +  p        p 
massig  vertheilt  anzunehmen  von  der  Grösse    -  ^ —  ^^  9 '    ^^®  *^^ 

dem    zweiten  Theilchen    gleichmässig   vertheilt    gedachte    Kraft   ist 

»4-2i9       3ü  2p-4-3»5jw 

-"—^-    =  -&,  auf  dem  dritten  Theilchen  -^    ' — -  =  -  "^  xi.  s.  w., 

^/p 11 1>    I    X  'D  7^ 

dem  ai;en  Theilchen  entspräche  die  Kraft    — =  (2x—l)-^, 

dem  Iten  Theilchen  ^-IzJ)  ^±J^  =  (2  Z  —  1)  ^  . 
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Zählt  man  nun  alle,  den  sämmtlichen  Längentheilchen   von  0 
bis  l  entsprechenden  Kräfte 

r  "2" '  X  •  •  •  •  (^a'-  1)  2-  •  •  •  •  (2'-  1)  2 
zusammen,  so  erhält  man  offenbar  die  ganze  Kraft  P,  es  ist  dann : 

i>=|  +  y+'2^+..-.C2.-l)|+....(2/-l)|,oder 


[l+3  +  5  +  ....  +  (2x-l)  +  ....  +  (2i-l)] 


oder,    da  die  Glieder   in    der  Klammer   die  Summe    der  natürlichen 

ü/*  2P 

ungeraden  Zahlen,  =  Z*  ist,  so  hat  man  P=  —^^  woraus  jp  =  — 

folgt.     Bezeichnen    wir    die   in  der  Entfernung  x   von  dem  unteren 

Ende,  den  dortigen  Querschnitt  /  angreifende  Kraft  mit  P^c,  so  ist 

o  2  P 

nun  Pc  =  o  ^"j  woraus j[>  =  — ^  folgt;  die  beiden  gefundenen  Werthe 

2Pr       2P  Fx^ 

Yonp  einander  gleichgesetzt, gibt :  -  -  ^-  =  -    ,  woraus  Pt  =  -— —  folgt. 

Für   den  Querschnitt  /  gilt    die  Gleichung:    P^.  +  6^^  =/vS, 

wobei  Gj.  das  Gewicht  des  Körperstückes  von  der  Länge  x  bezeichnet. 

Px^ 
Für  Pjc  den  Werth  gesetzt,  gibt:  +  G^  =f(B^  diese  Gleichung 

nach  X  differenzirt,  wobei  wir  den  Zeiger  von  G^.  weglassen  und  G, 

2  Pxdx 
sowie /  als  Veränderliche  betrachten,  gibt: \^  dG  =  <Bd/, 

für  d  G  kann  aber  das  unendlich  kleine  Gewicht  des  in  der  Ent- 
f«»mung  X  von  dem  unteren  Ende  angenommenen  prismatisch  ge- 
dachten Körperstückes  von  der  Länge  dx  und  dem  Querschnitte  / 
gesetzt  werden;  bezeichnet  y  das  Gewicht  einer  Volumeinheit  des 
Stabes,  so  ist  d G  =  y/dXj  daher: 

2  Px  d  X 
yfdx+    — =  ©(?/,  oder  durch  <Bdx  dividirt 

Y/       2Px  _  df  df  _Xf_2Tx_ 

©  ^  ©/X  ~  dx'  dx        ©         ©Z«  ~^' 

diese  Gleichung  hat  die  Form: 

(a)  ....-—  -f-  f/  y  +  6  a?  =  0,  hierbei  ist : 
dx 

_   .   ^^  _  _   Y     j  _  _  2/ 
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Zur  Trennung  der  Veränderlichen  in  Gleichung  (a)  setzen  wir 

y  =  M  V,  wo  u  und  v  zwei  neue  Veränderliche  sind ;    dadurch  wird 

dy  du  dv 

dy  =  vdu-\'Udv  und  — —  =  v  — \~  u  --  ,    diesen    Werth    von 

dx  dx  dx 

dy 

-  und  y  =  M  r  in  Gleichung  (a)  eingesetzt,  gibt : 
dx 

du  dv 

V  — \-  u  — \-  auv  -\-bx  =  d,  oder 

dx  dx 


(dv  \  du        ^ 


Die  beiden  Veränderlichen  u  und  v  sind  bis  jetzt  nur  an  die  eine 
Bedingung  gebunden,  dass  uv=zy  ist,  wir  können  sie  daher  noch 
einer  zweiten  Bedingung  unterwerfen  und  setzen  zu  diesem  Zwecke : 

dv 

^-d:^  +  '''  =  ^^ 

welche  Gleichung  wegen  der  vorausgehenden  die  folgende: 

du        ^ 

V- \^bx  =  0 

dx 

nothwendig  nach  sich  zieht.  Die  letzten  zwei  Gleichungen  dienen 
zur  Bestimmung  von  u  und  v,  aus  der  ersteren  folgt: 

dv 

—  =  —  adx;  integrirt :  ln.v-{-ln.C=  —  ax^ 

V 

wenn  man  die  Constante  in  Form  In  .  C  zufügt,  somit  ?;  =   ~  .  e~^^. 

G 

Aus  der  zweiten  Gleichung  nämlich,  aus : 

^**    .    r  iM    ^  y  .      7      .     hxdx 

V- [■■bx  =  »,  folgt:  du-\ =  0 

dx  V 

und  für  v  den  gefundenen  Werth  gesetzt: 

hxdx  ^      ,  Cbxdx 

-a  X 


u  +  ^j =  0,  oder  d  u  = ~^^j  integrirt : 

c" 

u  =  _  Cb  p-^-  =C-  üb  (^  -  1^  e!'" 

die  beiden  Werthe  von  m  und  v  mit  einander  multiplicirt,  erhält  man ; 

,  =  «.=  [C'_C6(^^-1)."]   q^  oder 


Digitized  by 


Google      — 


54 

y=^C'-~{ax-  1)  /^]  ~-,  oder 
e~"C'         b 

c 

setzt    man    für    die    willkürliche    Constante   -— -  einfach    C,    so    ist 

y  =iCe~^^ -{ax  —  1),  für  a;  =  0,  geht  y  in  Null  über,  denn 

im  unteren  Endpunkte  hat  der  Körper  nichts  zu  tragen,  daher  sein 
Querschnitt  da  gleich  Null,  und  da  wir/==y  gesetzt  haben,  so 
folgt  im  x  =  d: 

0=C6'  +  -,  =  C+-^,  woraus  C=  —  \ 

folgt;  den  Werth  der  Constanten  eingesetzt: 

y  = --{ax—l)  =  —  {l  —  ax  —  e      ) 

für  o,  h  und  y  die  Werthe  gesetzt : 

für  a?  =  Z,  geht  /  über  in  f^ ,  daher : 

das  Gewicht  des  Körperstückes  von  der  Länge  x  findet  sich  aus 
der  Gleichung  6ra.  +  P,  =/®,  mit : 


ebenso  findet  sich  das  Gewicht  des  ganzen  Körpers  aus  der  letzten 
Gleichung,  wenn  man  darin  x  =  l  setzt,  dann  geht  G^  über  in 
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Bilden  wir  noch  den  Quotienten: 


/. 

2P® 

0- 

-'^) 

1  + 

/ 

2P® 

0- 

® 

-'*) 

1  + 

® 

SO   ist    dadurch    die    allgemeine  Form    der    gleichen  Festigkeit    des 
Körpers  dargestellt. 

Für  (r  =  0,  also  auch  G^  =  0,  d.  h.  also,  wenn  das  Eigen- 
gewicht des  Stabes  nicht  berücksichtigt  wird,  hat  man  aus  den 
Gleichungen  für  G  und  G^ ,  wenn  man   G  =  0  und  G^  =  ß  setzt : 

setzt  man  nun  diese  Werthe  von 

l+^_.^undl  +  ^->' 

f 

in  obiger  Gleichung  für  den  Quotienten    4   ein,  so  ist: 

Sind    endlich    die   Querschnitte    des  Körpers    Kreisflächen,    so    dass 
man  setzen  kann:  f^  =  —  —  und  /=-——,  so  hat  man 


.       (^1  l  xd, 

oder  —  -  =  -  ,  woraus   d  =  -- 
d  X  l 


folgt;  dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden;  daher  der  Längen- 
schnitt des  Körpers  ein  gleichschenkliges  Dreieck,  und  der  Körper 
selbst  ein  gerader  Kegel  ist,  wodurch  die  specielle  Form  der  gleichen 
Festigkeit  dargestellt  ist. 

Die  in  den  zwei  letzten  Beispielen  erhaltenen  speciellen  Körper- 
formen  der  gleichen  Zugfestigkeit  bei  Nichtberücksichtigung  des 
Eigengewichtes  und  Kreisflächen  als  Querschnitte  werden  im  Ma- 
schinenbau beispielsweise  bei  den  Holzschrauben,  bei  den  bei  Zapfen- 
lagern vorkommenden  eingegossenen  Schraubenstiften,  bei  Säulchen 
u.  8.  w.  angewendet.  Eine  Anwendung  der  Körperform  der  gleichen 


^ 

Tt 

4 

/^ 

7C 

x^ 

d" 

T 
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Druckfestigkeit,  bei  welcher  das  Eigengewicht  berücksichtigt  wird 
und  der  Querschnitt  beliebig  sein  kann  (allgemein  ausgedrückt  durch 

die  Gleichung  /=/o  e^),  wird  bei  denli  Bau  von  Schornsteinen,  die 
zu  Dampfkesselanlagen  gehören,  gemacht,  indem  die  Schornsteine 
mit  geringer  Einziehung  im  Schafte  gebaut  werden ;  /o  ist  der  Quer- 
schnitt am  oberen  Ende  des  Schornsteins,  der  nicht  aus  einer 
Festigkeitsgleichung,  sondern  aus  anderen  beim  Baue  eines  Dampf- 
schomsteins  zu  berücksichtigenden  Verhältnissen  und  Daten  be- 
rechnet wird. 

29.  Es  ist  der  Durchmesser  eines  cylindrischen  schmiedeisernen 
Stütz-  oder  Spurzapfens,  welcher  einer  stehenden  Transmissionswelle 
als  Fusszapfen  dient,  zu  berechnen,  wenn  er  in  der  Richtung  seiner 
Längenaxe  einen  Druck  von  P^^  auszuhalten  hat. 

Auflösung.  Die  Kraft  P  beansprucht  die  Druckfestigkeit  des 
Zapfens  und  wird  auf  dessen  Stirnfläche  übertragen.  Diese  letztere 
muss,  damit  der  Druck  auf  die  Flächeneinheit  nicht  zu  gross  werde, 
eine  solche  Grösse  haben,  dass  die  Abnützung  innerhalb  statthafter 
Grenzen  bleibe;  es  ist  also  hier  nicht  die  Festigkeit  des  Zapfens 
allein  massgebend,  sondern  auch  die  Rücksicht  auf  möglichst  geringe 
Abnützung.  Die  hier  gestattete  Inanspruchnahme  soll  bei  Schmied- 
eisen nur  ^/a  bis  ^!^^s  pro  Quadrat-Millimeter  Querschnittfläche  be- 
tragen. Heisst  der  Zapfendurchmesser  r/,  so  ist  aus  der  Formel  für 

die  Druckfestigkeit  ,,P=/(£",  wenn  wir  darin  f  •=!-——  einsetzen, 

4 

P=  — — ,  und  hieraus 
4 


f  TT  ©       )  TZ.  0,3333  * 

und  abgerundet  d  =  2  '\  P. 

Bei  stehenden  Wellen  ist  die  den  Zapfen  beanspruchende 
Druckkraft  das  Gewicht  der  Welle,  sammt  den  darauf  sitzenden 
Maschinentheilen.  Denkt  man  sich  das  Gewicht  dieser  letzteren  als 
das  Gewicht  eines  Cyl Inders  von  der  Länge  /,  und  dem  Durch- 
messer =  D,  gleich  dem  Durchmesser  der  cylindrischen  Welle,  so 
ist  die  in  die  Rechnung  einzuführende  ideale  Wellenlänge  die  wirk- 
liche Länge  l  der  Welle,  mehr  der  Länge  l^  des  Cylinders,  in  welchen 
man  sich  die  auf  der  Welle  sitzenden  Maschinentheile  verwandelt 
denkt.    Das  Gewicht  der  Welle    von  der  idealen  Länge  L  =  l  -{-  l^ 

LtzD^ 
ist  daher :  P  =  Lfy  =  — j —  •  T'  wenn  y  das  Gewicht  einer  Volum- 
einheit  des  Wellenmaterials    bedeutet.    Nehmen  wir  die  Dichte    des 
Schmiedeisens    zu    7,5    an.    so    ist    das  Gewicht    eines  Kubik-Milli- 
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meters  Schmiedeisen  y  =  0,0000075*>;  setzt  man  nun  in  die  Formel 
d  =  2  YP  für  P  den  Werth  ein,  so  ist: 

/" 


c/  =  21l/)«J. 0,0000075; 


fahren  wir  noch  die  Länge  L  anstatt  in  Millimetern  in  Metern  ein, 
so  ist,  wenn  L^  die  ideale  Wellenlänge  in  Millimetern  und  L  die- 
selbe Länge  in  Metern  bezeichnet:  1000  L**  =  L, *"**»,  wir  haben 
daher  in  der  Formel  für  d  statt  L  zu  setzen:   1000  L]  hiermit  wird: 


f=2y' 


1000  D^  .  0,0000075  —f-  =  0,15  D^|L^; 


wir  haben  also  hier  den  Zapfendurchmesser  durch  die  ideale  Länge 
und  den  Durchmesser  der  Welle  ausgedrückt. 

Wäre  z.  B.  die  wirkliche  Länge  der  stehenden,  schmiedeisemen 
Welle  /  =  3*" ,  ihr  Durchmesser  D  =  SO*"*",  und  betrage  das  Gewicht 
der  auf  ihr  sitzenden  Maschinentheile,  als :  Zahnräder  oder  Riemen- 
scheiben Pj  =  200*^,  so  ist  die  Länge  /,  des  schmiedeisernen  Cylinders 
von  dem  Durchmesser  D  =  80"**"  und  dem  Gewichte  Pj  =  200*^  zu 
finden  aus  der  Gleichung  für  das  Gewicht  dieses  Cylinders : 

P,  =  — /—  /,  .  y;  hieraus  ist 
4 

^    4P.    _  4.200  _ 

'       D'ny        (80)« .  3,14  .  0,0000075  ~    ' 

also  L  =  l,  +1  =  5,317  +  3  =  8,31 7'»*,  hiermit  wird 

d  =  0,l5DfL  =  0,15  .  80V8;317  =  34,56«»". 

30.  Es  sind  die  Festigkeitsdimensionon  eines  Kamm-  oder  Ring- 
zapfens zu  berechnen,  wenn  die  ihn  auf  seine  Druckfestigkeit  be- 
anspruchende Kraft  P^  beträgt. 

Auflösung.  Wenn  bei  einer  stehenden  Welle  der  Vertical- 
druck  P  oder  bei  einer  liegenden  Welle,  die  in  der  Richtung  ihrer 
Langenaxe  einen  Druck  P  erfährt,  wie  dies  z.  B. 
bei  den  SchraubenschifFwellen  der  Fall  ist,  die 
die  Schiffsschraube  tragen,  der  Druck  P  sehr 
gross  wird,  so  wird  der  Zapfen  mit  einem  oder 
mehreren  Ringen  auf  der  Mantelfläche  umgeben, 
welche,  mit  dem  Zapfen  aus  einem  Stücke  her- 
gestellt, den  Druck  P  aufnehmen  und  auf  das  umschliessende 
Lager  übertragen ;  siehe  nebenstehende  Figur.  Die  Ringe,  von  denen 
z  an  der  Zahl  sein  mögen ,  und  von  denen  jeder  die  Breite  b 
und  die  Dicke  h^   hat,    nehmen    den  ganzen  Druck  P  auf,    welcher 


« 


Fig.  8. 
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die  Druckfestigkeit  der  Ringe  beansprucht;  andererseits  könnten 
die  Ringe  bei  zunehmendem  Drucke  F  unter  Umständen  vom  Kerne 
ausgescheert  werden.  Berücksichtigt  man  die  erstere  Beanspruchungs- 
art, so  ist  die  Druckfläche  eines  Ringes  tz dh,  wenn  d  den  mittleren 
Durchmesser  eines  Ringes  bedeutet,  daher  die  gesammte  gedrückte 
Fläche  von  z  Ringen  f=.Tzdhz,  Setzt  man  diesen  Werth  von  /  in 
die  Formel  „P=/®'*  ein,  so  ist  P=Tzdhz^]  in  dieser  Gleichung 
erscheinen  jedoch  die  drei  Unbekannten  d^  h  und  z]  da  man  aber 
aus  den  Daten  der  Aufgabe  weitere  zwei  Gleichungen  nicht  auf- 
stellen kann,  so  müssen  wir  zwischen  d  und  h  ein  passendes  Ver- 
hältniss  annehmen  und  z  unbestimmt  lassen. 

Wir   nehmen   das    gebräuchliche  Verhältniss   b=l,2^d   oder 

6=—    an;    im    ersten    Falle    ist    P  =  nd  .  1,2^ d  .  z®,    woraus 


l/       p» 

i»  =  Tt'd' .  1,44  dz*  S«  und  d  =  V'y-tt ,   ,^,  folgt ;  setzen  wir 


@  =  "ö"  ein,  so  ist  : 
o 


y  1,44  .  9,8596  ,  ~  .  z'  ^ 


d  d 

nimmt  man  6  =  — ,  so  ist:  P=  izd  .  —  z^B  .  ,  woraus 

o  o 


—  folgt. 


Wäre  z.  B.  P=  15000^«^,  z  =  10,  so  ist  nach  der  ersteren  Formel  : 
d  =  0,85  y-^^  =  111,37'»*»  und  b  =  1,2  V7=  12,6«"». 


Nach  der  zweiten  Formel  würde: 


d  =  2,7641/^^-  =  107'«'»  und  ft  =  |-  =  13,3'"''». 

Für  die  zweite  Beanspruchungsart,  d.  i.  für  die  Ausscheerung 
der  Ringe  vom  Kerne  hat  man,  wenn  der  Kerndurchmesser  d^  ist, 
dl  ^^d  —  b  und  @,  tt  (/,  &,  ^  =  P;  nehmen  wir 

b^  =b=:-Tr=  ^  -  ,  woraus  85,  —  b^  =:di   und  6,  =  -^ 

o  o  i 
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folgt,  so  ist: 
hieraus  folgt: 


nd,  -^  .«©,; 


die  Scheerspannung  ©,  braucht  man  hier  nicht  kleiner  zu  nehmen, 
als    die   Zugspannung  ©,    weil    diese    ohnedies    schon    klein    genug 

mit  (B  =  -^    angenommen    wird.    Bestimmen   wir    aus    dem   letzten 

Werthe  von  d^   noch  den  mittleren  Durchmesser  d  eines  Ringes,  so 

ist,  weil  d  =  d^  +h^=di  -]-  —  ist, 

ö 

d  =  2,64  iCZ-  +  ~,  oder  d  ~ -^- =  2,64  V    -- 
und  hieraus  folgt: 

d  =  2M't\-^  oder  r/ =  3,017 V-^- 

Vergleichen  wir  mit  den  nach  der  zweiten  Beanspruchungsart  ge- 
fundenen Werthen  von  c/,  und  d  die  nach  der  Druckfestigkeit  der 
Ringe  gefundenen  Werthe  von  d^   und  d,  so  hat  man,  da 

dl  =d  —  5i  =  1/ — oder  tt  ^i  =  V ;;^  und 

)  nz®         7  7  ]tzz<B 

^*  =  Q^  V   -^  =  2.475  \  — ^   ist, 

nach  der  nach  der 

ersten  Beanspmchangsart :  zweiten  Beanspruchungsart: 


Man  sieht,  dass  die  zweite  Gruppe  von  Formeln  für  d  und  d^ 
etwas  stärkere  Werthe  liefert,  trotzdem  kann  man  die  ersteren 
Formeln  für  d  und  d^   für  praktische  Berechnungen  verwenden,    da 

wir  ja  nur  eine  sehr  geringe  Spannung  ®  =   -  in  die  Formel  ein- 

o 

setzen,  also  einen  ungewöhnlich  hohen  Sicherheitsgrad  haben. 
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31.  Es  ist  der  Durchmesser  d  einer  auf  Zug  oder  Druck  bean- 
spruchten Kolbenstange  des  Dampfcylinders  einer  Dampfmaschine  zu 
berechnen,  wenn  die  Kolbenstange  aus  Schmiedeisen  oder  Guss- 
stahl ist. 

Auflösung.  Es  heisse  der  nützliche  Dampfdruck  auf  den 
Kolben  P,  der  Kolbendurchmesser  />,  die  Anzahl  der  Atmosphären 
des  nützlichen  Dampfdruckes  n,  so  ist: 

P=  "i^'..  0,010333.  »  =  ^f-.©; 
4  4 

da  dfer  Druck  einer  Atmosphäre  auf  1"**  bekanntlich  10333*^,  also 

10333 

auf  !"»»«*  nur  z^ifü^ü^x  =  0,010333^^   beträgt,    so    ist   der   Druck 

(n  Z)»x »'"'«» 
~Ä~'  } 

(TT  D^  \^ff 

—  T-    .  0,010333  n  1    .    Aus  der 

letzten    Gleichung    für    P  ergibt    sich:    J  =  D  i/     '     -—  -    ;  für 

Schmiedeisen  nimmt  man  @  =  6,  damit  wird  d^  =  0,0408  JO^^i,  für 
Gussstahl  nehme  man  ©  =  9  und  erhält  damit :  dgt  =  0,03264  D  \  n. 

32.  Es  sind  für  eine  Schubstange  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte, die  durch  eine  Kraft  P  nur  auf  Zug  oder  Druck  bean- 
sprucht wird,  Formeln  zur  Berechnung  des  mittleren  Durchmessers 
d  aufzustellen,  wenn  die  Schubstange  aus  Schmiedeisen,  aus  Guss- 
eisen, aus  Gussstahl  oder  aus  Eichenholz  ist. 

Auflösung.  Setzen  wir  in  der  Formel  für  Zug-  und  Druck- 
festigkeit, P=/(£,  für /den  Werth/=^-,  so  ist:  P=^-^  .  g, 

woraus  folgt:  d=  y-^,  für  Schmiedeisen  nehme  man  die  zulässige 

Spannung  ©,  =  4,  für  Gusseisen  ©^  =  2,  für  Gussstahl  ©,<  ==  6 
und  für  Eichenholz  ©*  =  0,27,  diese  Werthe  eingesetzt,  gibt :  den 
Durchmesser  der  schmiedeisernen  Stange,  mit: 

den  Durchmesser  der  gusseisemen  Schubstange,   mit: 

:/47> 


rf,= 


y,-^=o,8VP, 
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den  Durchmesser  der  Gussstahlstange,  mit: 


,  mit : 
2,18  fP. 


'-V".o,s 


den  Durchmesser  der  Eichenholzstange,  mit : 

►,27 

33.    Eine    kurze    gusseiseme  Säule    von    kreuzförmigem    Quer- 
schnitte   (siehe  nebenstehende  Figur)    wird   durch  eine  Kraft  P  auf 
Druck  beansprucht;  es  sind  die  Querschnittsdimensionen 
dieser  Säule  zu  berechnen.  M       t 

Auflösung.     Der    tragende    Querschnitt    setzt   fc^^pH  ^ 
sich    zusammen  aus  zwei  Rechtecken,    von  denen  das       j     M     ;  t 
eine  den  Flächeninhalt  aÄ,    das   andere   den  Flächen-       i     iS     i 
inhalt  {a  —  b)  b  hat,  daher  ist  der  ganze  Querschnitt       ?*■-"«•—>« 
/=ab  +  {a  —  b)b  =  2ab  —  b^=:b{2a  —  by  Setzen         ^''^- ^' 
wir  diesen  Werth  von  /  in  die  Formel  für  die  Druckfestigkeit,  P=/® 
ein,    so  ist:    P=6(2fl  —  b)®.    Da   in  dieser  Gleichung    die  zwei 
Unbekannten  a  und  b  vorkommen,  aus  den  Daten  der  Aufgabe  sich 
aber   eine    zweite  Gleichung    nicht    ableiten    lässt,    so   nehmen    wir 

zwischen  a   und  b    ein  Verhältniss    an;    wir    setzen       =  ^,    d.   h. 

b 

gleich  einer  bekannten  Grösse,  die  zweckmässig  gewählt  wird,  dann 

a 
ist  b=  -;    diesen  Werth    von   b    in    obige  Gleichung   für    P  ein- 
gesetzt, gibt : 

woraus 

''— y(2cp— l)©  —  "^  V(2cp— "!)© 

folgt ;    setzen    wir    die    hier   zulässige    Druckspannung  ®  =  5    und 
cf  =  7  ein,  so  ist : 

«  =  ^V(i4-:^T)5=  8-;^ö  V^'  ''-'  "-O'SesVp, 

und  b  wird  hiermit : 

„  =  1  =  V;,-  -  "^-^  =  "=??  "^  =  0,.24  Vi.. 

cp       y  (2^  —  1)  ©  i  ' 

wäre  z.  B.  P=  10000*'^  so  ergibt  sich  a  =  86,8''"»  und  b  =  12,4~«. 
wofür  man  abgerundet  a  =  87"»"*  und  b  =  13'""*  nehmen  kann. 
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34.  Eine  durch  die  Kraft  jP  auf  Zug  beanspruchte  Stange  ist 
aus  vier  Winkeleisen,  die  mit  einander  vernietet  werden,  zusammen- 
gesetzt, so  dass  der  Querschnitt  kreuz- 
förmig erscheint.  (Siehe  nebenstehende 
Figur.)  Es  sind  die  Querschnittsdimen- 
sionen eines  dieser  Winkeleisen,  das  sind 
die  Schenkellänge  s  und  die  mittlere  Dicke 
8  zu  berechnen. 

Auflösung.    Die   Querschnittsfläche 
/i     eines    Winkeleisens    ist    die    Differenz 
zweier  Quadrate,    von  denen  das  eine  die 
Seite  .9,  das  andere  die  Seite  8  —  5  hat ; 
Fi»-  10-  daher 

/i  =5»  — (s  — S)«=:s*  — s*-f  2s8  — 5«=:258  — 5«,  oder 

/i=(2^-S)8, 

daher  die  gesammte  tragende  Querschnittsfläche 

/=4/,  =45  (2s -S); 

diesen  Werth  von  /  in  die  Formel  für  die  Zugfestigkeit,  P=/@, 

eingesetzt,  gibt :  P  =  4  8  (2  5  —  8)  ® ;  in  dieser  Gleichung  erscheinen 

die  zwei  Unbekannten  8  und  s,  wir  nehmen  daher  zwischen  8  und  s 

s 
noch  eine  Beziehung  an,  und  setzen        ==  cp,  wodurch 

0 

8  =  --  und  P=  4  .  ^-(2s—  -^^  e,  oder 
cp  9  V  <f>/ 

P=  -  -  (  —  1 —     )  ©  =  — -  (29  —  1)  ©  und 

4s*  P 

-   —  (2  9  - —  1)  =  -^-  wird ;   hieraus  ist 


P 

©(29- 


® 


-T    und  für  ©  =  6,  erhält  man : 


und  S  =  0,204  Vö- 


V2<p-"r' 


wenn  die  Grösse  9,  d.  i.  also  die  Beziehung  zwischen  i?  und  8  so 
beschaffen  ist,  dass  s  ein  Vielfaches  von  8  ist,  so  können  die  letzten 
Formeln  für  s  und  8  sofort  benützt  werden.  Die  zwischen  s  und  8 
gebräuchliche  Beziehung  im  Maschinenbau  ist  aber :  s"^"*  =  lO*"*"  +  65? 

s  10 

woraus:    -=9=        -|- G  folgt;    setzt  man  diesen  Werth  von  9 

8  8 

in  die  für  s  und  8  gefundenen  Gleichungen  ein,  so  kann  man  diese. 
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wie  leicht  ersichtlich  ist,  nicht  zur  unmittelbaren  Berechnung  be- 
nützen, da  in  den  rechten  Theilen  noch  die  Unbekannte  5  vorkommt. 
In  diesem  Falle  gelangen  wir  zu  den  gewünschten  Gleichungen  für 

8  und  S  wie  folgt:  Setzen  wir  in  die  Gleichung  /= (2©  —  1) 

für  cp  den  Werth  (p  =  -  -  -f-  6  ^ii^j  so  ist : 

'- io+lTsv " 


(1L+-) 


4a'(20+128  — S)    _     S'     _  _  4sM20-|- 115)  S 
■^~  '    "         '5  '(10  +  65)«  ~  "    (10  +  65)"«"'  ■  ' 

in  diese  Gleichung  den  Werth  von  s  =  10  -h  6  ^  eingesetzt,  gibt : 

^      4  (10  + 65)' (20 +  11 5)  5     ^     ^      .„n   ,   ■.iT.s^ 

/=  (10.    65)^^ '  °^«'/=^^20  +  115)5;  aus  der 

Gleichung  F=fB  folgt:  /=  ^ ,  daher  4  (20  +  11 5)  5  =  ■^,  oder 

446.  +  805  =  |.oder5«  +  -\^i  =  ^4,oder5.  +  ^/  =  ^^^, 
diese  quadratische  Gleichung  nach  S  aufgelöst,  gibt: 


io^l/?iov^^--^, 


11  -  V  vu/  ^ 


oder,    da   hier    offenbar    nur    das   positive   Vorzeichen    der  Wurzel 
brauchbar  ist, 


iOÖ.""44©  +  121P       AQ,      .      «       fi 

l21    44®   '      —0,91.  oder  ©  =  6  gesetzt: 


5  =  17877291 1'^^^  +  121 P-  0,91,  oder 

5  =  0.0056  \^64(J0  +  f2T>—  0,91""",  hiermit  wird 

*=10  +  65  =  10  +  6{  0,0056  flöiOO  +  121 P  —  0,91 } ,  oder 

s  =  0,0336  V2640"0"+T21>+  4,54'»"'. 
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Berücksichtigt  man  jedoch  noch  den  Umstand,  dass  durch  das 
Vernieten  der  Winkeleiaen  der  Querschnitt  der  ganzen  Stange  ge- 
schwächt wird  und  sieht  ferner  von  der  sehr  bedeutenden  Reibung 
zwischen  den  Nietköpfen  und  dem  Winkeleisen,  die  zu  Gunsten  der 
Festigkeit  der  Stange  wirkt,  ab,  so  hat  man,  wenn  der  Nietbolzen- 
durchmesser d  =  2S   also    -4-=    ^    .        =7:5*    genommen    wird, 

P 

den  ganzen  tragenden  Querschnitt  /=—  =805  +  445*  —  47r5* 

(siehe  die  frühere  Entwicklung  von  /)  oder : 

-^  =  80 8  +  44 8' - 1 2,56 8',  oder  6'  t-  ^^  =  ^^^^^ .  woraus 


40      ,  i//    40   W         P       _         40 

44  @  ~  ~~  31744 

1600©  + 31,44  p" 

(31,44)"® 


_    40      ,  -1//    40   X'  ^        __    _„ 

31,44  --  \  V31,44/  "•"  Ü.V^  ~  ~  ""^  ''' 

+  y-      ,«1  .<v,;a  folgt- 


Da  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Wurzel  zu  gebrauchen  ist, 
so  hat  man : 

^  =  31744  y  ©  -1,2.2,  oder 

5  =  0,0318y^^'^^  -1,272,  für  8  =  6: 

5  =  0,01298  V96Ö0  +  31,44^—  1,272 

.s  =  0,07788  V96ÖÖ"+ 3r,44P  +  2,368. 

Wäre  z.  B.  P=2500*'^,  so  erhielte  man  nach  den  ersteren 
Formeln  für  $  und  5 

s  =  0,0336  V264ÖÖ  +  121 P  +  4,54  =  31,72'»'"  und 

5  —  10 
5  =  —^  -  =  3,62'«»»; 

nach  den  letzteren  Formeln  erhielte  man : 

5  =  4,128"»«  und  s  =  34,768"»»". 

35.  Ein  lederner  Treibriemen  von  der  Breite  h  und  der  Dicke  5 
soll  von  einer  eisernen  Riemscheibe,  welche  u  Umdrehungen  pro 
Minute  macht  und  einen  Halbmesser  =  E"*^  hat,  N  Pferdekräfte 
auf  eine  andere  eiserne  Riemscheibe  übertragen;  es  sind  die  Quer- 
schnittsdimensionen des  Riemens  zu  berechnen. 


Digitized 


by  Google 


65 

Auflösung.  Da  der  Riemen  bei  der  Bewegung  der  Scheiben 
durch  die  ihn  spannenden  Kräfte  auf  Zug  beansprucht  wird  (was 
jedoch  auch  in  der  Ruhelage  der  Scheiben,  aber  in  geringerem 
Grade  geschieht),  so  ist  der  Riemen  auf  seine  Zugfestigkeit  zu 
berechnen.  Bei  der  üebertragung  von  N  Pferdekräften  von  der  einen 
auf  die  andere  Scheibe,  das  ist  also  bei  der  üebertragung  der 
mechanischen  Arbeit  von  N  Pferdekräften,  muss  noth wendiger  Weise 
eine  am  Umfange  der  einen  (treibenden)  Scheibe  wirkende  Kraft  F 
einen  ebenso  grossen,  aber  entgegengesetzt  wirkenden  Widerstand 
am  Umfange  der  anderen  (getriebenen)  Scheibe  überwinden,  da  ja 
bekanntlich  bei  der  Verrichtung  einer  mechanischen  Arbeit  stets 
eine  Kraft  irgend  einen  Widerstand  zu  überwinden  hat.  Wenn  daher 
von  der  einen  Scheibe  N  Pferdekräfte  auf  die  andere  übertragen 
werden,  so  muss  dadurch  auch  von  dem  Umfange  der  einen  Scheibe 
eine  Kraft  P  auf  den  Umfang  der  anderen  Scheibe  übertragen 
werden.  Die  Üebertragung  dieser  Kraft  ist  nur  durch  die  Reibung 
möglich,  welche  infolge  der  Spannung  des  Riemens  zwischen  der 
inneren  Fläche  desselben  und  den  Mantelflächen  der  cylindrischen 
Riemscheiben  stattfindet.  Die  Grösse  dieser  Reibung  hängt  ab  von 
dem  Reibungscoefficienten  zwischen  Leder  und  Eisen,  von  der  Länge 
des  Bogens,  in  welcher  der  Riemen  die  Scheibe  umspannt,  und  von 
der  Grösse  der  Spannung  des  Riemens.  Diese  Spannung  muss  so 
gross  sein,  dass  die  dadurch  am  Umfange  der  kleineren  von  beiden 
zusammenarbeitenden  Scheiben  erzeugte  Reibung  mindestens  ebenso 
gross  ist,  'als  der  grösste  von  der  zu  verrichtenden  Arbeit  her- 
rührende, auf  den  Umfang  der  getriebenen  Scheibe  reducirte  Wider- 
stand, d.  i.  also  auch  die  zu  übertragende  Kraft  P,  wenn  das 
Gleiten  des  Riemens  verhindert  werden  soll.  Es  ist  nun  leicht 
einzusehen,  dass  die  Spannung  im  Riemen  vor  dem  Beginn  der 
Bewegung  (welche,  wie  eben  erklärt,  so  gross  sein  muss,  um  durch 
Reibung  die  Kraft  P  zu  übertragen)  in  der  ganzen  Ausdehnung 
des  Riemens  gleich  gross  sein  muss;  während  der  Bewegung  aber 
muss  die  Spannung  im  führenden  Riemenstück  (auf  die  treibende 
Scheibe  auflaufendes  Riemenstück)  grösser  sein,  als  in  dem  geführten 
(von  der  treibenden  Scheibe  ablaufenden) 
Riemenstück ;  da  sonst  die  Riemen- 
bewegung und  damit  auch  die  Kraft-  ffraiggyf] 
Übertragung  unmöglich  würde ,  denn :  ^ 
In  dem  in  Ruhe  befindlichen,  gespann- 
ten  Riemen  herrschen  zwei  gleich  grosse  tp  p-^ 

einander    entgegengesetzte   Spannungen,  Fig.  ii. 

die  sich  also  aufheben;  soll  nun  Bewegung  eintreten,  so  muss 
nothwendiger  Weise  die  eine  der  den  Riemen  spannenden  Kräfte 
grösser  und  die  andere  um  ebensoviel  kleiner  werden,  so  dass  die 
Differenz  der  beiden  Spannungen  die  Grösse  jener  Kraft  vorstellt, 
welche  überhaupt  von  der  einen  Scheibe  auf  die  andere  überti-agen 

Graf,  Festigkeitslehre.  5 


Digitized  by 


Google 


66 


werden  kann.  Dass  der  Ueberschuss  der  Spannung  im  führenden 
Riemenstück  bei  der  Bewegung  über  die  Spannung  des  Riemens  in 
der  Ruhelage  ebensoviel  betragen  muss,  als  die  Differenz  zwischen 
der  Spannung  in  der  Ruhelage  und  der  Spannung  im  geführten 
Riementheil,  geht  daraus  hervor,  dass  die  Spannung  des  Riemens 
in.  der  Ruhelage  das  Riemenmaterial  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  beanspruchen  darf,  damit  keine  bleibende  Riemenverlängerung 
eintrete;  würde  nun  der  führende  Riementheil  stärker  gespannt, 
ohne  dass  die  Spannung  des  geführten  Theiles  kleiner  würde,  so 
würde  der  Riemen  über  die  zulässige  Grenze  ausgedehnt;  da  aber 
dies  nicht  geschehen  und  die  Riemenlänge  unverändert  bleiben  soll, 
femer  nach  der  Lehre  von  der  Zugfestigkeit  die  Ausdehnungen  bis 
zur  Elasticitätsgrenze  proportional  den  ausdehnenden  Kräften  sind, 
so  muss  die  Spannung  im  geführten  Theil  des  Riemens  um  ebenso- 
viel abnehmen  bei  der  Bewegung,  als  die  Spannung  im  führenden 
Riementheil  zunimmt.  Bezeichnet  T  die  Riemenspannung  in  der 
Ruhelage,  T^  die  Spannung  im  führenden  Riemenstück  bei  der 
Bewegung,  T^  die  Spannung  im  geführten  Riementheil,  t  den  Zu- 
wacfaB  der  Spannung  T  im  führenden  Riemenstück,  t^  die  Abnahme 
der  Spaimung  T  im  geführten  Riementheil,  d  die  Ausdehnung, 
welche  der  Riemen  während  der  Ruhelage  durch  die  Kraft  T  und 
bei  der  Bewegung  durch  die  Kraft  T  -\-'  t  —  ^^  erfährt,  so  folgt 
nach  der  Lehre  von  der  Zugfestigkeit  die  Proportion : 


T+t  —  t^:T  =  d'.d,  woraus 
t  =  t,,  also  auch   T,  —  T=  T—  i;   und   T  = 


T,  +  T, 


folgt ;  es  muss  ferner,  wie  bereits  erklärt,    T^  —  Tg  =  P  sein ;    aus 
den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt,  wenn  man  dieselben  nach  T, 

F  P 

und  Tg  auflöst :  T^  =  T  +  ^  und  T,  =  T  —  - -.  Der  Uebergang  der 

Spannung  von  T,  in  T,  erfolgt  nicht  plötzlich,  sondern  nur  allmälig  längs 
der  gatizen  Berührungsstrecke  zwischen  Riemen  und  Scheibenumfang. 

Wir     betrachten      den 
^  Riemen    an   einer  beliebigen 

Stelle,  an  welcher  er  durch 
einen  unendlich  kleinen  Bo- 
gen ds  mit  der  Scheibe  in 
Berührung  ist;  a  sei  der 
ganze  vom  Riemen  umspannte 
Bogen  der  Scheibe.  (Siehe 
nebenstehende  Figuren.)  Die 
^'«'  '2-  Kfir-  18-  in    dem    Bogenelement    d  .v 

herrschende  Spannung  sei  allgemein  T,  so  resultirt  aus  den  beiden 
Spannungen   T,  welche    den    beiden  Endpunkten  des  Bogenelements 


^^ir 
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m  n    entsprechen ,    und    die    wir ,    da    sie    nur   um    den    unendlich 
kleinen  Betrag   von  d  T   von  einander  verschieden  sind,    als  gleich 
annehmen,  der  auf  das  Bogenelement  d  s  wirkende  elementare  Normal- 
em a  dx 
druck   Q  =  2  .  a  m  sin  -^  =  2  T  sin  —~  und   wegen   der   Kleinheit 

do(.        doc 
von  da,  kann  man  sin -^  = -^  setzen,    daher:    Q=  Td(x;    die 

Reibung,  die  durch  den  Normaldruck  Q  hervorgebracht  wird,  ist, 
wenn  jjl  den  Reibungscoefficienten  bezeichnet,  jjl  Td  a ;  wenn  kein 
Gleiten  des  Riemens  eintreten  soll,  so  darf  fZT höchstens  gleich  sein 
dieser  elementaren  Reibung,  denn  d  T  ist  der  unterschied  zwischen  den 
Kräften,  welche  bei  der  Bewegung  in  den  zwei  einander  unendlich 
naheliegenden  Theilchen  des  führenden  und  geführten  Riementheiles 
herrschen,  und  da  diese  Spannungsdifferenz,  welche  die  durch  die 
elementare  Reibung  übertragbare  unendlich  kleine  Kraft  darstellt, 
höchstens  so  gross  sein  darf,    als  die  Reibung  selbst,    so  folgt  die 

dT 
Gleichung :    (7  T  =  jjl  Td  a,   woraus  — — -  =  ji  rf  a    und    durch    Inte- 
gration zwischen  den  Grenzen   T^   und   T,  folgt: 

In  .  T^  —  / «  .  T,  =  [i a,  oder  In  (  -^  I  =  ji a,  oder 

T^  =  T,  ^"^  und  da   T^^^T^  —  F  ist,  so  folgt  auch  : 

i;  =  (2;  _  p)  /«^  voraus  T,  (/"—  1)  =Pe'"^  und  j;  =  -^^^ 

e     —  1 

folgt.  Nach  dieser  grössten,  den  Riemen  spannenden  Kraft  T,  sind 
die  Querschnittsdimensionen  desselben  zu  bestinunen.  Im  Maschinen- 
bau nimmt  man  durchschnittlich  a  =  0,8  7i  und  jjl  =  0,28,  diese 
Werthe  eingesetzt,  gibt: 

_  P.2,71828^-^''-^-^ 
'~2,71828''^-''''-l' 
rechnet  man  diesen  Werth  von  Ij    aus,  so  erhält  man  abgerundet: 

2;=2P. 

Nun  erübrigt  noch,  die  zu  übertragende  Kraft  F  durch  die 
in  der  Aufgabe  gegebenen  Daten,  als :  Pferdekräfteanzahl  iV,  Riem- 
scheibenhalbmesser  i?  und  minutliche  Umdrehungszahl  h  auszu- 
drücken.   Nach    dem    Begriffe    der    mechanischen    Arbeit   und    des 

Masses    für    dieselbe    durch   Pferdekräfte    muss    X=     --^        sein, 

wenn  F^^  die  zu  übertragende  Kraft  oder  der  zu  überwindende  Wider- 
stand und  \\  die  Umfangsgeschwindigkeit  in  Metern  bezeichnet,  mit 

5* 
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welcher  die  üebertragung  zu  geschehen  habe.  Führen  wir  i\  anstatt 
in  Metern  in  Millimetern  ein,  so  ist  lOOOe'i'"  =  f?""",  daher 

und  weil  die  Umfangsgeschwindigkeit  r  einer  sich  bewegenden  Riem- 
Bcheibe  vom  Halbmesser  R  und  der  minutlichen  Tourenzahl  u 

2nBu   .  ^         ^  ^  ^^  P.2tzRu 

ist,  so  hat  man :  iS  =  ^,7. — ^.-^ — ttüvä^  woraus 


60  '  "60.75.  1000' 

60.  75.  1000 .V       716560.Y 


F  = 


2  TZ  Ru  Rh' 


folgt.  Diesen  Werth   von  P  in  die  Gleichung   7\  =  2P==/©  ein- 
gesetzt, gibt : 

2  .  716560  .V       ^^  ^       1433120  -.Y 

=/<S,  woraus /  = 


Ru  -"     '  •'  Ru(B 

folgt.    Die    hier    zulässige   Spannung    nimmt    man    durchschnittlich 
®  =  0,28,  dieses  gibt: 

^««.      i;^       1433120  .V       5118285  .V 
•^  i?«.0,28  Ru 

Ist  z.  B.  N=  10,  ii:==  1000»»^  und  w  =  100,  so  ist    • 

^       5118285.10       .,,oc.o- 
•^=-1000  7100    =^^^'«280 

und    abgerundet /=  512"*'"*;    nehmen   wir   die  Dicke    des  Riemens 

512 
zu  8  =  5*""»  an,    so  ist    die  Breite  6  =  - -— =  102,4'»'".    Bei    der 

o 

Annahme  der  Riemendicke  muss  man  sich  allerdings  nach  den  Dicken 

der  im  Handel  vorkommenden  Riemen  richten. 

Zu  einer  anderen  Festigkeitsformel  für  die  Berechnung  der 
Querschnittsdimensionen  des  Riemens  gelangt  man,  wenn  man  für 
die  zulässige  Spannung  ©  und  die  Riemendicke  5  die  Erfahrungs- 
werthe  ®  =  0,05  5  und  5  =  0,506  ^  b  nimmt ;  die  Spannung  © 
erscheint  hier  abhängig  von  der  Riemendicke,  also  nicht  als  constante 
Grösse ;  dieses  ist  dadurch  gerechtfertigt,  dass  der  Festigkeitsmodul 
des  Leders  um  so  grösser  wird,  also  auch  die  Spannung  ®  um  so 
grösser  genommen  werden  kann,  je  dicker  es  ist;  ebenso  erscheint 
die  Dicke  abhängig  von  der  Breite  und  wächst  mit  derselben,  weil 
in  Wirklichkeit  die  breiteren  Riemen  auch  aus  dickerem  Leder 
angefertigt    werden.     Die  Werthe    von  @  und  S    in  die  Gleichung: 

2P 

?;  5  .  =  — i,-    eingesetzt,  gibt : 
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,-        2F  2P 


.  0,506  V  h  =  TT^-^^  = r-, 

*         0.055       0,05. 0,506  \& 

716560  .V 


h 
woraus  h  =  12, b  \P  und  für  F  den  bekannten  Werth  P= 


Bu 


gesetzt:  b=  10580  y-^ — folgt.  Nach  dieser  Formel  würde  für  die  oben 

f   IlU 

angenommenen    Zahlenwerthe  ^  =  10580  \/-—--  =  lOö^S"*"* 

und  5  =  0,506  ]  b  =  0,506  Vi05^=  5,2'»'"  werden. 

36.  Ein  Drahtseil  überträgt  bei  einem  Drahtseiltrieb  von  der 
einen  Seilscheibe  vom  Halbmesser  B  und  der  rainutlichen  Touren- 
zahl w,  iV  Pferdekräfte  auf  eine  andere  ebenso  grosse  Seilscheibe; 
es  ist  der  Durchmesser  d  des  Drahtseiles  zu  berechnen. 

Auflösung.  Beim  Drahtseiltrieb  kann  ebenso  wie  beim  Riemen- 
trieb nur  durch  die  Reibung  zwischen  dem  Seile  und  den  Scheiben- 
umfängen  eine  Kraft  F  von  dem  Umfange  der  einen  Scheibe  auf  den 
Umfang  der  anderen .  übertragen  werden ;  die  Reibung  wird  auch 
hier  durch  die  Spannung  des  Seiles  hervorgebracht;  allein  diese 
wird  hier  nicht,  wie  beim  Riementrieb  durch  wirkliches  Spannen 
(Strecken)  des  Riemens  erzeugt,  sondern  entsteht  von  selbst  durch 
das. Gewicht  des  schlaff  von  den  Seilscheiben  herabhängenden 
Seiles.  Auch  hier  entsteht  bei  der  Bewegung  in  dem  führenden  Seil- 
stück die  grössere  Spannung  2\^  in  dem  geführten  Seilstück  die 
kleinere  Spannung  7^,  aus  denselben  Gründen  wic^  beim  Riementrieb; 
die  Differenz  beider  Spannungen  ist  wieder  gleich  der  zu  über- 
tragenden Kraft  P,  also  7",  —  T^  =  F.  Man  findet  hier  in  gleicher 
Weise  wie  beim  Riementrieb  2\  =  2  P;  allein  man  nimmt  hier,  um 
das  Gleiten  des  Seiles  mit  Sicherheit  zu  verhüten,  7\  =  2,0  F.  Nach 
diesem  in  dem  führenden  Seiltrum  herrschenden  Zuge  7\  ist  das 
Seil    auf  seine  absolute  Festigkeit   zu  berechnen.    Setzt  man  für  P 

^.  .    .  ,  ^       ^  «r     .,      ,.         7 16560 -A' 

den    beim    Riementrieb    gefundenen  Werth  F=  -   — ein,    so 

li  u 

716560  .V    „  .        ^  .  j.     .       ,.,    .      T.    .       . 

ist:    Ti  = :=r .  2,D  und  wenn  /  die  Anzahl    der  Drähte    im 

Jiti 

Seil   und    5    die  Dicke    eines    Drahtes,    also    -  -.-     die  Summe    der 

4 

tragenden  Drahtquerschnitte  ist,  so  hat  man  : 
fr.S'        T,        2,5.  716560 .V 


1/4.  2,5.  716560 .Y       ^,.^,.  ^,.^i       ^V 

l TT-^ — : =  26 i 0,80  \    „     ^— r 

]  RhBtJ  )  Ft((BKt 
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folgt.    Setzen  wir   ©  =  6,    so   ist  5  =  616,8  V"rr — ~*)i    Ji^l^Daen 

f  IlU  .  t 

wir  ferner  i  =  36  an,  so  kann  man  annähernd  — -, —  =  2,-7—./, 

4  4 

also  8  =  - —  setzen,  dadurch  erhält  man : 

^2/ 


-^  =  2676,86  V'       'J     .   und  rf  =  .  2676,86  V  „^!5  . 


/  N" 


oder  e  =  6  gesetzt,  d  =  872,16  V^- 


*)  In  Berücksichtigung  der  durch  das  Umbiegen  des  Seiles  auf  dem 
Seilscheiben-Umfange  in  den  Drähten  des  Seiles  entstehenden  Biegungs- 
spannung s  gelangt  man  zu  einer  Formel  für  die  Berechnung  der  Draht- 
stärke 5  wie  folgt: 

/  7c  5*  y 

In  der  Gleichung  -  =  2,5  .  716560  — — —  beiderseits   mit  ö  mul- 

tiplicirt : 

.     ^,         7165600  iVö  7165600  .V     /8\ 

wir  fanden  in  Aufgabe  20  bei  Berechnung  von  Förder-Drahtseilen 
8         2*  2s  s 


H  E  20000  10000  ' 


.     ^,        7165600A'  a  716,56  iV       ä     ,. 

1^0^  = . = .  -=r,  hieraus  ist: 


diesen  Werth  von  -^  in  obige  Gleichung  eingesetzt: 

65600  N  s        _    716,56  iV     ^ 

"V®         '   10000    "  ü         '  6 

,        lV~71C.56.V      .V         ^  ^^^  l7^^~'' 
5=1/ '--—  .  ^-  =  6,109  1/  -r-  .  ^. 

Bei  Benützung  dieser  Formel  ist  jedoch  der  Halbmesser  R  an  die 
Bedingung  gebunden :  R  =  -^.  Wählen  wir  das  Verhältniss  -^  so ,  dass 
R  ein  Minimum  wird,  so  hat  man  nach  der  in  Aufgabe  20  durchgeführten 

.9 

Rechnung  -^  =  2.  daher  ist 


5  =  6,109  1/-T^-  =  7,696  1/-^-  J 
f     tu  f     tu 


der  Halbmesser  i?  ist  dann :  R  = ,  wobei  «1  =  3  +  5  ist ;  wir  setz- 

ten  oben  ©  =  G  ein,  somit  ist  *  =  12,  also  «i  =  18,  und 

4.  18 
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Zwischen  der  Anzahl  der  Drähte  eines  Drahtseiles,  der  Dicke  S 
eines  Drahtes  und  dem  Seildurchmesser  d  kann  man  mit  einer  für 
die  Praxis  genügend  genauen  Annäherung  die  Beziehung  aufstellen, 

TCO* 

dass    die    Summe    der    tragenden    Drahtquerschnittsflächen    i  -— — 

4 

gleich  ist  der  Fläche  eines  Kreises,  dessen  Durchmesser  gleich 
—  des  Seildurchmessers  d  ist,  also  (  "T"  ^  )     .    ^^^  ~T~ '»    woraus 

d  =  —  8  yi  folgt.     Man    hat    daher    für    den    Durchmesser    eines 
o 

Drahtseiles  mit  beliebiger  Drahtzahl  annähernd: 

d  =  ^^j7,  2676,80  V^-^  =  3477,24  V  p"^-' ; 

selbstverständlich    ist    für   die  Festigkeit   des  Seiles  nicht  der  Seil- 

d^n 
durchmesser  d  oder  der  Seilquerschnitt    -r-,    sondern    die    Draht- 

7:5' 
dicke   5   und   die   Summe    der   tragenden    Drahtquerschnitte   t    -r— 

von  Wichtigkeit  und  massgebend,  denn  die  Hanfseele  in  der  Mitte 
des  Seiles  und  die  Hanfseelen  in  den  Litzen  können  nicht  als  mit- 
tragend angenommen  werden.  Speciell  für  das  36drähtige  Seil  kann 
der  Zusammenhang  zwischen  d^  5  und  /  wie  folgt,  gefunden  werden : 
Das  Seil  besteht  aus  6  Litzen  ä  6  Drähten,  der  Flächeninhalt  einer 
Litze    kann    mit    ziemlicher    Annäherung    gleichgesetzt    werden    der 

Fläche  eines  Kreises  vom  Durchmesser      ,  weniger  der  Querschnitts- 

o 

fläche  der  in  der  Litze  enthaltenen  Hanfseele  vom  Durchmesser  5, 
daher  die  Fläche  einer  Litze  I        }     W T~'    ^"^   ^^  ^  Litzen 

vorhanden  sind,   so  ist    —v-    ?  =  6  1   f   .y  I     \^—    — r—  1 ;    hieraus 

-  [i  +  6)  =  S  Y^  (36  +  6)  =  angenähert  8  5. 

37.  An  der  Welle  eines  Drahtseiltriebes  soll  ein  Widerstand 
von  50*^,  an  einem  Hebelarm  von  1000'"'"  fortwährend  wirkend, 
überwunden  werden ;  es  ist  die  Dicke  d  des  Seiles,  sowie  die  Dicke  5 
der  Drähte  im  Seile  zu  berechnen. 

Auflösung.  Wir  machen  die  Annahme,  dass  36  Drähte  im 
Seile    enthalten    sein    sollen    und    die    beiden    gleich    grossen    Seil- 
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Scheiben  je  einen  Halbmesser  von  R  =  750**^  erhalten  sollen.  Be- 
zeichnet P  die  auf  den  Umfang  der  Seilscheibe  übertragene  Kraft 
oder  den  auf  den  Umfang  der  Seilscheibe  reducirten,  zu  überwin- 
denden Widerstand,  so  muss,  da  das  statische  Moment  der  Kraft 
gleich  dem  statischen  Moment  der  Last  ist,  die  Gleichung  statt- 
finden : 

50  .  1000  =  750 P,  woraus  P=    ^^  l]^^    =  66' , 

T 

ist:  setzen  wir  daher  diesen  Werth  von  Pin  die  Formel  /=—,-  = 

=   -^ —  =         —  ,   sowie  ©  =  6,66  und  /=  36  ein,  so  ist 

71 8«    ._         2,5.66^3 

-  ,  —  .  ob  = 7.- ,  woraus 

4  o 


folgt,  und  da  für  /  =  36,  c/  =  85  gesetzt  werden  kann,  so  ist 
angenähert  d  =  8*""*. 

38.  Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  eines  zu  einer  Band- 
bremse einer  gewöhnlichen  Lastwinde  gehörigen  schmiedeisernen 
Bremsbandes  zu  berechnen,  wenn  die  durch  die  Lastwinde  zu  he- 
bende Last  Q  =  2000*'^,  der  Durchmesser  der  Seiltrommel  2  ;•  = 
=  300*"'"  und  der  Halbmesser  R  der  Bremsscheibe,  R  =  400""", 
beträgt. 

Auflösung.    Die  durch  das  Anziehen  des  Bremsbandes,    also 

durch    das    Bremsen    erzeugte    Reibung    zwischen    Bremsband    und 

Bremsscheibe    muss    so  gross    sein,    dass    die    auf  den  Umfang    der 

Qr 
letzteren  reducirte,  zu  bremsende  Kraft,  P=  --— ,  durch  die  Reibung, 

die  ja  der  Bewegungsrichtung  der  Last  Q  entgegenwirkt,  über- 
wunden werde;  diese  Kraft  P  ist  hier  ebenso,  wie  bei  der  Kraft- 
übertragung durch  Riemen,  gleich  der  Differenz  der  in  dem  Brems- 

bände  entstehenden  Spannungen  T  und  t,  also    T  -~  i  ^=  P==:      -; 

es  ist  auch  hier,  wie  beim  Riementrieb  T=te'  ,  wenn  e  die  Basis 
der  natürlichen  Logarithmen,  |i  den  Reibungscoefficienten  und  a  den 
vom  Bremsbande  umspannten  Bogen  ausdrückt;  wir  setzen  im  Durch- 
schnitt a=l,67r  und  jji==0,18,  dieses  gibt: 

/"=  2,71828"''*  •'''*'=  2,47, 
daher   r=2,47/,  und  da  t—T—P,   so  folgt  T=.2,A1  [T-F), 
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2'47^       iRop      l.ßÖÖr 

ist.    Durch  diese  Kraft   T  wird   das  Bremsband   auf  seine  absolute 
Festigkeit  beansprucht,  daher  sein  Querschnitt 

wenn    ^    die  Breite    und    S    die   Dicke    des  Bandes    genannt    wird. 
Wir  setzen  ©  ^  5  und  erhalten : 


400.5 


LO 


i 

n 


252 

nehmen  wir  S  =  4'""*  an,  so  wird  ß  =  — ^—  =  63""". 

39.  Es  sind  zwei  platten  förmige  gusseiserne  Körper  (z.  B.  die 
Theile  einer  Fundamentplatte  einer  Dampfmaschine),  welche  stumpf 
aneinander  stossen,  an  der  Verbin- 
dungsstelle durch  schmiedeiserne, 
warm  einzulegende  Anker  mit  ein- 
ander zu  verbinden  (siehe  bei- 
stehende Figur),  es  fragt  sich,  bis 
zu  welcher  Temperatur  darf  man 
den  Anker  erhitzen,  damit  er  durch 
die  Wärme  nicht  über  die  zulässige  Grenze  ausgedehnt  wird,  und 
welches  ist  das  richtige,  für  die  Praxis  brauchbare  Verhältniss 
zwischen  der  Länge  /  (Entfernung  zwischen  den  Nasen  des  Ankers) 
nach  dem  Schwinden  und  der  Länge  /,  vor  der  Erwärmung  des 
Ankers? 

Auflösung.  Die  Temperatur  eines  im  Dunkeln  rothglühenden 
Schmiedeisens  oder  Stahls  beträgt,  ungefähr  500®  C.  Ein  Schmied- 
eisen- oder  Stahlstab  von  der  Länge  l  erfährt  durch  die  Erhitzung 
von  0^  bis  lOO*»  C.  eine  Ausdehnung  von  0,0011821/,  bei  einer 
Erhöhung  auf  500**  aber  nicht  5mal  soviel,  weil  die  Ausdehnungen 
bei  hohen  Temperaturen    nicht  mehr  proportional    den  Temperatur- 


Pig.  14. 


erhöhungen  sind,  sondern  0,00734213/: 


/ 
136^ 


ebenso  wird  sich 


ein  Eisenstab  von  der  Länge  l  um  den  gleichen  Betrag  zusammen- 
ziehen, sobald  man  seine  Temperatur  auf  500®  vermindert.  Aus  der 
Formel  für  die  Ausdehnung  d  eines  Stabes,  die  er  durch  eine  ihn 
auf  Zug  beanspruchende  Kraft  P  erfährt,  aus : 


d  = 


PI 
Ef 


Ef  ' 


©/ 
E 


hat    man,    wenn    man    darin    für  Schmiedeisen    statt  ®    den  Trag- 
modul   T=\b  und  £'=20000  einsetzt, 
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rf=JS7^^  =  0,00075  i: 


20000  1333' 

für  Stahl  würde,  bei   T=2b 

Wir   sehen    hieraus,    dass   durch  die  Erhitzung   bis  zur  Roth- 

gluth  die  Ausdehnung  ^  -7^    die  Elasticitätsgrenze  des  Schmiedeisens 

und  Stahls  schon  weit  überschreitet,  woraus  hervorgeht,  dass  man 
den  Anker  nicht  bis  zur  Rothgluth  erhitzen  soll,  um  keine  bleibende 
Formänderung  zu  bewirken.  Angenommen,  der  schmiedeiserne  Anker 
habe  vor  der  Erwärmung  zwischen  den  Ansätzen  eine  Länge  von 
l  =  IQO*""*,  nach  der  Erwärmung  auf  500*^  hat  er  eine  Länge 
/,  =  190(1 +0,00734213)  =  191,395•«^  würde  er  nur  soweit 
erwärmt,  dass  er  bis  zur  Elasticitätsgrenze  ausgedehnt,  also  nach 
der  Erwärmung  die  Länge  /'  Vi  190  (1  +  0,00075)  <  190,1425 
hätte,  so  wäre  im  ersten  Falle  die  Verlängerung  1,395*"*",  im  zweiten 
Falle  <  0,1425****",  man  müsste  also  entweder  bei  der  Ausführung 
des  Ankers  denselben  zwischen  den  Nasen  um  ein  Stück  ^  0,1425'""* 
kleiner  schmieden  als  190*""*,  oder  die  Widerlager  an  den  Aus- 
sparungen in  den  Gussplatten  um  ebensoviel  länger  machen;  diese 
Dimension  von  0,1425*"*"  ist  zu  gering,  als  dass  sie  bei  der  Aus- 
führung eingehalten  werden  könnte;  man  nimmt  daher  als  höchste 
Grenze  der  Differenz  zwischen  der  Länge  /  nach  dem  Schwinden 
des  Ankers  und  der  Länge  /,  vor  der  Erwärmung  bei  Schmiedeisen 
und  Stahl  zu  1%  ^^^  <i^'i*  Länge  /  an,  macht  dann  aber  wegen  der 
Querschnittsverschwächung  durch  Ueberschreitung  der  Elasticitäts- 
grenze dementsprechend  den  Anker  stärker;    es  müsste  nun,  damit 

die  Elasticitätsgrenze  nicht  überschritten  werde,  l  —  /^ .  <  -i^i^^   bei 

l 
Schmiedeisen,  und  /  —  ^1  <^  "o aa~  ^^^  Stahl  sein;  bei  der  Ausführung 

nimmt  man  aber  l-l,^  -i^-  oder  L  -  1  =  -^-±-^-  oder  j=-^. 

Hat  also  der  Stab  vor  der  Erwärmung  die  Länge  /,  =  190,  so  soll 
er  nach  dem  Schwinden  (im  eingelegten  Zustande)  eine  solche  Länge 
haben,  dass  die  Proportion  stattfindet: 

7    7        inn    Qo                 7        ^00/.        190.100        ^^.  ^.^     , 
l:l^z=  100  :  99,  woraus  /  =    -^    -  = ^ =  191,919  oder 

/  =  angenähert  192*"*"  folgt.  Durch  diese  Ausdehnung  um  2*"*",  d.  i.  also 
um  rjr   ^^^   ursprünglichen  Länge   wird    allerdings    die   Elasticitäts- 
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grenze  weit  überschritten,  dadurch  eine  bleibende  Formänderung  und 
Verschwächung  des  Querschnittes  herbeigeführt;  dieser  verminderte 
Querschnitt  muss  aber  immer  noch  so  gross  sein,  dass  er  den  den 
Anker  beanspruchenden  Kräften  genügenden  Widerstand  leisten  kann. 
Es  ist  hierbei  nicht  zu  befürchten,  dass  die  Festigkeit  des  Eisens, 
resp.  die  Cohäsionskraft  zwischen  den  Molecülen  durch  die  die 
Elasticitätsgrenze  überschreitende  Ausdehnung  geschwächt  wird,  denn 
es  hat  sich  durch  Versuche  (ausgetretene  ümfassungswände  durch 
schwindende  Anker  wieder  einzurichten)  gezeigt,  dass  die  zusammen- 
ziehende Wirkung  des  schwindenden  Eisens  nur  bis  zu  einer  ge- 
wissen Grenze  geht,  über  welche  hinaus  sich  einfach  der  Quer- 
schnitt der  Anker  verkleinert  und  die  Eisenmolecüle  eine  bestimmte 
feste  Lage  zu  einander  einnehmen,  und  zwar  entspricht  die  Grösse 
des  wirksamen  Schwindens  einer  Temperaturdifferenz  von  67°  C. 

40.  Es  ist  der  Durchmesser  d  eines  Schraubenbolzens  mit 
scharfem  Gewinde,  die  Höhe  h  des  Schraubenkopfes,  die  Höhe  Ä, 
der  zugehörigen  Schraubenmutter  und  die  Schlüsselweite  D  der- 
selben zu  bestimmen,  wenn  die  Schraube  durch  eine  in  der  Richtung 
ihrer  Längenaxe  wirkende  Kraft  P  auf  Zug  beansprucht  wird. 

Auflösung.  Bei  einer  jeden  Schraube  hat  man  den  inneren  oder 
Kerndurchmesser  </,  und  den  äusseren  Durchmesser  (/,  welcher  um  die 
doppelte  Gewindegangtiefe  grösser  als  ersterer  ist,  zu  unterscheiden; 
da  ^1  <  c/  ist,    so  hat  man    die  Schraube    nach    dem    cylindrischen 

Kern,  dessen  Querschnittsfläche /=  --  ,  zu  berechnen.  Diesen  Werth 

P  (Ptz        P 

von  /  in  die  Formel  f=i--  eingesetzt,  gibt:    -'  -  = -^,    woraus 

4P 

folgt.  Bei  Schrauben  nimmt  man  einen  hohen  Grad  von 


4P 


Sicherheit  und  setzt  ©  =  2,6,  dies  gibt :  d,  =\  -^f^  =  0,7  V'P, 

woraus  die  Tragfähigkeit  der  Schraube  P=2(/J   sich  ergibt. 

Denkt  man  sich  das  Gewinde  einer  scharfen 
Schraube  durch  eine  Ebene  durchschnitten ,  welche 
durch  die  Axe  der  Schraube  geht  und  senkrecht  zur 
Endfläche  des  cylindrischen  Kernes  der  Schraube  ist, 
so  erhält  man  als  Schnittfigur  dieser  Ebene  mit 
dem  Gewinde  eine  Reihe  gleichschenkliger  Dreiecke. 
In  einem  solchen  Dreiecke  ah  c  (siehe  nebenstehende 
Figur)  ist  die  Basis  &  c  =  s  =  der  Ganghöhe  der  Schraube, 
das    Loth    a  d    auf    die    Basis     ist     gleich     der    Gangtiefe    t    der 

Schraube.     Aus  dem  Dreiecke  ahd  folgt:    ,' f  =         =  ^'otg  f  ^  l 
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t  e  1  e 

oder      —  ==  cotg  —  oder  ^  =  —  «  cotg  -^ ;     der    für    die    scharfen 

2 

Schrauben  anzuwendende  Kantenwinkel  e  wird  nach  Whitworth   zu 

8  /'k>5\  * 

55®  angenommen,  dieses  gibt:  f  =  —  .  cotg  I  -x-  I  =0,965.  Nach 

der  von  Whitworth  aufgestellten  empirischen  Formel  für  die  Gang- 
höhe einer  scharfen  Schraube  s  =  l^^  +  0,08  d  erhält  man  daher 
^  =  0,96  (1  -f- 0,08^,  oder  ^  =  0,96  + 0,0768  <£;  da  nun  der  äussere 
Durchmesser  d  =  dem  Kerndurchmesser  d^ ,  vermehrt  um  die  doppelte 
Gangtiefe  ist,  so  hat  man  d—  d^  =  2t  =  2  (0,96  +  0,0768 rf), 
oder  d  —  d,  =  1,92  +  0,1536  d.  oder  d{l  —  0,1536)  =  1,92  +  d, , 
woraus  0,8464  rf=  1,92  +  d,   und 

d  =  ^-^l^^'  =  2.268««  +  1,181  d, 

folgt,  oder  für  d^  obigen  Werth  gesetzt,  gibt  den  äusseren  Durch- 
messer des  Schraubenbolzens: 

d  =  2,268  4-  0 J  .  1,181  Vp=:  2,268««  +  0,8267  fP, 
wäre  z.   B.   P=900^^  so  ist 

d  =  2,268  +  0,8267  \  9Ö0  =  2,268  +  0,8267  .  30  =  27,069«« 
und  abgerundet  d  =  27«"*. 


i»       .9 


Berechnung   der  Höhe  h  des  Schraubenkopfes. 

Die  Kraft  F  sucht  den  Bolzen  in  der  Cylinder- 
Mcheabcg  (siehe  beistehende  Figur)  vom  Bolzen- 
ende auszuscheeren,  daher  ist 

tÄ  P 

jl 1 — l-T_.  Fz=f®=zndh&,  woraus  h=    ---^ 

folgt.   Ist  der  vom  Gewinde  freie  Theil  des  Bolzens 

P 
auf  den  Kern  d^   abgesetzt,    so  hat  man  A  =  — — — - ,    oder    für    P 

Tzdi^ 

obigen  Werth   P  =  2  rfj    gesetzt,  gibt : 

—  J^^_  _  2^^  _  2  .  OJ  V> 

TIC?,©  71©  T:© 

Da  wegen  der  sehr  häufig  gebrauchten  Methode  der  Herstellung  des 
Schraubenkopfes  durch  Aufschweissen  eines  Ringes  auf  dem  Bolzen- 
ende der  Kopf  nicht  mit  derjenigen  Festigkeit  auf  dem  Bolzenende 
haftet,  als  wenn  der  Kopf  aus  einem  Stücke  mit  dem  Bolzen  her- 
gestellt wäre,  so  nimmt  man  ©  =  0,8  an  und  hat  dann : 
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h  =  -^"^  =  0,8  d,  =  0,8  .  0,7  V>  =  0,56  \  P, 

für  P=  900«"^  wird  h  =  0,56  V9ÖÖ  =  0,56  .  30  =  1'6,8  und  ab- 
gerandet  h  =  17"**".  Ist  der  vom  Gewinde  freie  Theil  des  Bolzens 
nicht  bis  auf  den  Kern  abgesetzt,  sondern  geht  in  der  Stärke  d 
fort,  so  ist  die  Cylinderfläche  abcg  etwas  grösser  und  erhält  man 
dadurch  eine  kleinere  Kopfhöhe  h 

:  h=  ^  = ^- ^-    für 

I  7t d®      71®  (2,268 +  0,8267)»' 

i  />=  900*>  wird  h  = — ^=r  =  13,2»"». 

3,14 . 0,8  (2,268  +  0,8267  V900) 

Drückt  man  die  Höhe  h  durch  den  Durchmesser  d  aus,  so  ist, 
wenn  man  in  der  Formel  h  =  0,56  \  P  für  \P  den  aus  der  Gleichung 

<i=  2,268  +  0,8267  V'i^  sich   ergebenden  Werth  fp=  ^-'^^f^  — 

setzt,  /*  =  0,56  (  *         j  oder  h  =  0,68  d  —  1,54,  oder  abge- 

rundet h  =  0,7  d. 

Berechnung  der  Höhe  der  Schraubenmutter. 

Die  Kraft  P  hat  das  Bestreben,  die  Bolzenge  winde,  die  von 
den  Muttergewinden  urafasst  werden,  vom  Kern  des  Schrauben- 
bolzens abzuscheeren ;  die  abzuscheerende  Fläche  ist  die  Cylinder- 
fläche/=  Tcdfj  hl ,  daher  hat  man  aus  der  Formel  P=/©  =  7C(ii  Äj  @, 

P 
^  =  ----^,    oder    für     P    den    Werth     gesetzt,    P=2(f;,     gibt 

2d?  2d, 

K  =  -  — -^  =  — —  ;  da  die  Scheerfestigkeit  des  Schmiedeisens  sich 

zur  absoluten  Festigkeit    desselben   wie  35   zu  40  verhält,    so  hat 

7 

man  ©  =  2,6  .  —  zu   setzen,   wenn   man   will,    dass   die  Festigkeit 

8 

der  Gewinde  gegen  Abscheeren  vom  Kerne   ebenso  gross  sei,  als  die 

18  2 
Festigkeit  des  Kernes  gegen  Zerreissen ;  daher  @  =  — p-'     =  2,275 

und  Äj  =    — -     ^  =  0,28  dl ,  oder  wenn  man  in  obiger  Formel 

Ä,  =  — ^,  für  d,  den  Werth  d,  =  0,7  VP   setzt : 

•~  7t  ©.0,7  Vi'        2,198®  2,198.2,275 


Digitized 


by  Google 


78 


Zu    der   Formel   ä,  =  0,28  rf»    gelangt    man    übrigens    auch ,    wie 
folgt : 

Da  die  Gewindegänge  gegen  das  Abscheeren  vom  Kerne  der 
Schraube  dieselbe  Festigkeit  haben  sollen,  wie  der  Kern  gegen  das 
Zerreissen,    so  rauss,    wenn  man  den  Widerstand   gegen  Abscheeren 

TZ(P 

mit  ©1  bezeichnet,  die  Gleichung  stattfinden :  P=  —~  ©  =  tc^i  Äj  ©j , 


woraus  h^ 


ch®      ,  © 

.-z^  und  weffen  -^ 
4  ©,  ^     ©, 


8  rf,     8 

7'    ^■"  4    "7 


2(7, 


=  0,28  c/, 


folgt.  In  der  Praxis  wird  jedoch  die  Höhe  der  Schraubenmutter  wegen 
verschiedener  praktischer  Rücksichten  (z.  B.  Verringerung  der  Ab- 
nützung) bei  scharfen  Schrauben  gleich  dem  äusseren  Durchmesser, 
also  Ä,  =  (1  genommen. 


Berechnung  der  Schlüsselweite  D  der  Schraubenmutter. 

Wird  eine  Schraubenmutter  als  ein  6seitiges  Prisma  betrachtet, 
so  bedeutet  D  den  Durchmesser  des  dem  Sechseck  eingeschriebenen 
Kreises.  Addirt  man  zum  äusseren  Durchmesser  d  des  Bolzens  die 
doppelte  Wandstärke  w  der  Mutter,  so  erhält  man  die  Schlüssel- 
weite Z>  =  (7  -f-  2  f /? ;  es  handelt  sich  also  um  die  Bestimmung  der 
Wandstärke  w  der  Mutter.  Wird  eine  scharfgängige  Schraube  in  der 
Richtung  ihrer  Axe  durch  die  Kraft  P  auf  Zug  beansprucht,  so 
entsteht  vermöge  der  schiefen  Schraubenflächen  nebst  dem  Drucke, 
welcher  die  Reibung  zwischen  den  Bolzen-  und  Muttergewindegängen 
hervorbringt,  auch  eine  Kraft,  die  radial,  rechtwinklig  zur  Schrauben- 
axe  nach  aussen  wirkt  und  ein  Zersprengen  oder  Aufreissen  der 
Mutter  zu  bewirken  bestrebt  ist. 

Denken    wir    uns    die    Kraft    F 
(siehe    nebenstehende    Figur)    in   die 

P  P 

Componenten  ^  und  -^,    welche    in 

ihren  Richtungen  parallel  zur  Richtung 

der   Kraft   P  sind,   zerlegt,    und   die 

P 
eine  Kraft  -^   in  die  Componenten  p 

und  ^  zerlegt,  von  denen  p  recht- 
winklig zur  Schraubenaxe  und  g  senk- 
recht zur  schiefen  Schraubenfläche, 
also  senkrecht  auf  mn  wirkt,  so  ist  g  jene  Kraft,  welche  die  Reibung 
zwischen  den  Gewindegängen  erzeugt  und  p  die  Kraft,  welche  die 
Wandstärke  der  Schraubenmutter  auf  Scheerfestigkeit   beansprucht. 

Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,  dass  i?  =  „  tg  I   q  )» ^Ji^  da  <Jl  e  =  55^ 
ist,  so  ist  p  =  ^  tg  22  V',  \V=^^'  0,5218  =  0,2609  P=  0,261  P. 


Fig.  17. 
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Die .  durch  die  Kraft  p  der  Gefahr  des  Aufreissens  ausgesetzte  Fläche 
der  Schraubenmutter  ist  ein  Rechteck  von  der  Mutterhöhe  \  und 
der  Wandstärke  m?,  daher 

AO^I   T>  I.  ^  0,261  P 

p  =  \j,2b\  P=wh^®j  woraus  w  =  — r~P=^~ 

ist,  oder  da  h,  =  d  =  2,268  +  0,8267  V^  ist,  so  hat  man: 

0,261  P 


W  : 


©(2,268  + 0,8267  yP) 


um  eine  einfachere  Formel  für  die  Wandstärke  zu  erhalten,  setzen 
wir  im  Nenner  des  rechten  Theiles  anstatt  d  den  etwas  kleineren 
Werth  (/,,  den  Kerndurchmesser  der  Schraube,  wodurch  die  Wand- 
starke um  ein  Geringes  grösser  wird;  man  erhält  nun: 

0,261  .  P        ,  ^      c  ^ 
und  wegen  P=2dJ   wird: 


w 


d,(B 

0,261  .2  dl        0,522  (^, 


d,e        ~       <B      ' 

die  Spannung  @   nehmen  wir    auch   hier,    wie   bei  der  Berechnung 
der  Mutterhöhe  h^   mit  @  =  2,275*'^  an  und  erhalten 

0,522(^1 


W=:-v 


=  0,23  d,  =  0,23  .  0,7  VP  =  0,161  fP,  also 


2,275 

D  =  2w  +  d  =  0,322  V^+  2,268  +  0,8267  V?,  oder 
Z)  =  yp (0,322  +  0,8267)  +  2,268  =  1,15  yp+  2,268; 

praktischer  Rücksichten  wegen  (z.  B.  wegen  Vergrösserung  der  Auf- 
sitzfläche) fügen  wir  noch  die  Additionalconstante  von  5*""*  dazu  und 
erhalten  abgerundet  i)  =  1,15  yP  +  T^,  dies  gibt  für  P=  900*>, 
D  =  1,15  yP+  7  =  1,15  y9ÖÖ  +  7  und  abgerundet  D  =  42««. 
Drücken  wir  endlich  noch  D  durch  d  aus,  so  hat  man,  wenn  man  in  der 
Formel  i)=l,15yP+7  für  \^  den  Werth   setzt,    der  sich   aus 

der  Gleichung :  d  =  2,268  +  0,8267  VP  mit  ]'P=      .  ^^' _       er- 

gibt,  D=  1,15  ^"^^826?^^  "^  '^'    abgerundet    i)=  1,4  c?  +  4^*"; 
für  P=  900^^  ergab  sich  oben  d=27'*"*,  dies  gibt  hier 
/)=l,4.27+4  =  42~"». 

41.  Es  sind  die  Schrauben  zu  berechnen,  welche  zum  Deckel- 
verschluss  eines  Dampfcylinders  dienen,  wenn  der  Dampfkolben 
einen  Durchmesser   d  =  iOO"**"  hat   und    der  Dampfdruck    auf  den 
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—T-  1     .3.1 

(40)«.  3.  1.3,14 
4 


r  = 


:  3770«JS^  beträgt. 


Auflösung.    Nimmt  man    nach  einer  empirischen  Formel  die 
SchraubenanzaW  a  =  3  +  — ^  =  3  -f-  ^kk  =  ^^  s^  ist  der  Druck 

P        ^770 

für  eine  Schraube  p=  -^  =  — ^—  =  538,55,  abgerundet^  =  539*^, 

hiermit  wird  der  Kerndurchmesser  einer  Schraube 

d,  =  0,7  V^=  0,7  ^"539  =  16,2o"»'», 

und  der  äussere  Durchmesser: 

d,  =  2,268  +  1,181  d,  =  2,268  +  1,181 .  16,25,  ^,  =  21.46>»^. 

42.  Zwei  Theile  eines 
durch  die  Kraft  P=  2000^^ 

auf  Zug  beanspruchten 
schmiedeisernen  Gestänges 
von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte mit  dem  Durch- 
messer dl  sind  durch  eine 
gezahnte  Ueberplattung  und 
Schrauben  mit  einander 
verbunden     (siehe     neben- 


Fig.  18. 


stehende  Figur) ;  es  sind  die  Festigkeitsdimensionen  dieser  Schrauben- 
verbindung zu  berechnen. 

Auflösung.  Da  man  es  bei  der  Verbindung  zweier  Theile 
durch  Schrauben  möglichst  vermeiden  soll,  die  Schrauben  auf  Ab- 
scheerung  zu  beanspruchen,  so  ist  hier  die  Ueberplattung  mit  Zähnen 
angeordnet,  wodurch  der  die  Schrauben  auf  Abscheeren  beanspruchende 
Zug  P  aufgehoben  wird,  und  könnten  die  Schrauben  auch  ganz 
wegbleiben,  wenn  die  auf  Abscheerung  beanspruchte  Fläche  der 
Zähne  2  ah  cd  entsprechend  gross  genug  und  eine  Verschiebung 
der  verbundenen  Enden  senkrecht  zur  Kraftrichtung  P  nie  zu  be- 
fürchten wäre;  allein  wegen  dieses  letzteren  Punktes  muss  man 
doch  die  Schrauben  anwenden,  setzt  jedoch  die  beanspruchte  Fläche 

abcd  —     A    }''  ^^  ^^™  Falle  jedoch,  dass  die  Kraft  P  nicht 

genau  in  der  geometrischen  Axe  des  Gestänges  wirkt,  kann  es  ge- 
schehen, dass  durch  die  Abscheerung  von  nur  einer  Zahnfläche  abcd 
sammt  den  Schraubenquerschnitten  eine  Trennung  der  beiden  ver- 
bundenen Enden  herbeigeführt  wird ;  man  wird  daher,  um  sicher  zu 
gehen  und  um  die  Schrauben  nicht  zu  beanspruchen,  setzen  müssen, 
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7cr7^         P 
f  =zahcd  —  — -T-  =  — .  In  dieser  Gleichung  ist  jedoch  der  Werth 
4         ^ö 

von  d  unbekannt,  aus  der  Kraft  P  auch  nicht  bestimmbar,  weil  wir 

ja  die  Schrauben  durch  die  Kraft  P  gar  nicht  beanspruchen  wollen; 

da  man  aber  die  Kraft,  welche  zufällig  einmal  senkrecht  zur  Richtung 

der  Kraft  P  die  Schrauben  auf  Zug  beanspruchen  könnte,  nicht  kennt, 

so  kann  man  für  d  auch  nur  einen  beliebigen  Durchmesser  annehmen. 

Tzd'^        P 
Berechnen  wir  d  aus  der  Formel  2  .  -V^  =  -7^^    so  ist 

4  @' 


1  [2 P  _  l/2T2( 
^  Ytc©  "~  V  3,14 


2000 


wie  man  sieht,  w^urde  hier  die  Annahme  gemacht,  dass  die  beiden 
Schrauben   durch    die  Kraft  P  auf  Abscheerung   beansprucht   seien. 

Man  erhält  nun  zur  Berechnung  der  abzuscheerenden  Zahnfläche 

die  Gleichung  /=  ahcd—  ^—P^  =  ahcd  —  201  =^  =  ^^  , 

4  ©  5 

oder  a&c(/  =  201  +  400  =  601"*"**.    Bevor  wir  die  Zahnlänge  afe, 

also  Länge  und  Breite  der  Querschnittsfläche  ab  cd  feststellen,  müssen 

wir  zunächst  noch  die  Querschnittsdimensionen  der  Theile  bestimmen, 

welche  sich  an  die  runden  Gestänge-Enden  unmittelbar  anschliessen, 

d.  i.  die  Dimensionen  h  und  a  (siehe  Figur).  Durch  die  üeberplattung 

wird  der  Querschnitt  an  diesen  Theilen  mn  und  rs  sehr  geschwächt 

und   es    entsteht    in   Bezug    auf   die    Querschnitte   mn  und  rs  ein 

excentrischer  Zug,  welcher  diese  Querschnitte  bedeutend  stärker 

beansprucht,  als  wenn  die  Kraft  P  in  der  Mitte  dieser  Querschnitte 

angreifen  würde.  In  diesem  letzteren  Falle  würde  es  genügen,  wenn  die 

p        2000 

Querschnittsfläche  mn  .  ac  =   -=  — -pi — ,  oder  mu  .  ac  =  334'**"'' 

@  o 

wäre.  Da  aber  der  Zug  excentrisch  ist  (siehe  Lehre  vom  excentrischen 

Zug  und  Druck),  so  nehmen  wir  inn  =  35"'*",  und  ac  =  ÖO'*'"*,  dies 

gibt  die  Fläche  mji ,  ac  =  35  .  50  =  1750"*"*',  also  eine  circa 
5mal  so  grosse  Querschnittsfläche,  als  dem  centrischen  Zuge  ent- 
sprechen würde;  die  Zahnhöhe  wv  nehmen  w^ir  mit  15"**"  an, 
so  dass  Ä  =  35  -f-  15  =  50'""*  =  a  wird.  Für  die  Querschnitts- 
fläche des  Zahnes  ergab  sich  tzftcrf  =  601"*"*'  und  da  wir  die  eine 
Rechteckseite  mit  a  =  50"*"*  annahmen,  so  würde  sich  für  das  Ab- 

scheeren  der  Zahnspitze  i(  u  die  Länge  iu  =  ah  mit  «/>  =  ^     =  10"*"* 

ergeben;  bei  Ausführung  dieser  Verbindung  wird  man  jedoch  aus 
constructiven  Rücksichten  den  W'erth  ah  grösser,  im  vorliegenden 
Falle  etwa  25  bis  30"*'"  nehmen  und  dadurch  natürlich  die  Sicher- 

Graf,  Festigkeit blehre.  6 


Digitized  by 


Google 


82 


heit  der  Verbindung  erhöhen.    Der  Durchmesser  d^   der  Zugstangen 
ergibt  sich  aus  der  Formel :    — r—  =  — ,  woraus 


4P       1/4.2000 


=  \l  o  i  «  -^  =  abgerundet  21'»*"  folgt. 
f   0,14  .  o 


f'-SiM 


r^-/J"'^\ 


är 


> 


f>.^c. 


-[t-fi^ 


43.    Zwei    stabförmige   Körper    von    rechteckigem  Querschnitte 
sind   durch   eine  Ueberplattung    mit   Einlegescheibe    und    Schraube 

verbunden  (siehe  nebenstehende  Fi- 
gur); es  sind  die  Festigkeitsdimen- 
sionen dieser  Verbindung  zu  berech- 
nen, wenn  die  verbundenen  Theile 
durch  eine  in  der  Richtung  ihrer  Axe 
wirkende  Kraft  P  auf  Zug  bean- 
sprucht werden. 

Auflösung.  Damit  die  Schraube 
vom  Durchmesser  d  nicht  auf  Ab- 
scheerung  beansprucht  werde,  ist  die 
Einlegescheibe  vom  Durchmesser  d^ 
angeordnet,  welche  den  abscheeren- 
den  Zug  aufnehmen  soll,   es  ist  dann  die  abzuscheerende  Fläche 

der  Werth  von  d  ist  hier,  da  die  Schraube  durch  die  Kraft  P  nicht 
beansprucht  werden  soll  und  nur  einer  zufälligen,  unbekannten,  sie 
auf  Zug    beanspruchenden    Kraft    widerstehen    soll,    willkürlich    zu 

d^n        P  ,       i/4P 

nehmen;   wir  setzen  — ^  =  -— ,  woraus 


:q: 


Fig.  19. 


-V^ 


ist. 


Zur  Berechnung  der  Dimensionen  i u  ==  «i  und  si  =  a  beachte 
man:  In  Bezug  auf  den  Querschnitt  tu  wirkt  die  Kraft  P  excen- 
trisch,  wir  machen  daher  den  Querschnitt  bei  iw,  a^hi  wenigstens 
4mal  so  gross  als  den  Querschnitt  Sj  h^  der  stabförmigen  Körper, 
wenn   h   die  Breite    der   letzteren    im   Allgemeinen    und    \   an   der 

Verbindungsstelle  ist ;  daher  81^  =  -V^-    Wenn  die  Kraft  P  nicht 


ganz    centrisch    wirkt,    so 

5 


kann 


das  Endstück 


si  in   den  Flächen 


\C8^  ,  YJ  +  (98^.  yJ  +  (<^SiSig ^J  abgescheert  werden ; 

um  jedoch  sicherer  zu  gehen,  rechnen  wir  die  beanspruchten  Flächen 
von  der  Geraden  i^  i^   aus  und  erhalten 


__^     5        —7-5        

f *1  '1     •   "ö"   "T"   '^2  ^3    •   "o"       I       *1  ^3 


,  L  8,    oder 
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8  5  P 

/=  a,^  +  a.-^'\-d^a=z--^  woraus  a  =  ■ 


2    '      •  2    ^     *  S'  (S(5  +  e/j 

folgt.  Die  Dicke  8  der  Einlegescheibe  bestimmt  sich  aus  dem  Um- 
stände, dass  jener  Theil  der  Mantelfläche  des  Schraubenbolzens, 
welcher  von  der  Einlegescheibe  umgeben  ist  und  von  letzterer  bei 
der  Wirkung  der  Kraft  P  gedrückt  wird,  gross  genug  sein  muss, 
um  die  Kraft  P  zu  übertragen;  dieses  wird  dann  der  Fall  sein, 
wenn  das  Product  aus  der  Projection  des  Schraubenbolzen-Umfanges, 
d.  i.  also  des  Durchmessers  d  in  die  Höhe  8  der  gedrückten  Seiten- 

P  P 

fläche  des  Bolzens,  also  rf  8  =  -^  ist,  woraus  8  =  — ^  folgt. 

Es  sei  z.  B.  P=  900^'  und  das  Material  Schmiedeisen,  dann 

V4    900 
— '- — |j—  =  lö"**".    Die  Ringfläche    der   Einlegescheibe   ist 

71  P 

(<7J  —  ci«)  =  — ,  woraus  sich 


4P                              i/4P 
d\  =  -= h  d^  lind  d^  =  \— h  d\  oder 


©71 


^*- 15.3,14 


+  (15)»  =  abgerundet  22» 


ergibt;  wir  nehmen  für  die  Ansführnng  zur  Erhaltung  einer  grös- 
seren Anflageiläche,  d,  =  SO"*".  Nehmen  wir  die  Dicke  S,  der  zu 
verbindenden  Körper  S,  =  10""",  so  wird  die  Breite  derselben 

P  900         ,,^ 

nehmen  wir  die  Breite  h^   mit  b^  =  30**"*,  so  wird 

45,6  _  4.  10.  15  _ 
"•-    6. 30        -^^     ■ 

Die  Dimension  a  ergibt  sich  mit 

-P        _  P 900 ^,^^ 

abgerundet  a  =  5""*,  und  die  Dicke  8  der  Einlegescheibe 

8  =  — i^  =  TE— 7^  =  ^^      ' 

c?®,        15.6 

44.    Es   sind  zwei    schmiedeiseme    Stangen  von   kreisförmigem 
Querschnitte  durch  zwei  Laschen  und  zwei  Schrauben  mit  Einlege- 

6* 
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Scheiben  mit  einander  zu  verbinden  (siehe  nebenstehende  Figur).  Es 
sind    die   Festigkeitsdimensionen    dieser    Verbindung    zu    berechnen, 

wenn  die  beiden  Stangen 
in  der  Richtung  ihrer  Axe 
durch  die  Kraft  P  auf  Zug 


f|f^ — TkP    ^^ansprucht  werden. 


Fig.  20. 


Auflösung.  Damit 
die  beiden  Schrauben  nicht 
auf  Abscheerung  beansprucht 
werden ,  sind  die  Einlege- 
scheiben angeordnet,  welche 
den  ganzen  Zug  P  auf- 
nehmen sollen.  Man  hat 
daher  für  die  Berechnung 
anzunehmen ,  als  ob  die 
Schrauben  nicht  vorhanden 
wären.  Bei  einer  entspre- 
chenden Vermehrung  von  P 

könnten    entweder    die   Einlegeringe    in    der    Fläche    2  .  -   {d\  — «?') 

abgescheert,  oder  das  Auge  der  Zugstange  in  den  Flächen  a  h  .  d^  + 

-j-  c  (/  .  (^0 ,  angenähert  =  2  )\  d'^ ,  ausgescheert,  oder  die  beiden  La- 
schen in  den  Flächen 

2  .  am  .  c  '\-2  .  cn  .  c  '{'2  (amnc ^  l 

ausgescheert,  oder  endlich  die  Zugstange  in   der  Querschnittsfläche 

(7J  y^  zerrissen  werden.  Wir  haben  daher  die  vier  Gleichungen: 
4 

a)  ./;  =  |  =  f(c^-rf^). 

Im  zweiten  und  dritten  Fall  wollen  wir  jedoch  der  Sicherheit  wegen 
nicht  vom  Schraubenmittel  aus,  sondern  vom  Umfange  des  Einlege- 
ringes aus  die  abzuscheerenden  Flächen  rechnen,  also  anstatt  2 1\  d^ 

nur  2 (Vy  —  r^ )  f/o ,    und  anstatt  2  .  a in  .  c  .  2  -\-  2  l  a m nc ^  -  I 

nur  4  [t\  —  rj  r  -|-  2  {i\  —  r^)  2 1\  setzen;  wir  erhalten  daher  für 
den  zweiten  Fall : 

P 


2)    /;=2f/:  ('/•,—/•,): 


& 


für  den  dritten   Fall  : 

'3)   y;  =  4(/-3 


r,)c-\'At\  {r,  —  rj  =  — , 


Digitized  by 


Google 


85 
und  für  den  vierten  Fall: 

wobei  ©  die  Scheerspannung  und  ®,  die  zulässige  Zugspannung  be- 
zeichnet. In  Gleichung  (1)  erscheinen  d  und  d^  unbekannt;  den 
Durchmesser  d  des  Schraubenbolzens,  der  durch  die  Kraft  P  gar 
nicht  beansprucht  werden  soll,  und  nur  einer  zufälligen  Kraft,  die 
in  einer  Richtung  senkrecht  zur  Richtung  der  Kraft  P  wirkt,  zu 
widerstehen  hat,  nehmen  wir  willkürlich  nach  der  Formel,  die 
sich  aus : 

_    d'n         P     .^    ,       ^IYp 
2  .  — —  =  ---  mit  d=  \i  -  — 

4        ©  y  TcS 

ergibt,  an,  wobei  jedoch  noch  zu  berücksichtigen  ist,  dass  die  Fläche  dS 
gross  genug  sei,  um  den  Zug  P,  der  die  rückwirkende  Festigkeit 
(einfache  Druckfestigkeit)  der  Schraube  mit  der  gedrückten  Fläche  rfS 
beansprucht,  zu  übertragen;  hierbei  bedeutet  d  die  Projection  des 
gedrückten  Schraubenbolzenumfanges  und  5  die  Höhe  dieser  gedrückten 
Fläche,  d.  i.  die  Höhe  des  Einlegeringes. 

Es  sei  z.  B.  P=3600^^,  dann  ist 

,       i/'2P       -1/2.3600        ^,  ,^ 
f  71©        I  3,14  .  o 

Wir  nehmen  abgerundet  d  =  20*"*" ;   aus  Gleichung  (2)  erhält  man : 
/,  =  ^  =  I  (rfj  _  d«)  =  i|^  =  720-  oder 

!?^  +  ..  =  <f;  und  ..  =  V-— '+"^'  oä.r 


"1/720.2 
abgerundet  d^  =  30*"*". 


(20)«  =  ^|SbH,3  =  29,3  und 


Die    Dicke   r/J  der   Augen    der    Zugstangen    nehmen    wir    mit 
di  =  20'"'",  hiermit  hat  man  aus  Gleichung  (2) 

/.  =  ^  =  2  rfj  (r,  _  r, )  =  ^-  =  720'»«",  oder 

720  790 

^  +  r.  =  r„oder,,=  2:2Ö  +  l^  =  3^""'- 

Das  Stück  c,  um  welches  der  Ring  in  jede  Lasche  eingelassen 
wird,  nehmen  wir  c  =  S"*"*,  hiermit  ergibt  sich  aus  Gleichung  (3)  : 


Digitized  by 


Google 


86 


/,  =  4c  (r,  —  r.)  -\-  4r.  (r,  —  r,)  =  —  =  720"«",  oder 

4  (»8  —  >■,)  (c  -i-  r.)  =  720,  oder 

720  ,  ,        720 

und  r,  =  r,  -|- 


•»       "-4(.  +  r.)  -"  '•-''^4(c-fr.)' 

'^-^^  +  4(5  +  15)-''*     . 
Aus  Gleichung  (4)  ist 

rf„  =  yi|--  =  yi;^,  rf.  =  0,46  .  V3600  =  27,6  = 

=  abgerundet  28*"'". 

Da  die  Dicke  des  Einlegeringes  5  =  rfj  +  2  c  =  20  -|-  10  =  30~« 

P       3600 
ist,  so  hat  man  t/8  =  20  .  30  =  600''»'"'  =  ^  =  -ß-^  also  genü- 
gend gross  für  die  Druck  Übertragung.  Zur  Bestimmung  der  Laschen- 
dicke Ä  =  c  -+-  Ci ,  haben  wir  zu  bedenken,  dass  der  tragende  Quer- 
schnitt der  beiden  Laschenenden,  in  welche  der  Ring  eingelegt  ist, 

,  .  ^     .  P        3600  ^  .    .  ^         u    ^     V       -. 

gleich  sein  muss  — -  =  — ^— ;  bei  einer  entsprechenden  Vergrosserung 

von  P  können  die  Laschen  in  den  Querschnitten  Qq  a^   und  Cq  c^   in 
den  Augen  zerrissen  werden,  die  auf  Zug  beanspruchte  Querschnitts- 

.,..  V    •  .  ^  V      ^        ^       3600    ^ 
flache  ist  daher  /^  =  —  =  — - —  oder 

600  =  [(rg  —  r)  Ci  +  (r^  —  i\)  c]  4,  woraus 
600  _ 
4        ^^''      ''' _     _  150  — 5  (24  — 15)  _ 


Cj  I    /j 


mm 


folgt,  daher  die  Dicke  der  Lasche  /*  =  c  +  Cj  =  5  -|-  T*/«  =  127^7 
abgerundet  ä  =  13'""*;  hiermit  ergibt  sich  die  Breite  b  der  Lasche 

._Z__J600__48'«« 


©,/!       6.12  V: 

45.  Zwei  schmiedeiserne  Stangen  von  quadratischem  Quer- 
schnitte mit  der  Seite  bi  sind  an  den  Enden  derart  mit  einander 
verbunden,  dass  in  das  gabelförmige  Ende  der  einen  Stange  das  Ende 
der  anderen  Stange  durch  einen  Keil   befestigt  ist  (siehe  Fig.  21); 
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es  sind  die  Festigkeitsdimensionen  dieser  Verbindung  zu  berechnen, 
wenn    die    zwei  Stangen    durch    die    in    entgegengesetzter  Richtung 
wirkenden    Kräfte    P,    P   auf   Zug 
beansprucht  werden.  h, 

Auflösung.  Die  Kräfte  P,  P 
haben  das  Bestreben ,  1 .  die  mit 
einander  zu  verbindenden  Stangen 
in  der  Querschnittsfläche  h\  zu  zer- 
reissen;  2.  den  Keil  in  den  Flächen 
ah.i  -\-cd.h  abzuscheeren  ;  3.  das 
verdickte  Ende  der  einen  Stange  an 
irgend  einer  Stelle  des  Keilloches  in     »  pj^  21. 

dem  Querschnitte  h\  —  63  5  zu  zer- 

reissen;  4.  die  Gabelarme  entweder  an  den  Stellen,  wo  der  Keil 
durchgeht,  in  den  Querschnittsflächen  2  (i,  S^  —  5  5i)  zu  zerreissen, 
oder  an  den  Enden  in  den  Flächen  4S, /^s  auszuscheeren ;  und  end- 
lich 5.  die  Stange  mit  dem  verdickten  Ende  in  den  zwei  Flächen 
2h^h^   auszuscheeren. 


hnr 


5- 


woraus 


ad  1.   Zur  Berechnung  der  Quadratseite  ft,    hat  man  h\  - 
es  ist  z.  B.  P=5400*^  dann  wird 
6,  =  \/ -■-'-:— =  30""". 


«*.==y|iHt; 


^=VT=^ 


ad  2.    Zur  Berechnung  des  Keilquerschnittes  setzen  wir 

7d  +  ha  =  2h,, 

d.  i.   gleich  der  doppelten  mittleren  Keilbreite  (in  der  Richtung  der 
Axe  der  Stangen  gemessen)  und  erhalten 

P         5400 
2b,5  =  ^  =  -  ^    =  1080-""  : 
'  ©  5 

wir  nehmen   zwischen  h^  und  5  ein  Verhältniss  an  und  setzen  z.  B. 
1  =  5,  wodurch  25.58  =  1  =  105»  und  5  =  y^^^  =y-^^^. 

c  =  10,4'«»»,  ferner  ^^^  =  55  =  5  .  10,4  =  52^^"  sich  ergibt. 

P 

ad  3.  Zur  Berechnung  der  Quadratseite  h^  hat  man  :bl  —  ft,,  5  =      , 

woraus,  wenn  diese  quadratische  Gleichung  aufgelöst  wird, 


b. 


/5^ 


2  -\  4 


P 
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ist ;  hier  kann  man  offenbar  nur  das  positive  Vorzeichen  des  Wurzel- 

5 
ausdnickes    gebrauchen,    da    b^    grösser    sein    muss   als    —,    daher 


//10,4- 


=  '^+V(-r)+- 


5400 


oder 


h,  =  5,2  +  1 27,04  +  900  =  5,2  +  30,4467 

and  abgerundet  h^  =36"*'". 

ad  4.    Zur  Berechnung  der  Dicke  5,    der  Hebelarme  hat  man: 
P 

2  (^3  5i  —  5  5i )  ^  —   ,  hieraus  ist  : 

2  8.  (6,  -  S)  =  ^    und    5.  =  gg^^,^_g^  =  gTeTp^TlöJ)' 

oder  5,  =  17,57,  abgerandet  S,  =  18""";  damit  die  Gabelenden  nicht 

aiisgescheert  werden,  hat  man  die  Dimension  65   aus  der  Gleichung: 

P      :  r  P  Ö400 

4  5.  6,  =  ^  mit  K  =  ^^  =  --.-^  =  lo'""'   zu  nehmen. 

ad  5.     Damit    die    Stange   mit    dem   verdickten   Ende    in    den 

P 
Flächen   2h^h^    nicht   ausgescheert   werde,    muss    auch  2h^h^  = — 

gemacht  werden.  Aus  dieser  Gleichung  folgt : 
P  5400 

h    1  7\mtu 

2  .  Zi,  ©    "~  2  .  36  .  5  ~  • 

46.    Es  ist  bei  einer  Ankerschraube   (siehe  beistehende  Figur) 
der  Durchmesser  d  des  unteren  Bolzen theiles,  die  Höhe  h  des  Splintes, 

die  Dicke  h  desselben  und  die  Lcänge  x 
des  Bolzen  Stückes,  welches  vom  Splint- 
loch nach  unten  vorsteht,  zu  berechnen, 
wenn  die  Schraube  durch  die  Kraft  P  auf 
Zug  beansprucht  wird. 

Auflösung.  Die  Kraft  P  hat  das 
Bestreben,  den  Bolzen  an  seiner  schwäch- 
sten Stelle,  d.  i.  da,  wo  der  Splint  durch- 

geht,    in    der    Fläche   /,  =  — hd 

abzureissen    (wenn    wir    das    Splintloch 

im    Bolzen    als    ein    Rechteck    von    den 

^'f?-  --•  Seiten    h   und   d    ansehen),    ferner    den 

Bolzen  unter  dem  Splint  nach  der  Fläche /,  =  2  rrZ  auszuscheeren 

und    endlich    den  Splint    nach    der  Fläche  f^:=z2bh    abzuscheeren. 
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Soll  die  Anker-(Fundainent-)Scliraube  in  diesen  drei  durch  die  Kraft  F 
beanspruchten  Flächen  /j,  /,,  /,  gleiche  Sicherheit  gegen  Abreissen, 
wie  gegen  Ausscheeren  besitzen,  so  muss  offenbar  die  Gleichung 
statthaben:  P=/i  ©  =/,  ©^  =/,  S^,  worin  ©  und  ®,  die  ein- 
tretenden, zulässigen  Spannungen,  bezogen  auf  absolute  und  Scheer- 
festigkeit,  bedeuten.     In    dieser   Gleichung    die    obigen  Werthe    für 

/i ,  A^A  eingesetzt,  gibt:  P==  f~  =  bd^  ©  =  2a:rf©,  =2bh(B,. 

Betrachten  wir    von    dieser   viertheiligen  Gleichung   die  ersten  zwei 

Theile    und    setzen    darin    für   b   den   beliebig,    jedoch   passend  an- 

d 
genommenen   Werth  — ,  so  ist : 


_,       /Turf«         t/'^X.         d\  ^_  ^       i/       4P 

folgt;    setzt  man  hier,  wie  früher  bei  der  Berechnung   der  Befesti- 
gungsschraube, ®  =  2,6  ein,  so  ist: 


es  ist  z.  B.  P=  2500*'^,   so  wird 

(/  =  0,85  V25ÖÖ  =  0,85  .  50  =  42,5«"*. 

Den  zweiten  und  dritten  Theil  obiger  viertheiliger  Gleichung 
betrachtet  und  darin  das  Verhältniss  der  Scheerfestigkeit  des  Schmied- 
eisens zur  absoluten  Festigkeit  wie  7  zu  8  eingeführt,  gibt: 

—  -bd  =  2a:d~^  =  —^-  =  -^xd, 

b  =  -r  eingesetzt  und  x  bestimmt : 
4 

nd^       d'        Ixd       ,       r/=*  ,  ,,        Ixd 

-4-  ""  T "" ~ir'  ''^^'  T  ^'^—^^  =  "T"' 

hieraus  ist:  x=i  ^  =  0,3c7,    oder  für  d   obigen  Werth   ge- 

setzt, gibt 

x  =  0,3  .  0,85  V>=  0,255  \^=  0,255  >55ÖÖ  =  12,75"'~ ; 

bei  der  Ausführung  überschreitet  man  jedoch  diesen  Werth  und 
nimmt  gewöhnlich  x  =  0,9  d.  Bestimmt  man  endlich  aus  dem  dritten 
und  vierten  Theil  obiger  viertheiliger  Gleichung  den  Werth  von  Ä, 
so  ist  aus: 

2xd(B,  =  2bh^,,  h  =  ^  =  ^  =  ix 

b  d 
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und  für  x  den  gefundenen  Werth  gesetzt,  gibt 

Ä  =  4  .  0,255  Vp=  1,02  Vp=  1,02  V25ÖÖ  =  51""». 

Anmerkung.  Die,  eine  Fun damentschraube  auf  Zug  beanspruchende 
Kraft  P  ist  dieselbe,  nach  der  die  Grösse  des  Gewichtsfundaments  der 
durch  Schrauben  auf  einem  Fundament  zu  befestigenden  Maschine  zu 
berechnen  ist.  unter  Gewichtsfundament  versteht  man  im  Maschinenbau 
dasjenige  an  eine  Maschine  oder  einen  Theil  derselben  durch  Fundament- 
schrauben anzuhängende,  resp.  zu  befestigende  Steingewicht,  welches  den 
grössten  in  der  Maschine  auftretenden  Kräften  das  Gleichgewicht  zu  halten 
bestimmt  ist.  Vorausgesetzt,  dass  das  Gewichtsfundament  rationell  ange- 
ordnet und  solid  ausgeführt  wird,  so,  dass  man  dasselbe  als  eine  einzige 
Masse  betrachten  daif,  genügt  es,  wenn  man  es  so  gross  macht,  dass  sein 
Gewicht  das  doppelte  der  grösstmöglichsten  zu  befürchtenden  Kraft 
beträgt,  welche  unter  den  allerungünstigsten  Verhältnissen  von  der  Maschine 
während  ihres  Betriebes  auf  das  Fundament  übertragen  werden  kann. 

47.  Welche  Kraft  muss  angewendet  werden,  zum  Durchstossen 
eines  Schmiedeisenbleches  von  der  Stärke  5  =  10"*"*,  wenn  der 
Durchmesser  d  des  Loches  20"^  betragen  soll? 

Auflösung.  Die  durchzustossende  oder  auszuscheerende  Fläche 
ist  /=ndS,  daher  hat  man  nach  der  Formel  P=f^^  wenn  man 
darin  für  /  den  Werth  und  ©  =  Ä^j  =  35  =  dem  Bruchmodul  für 
Abscheeren  setzt :P=nd5K,  =  3,14  .  20  .  10  .  35  =  21980^^  die 
Grösse  der  zum  Durchstossen  aufzuwendenden  Kraft. 

48.  Das  Schwungrad  einer  Dampfmaschine  bestehe  aus  sechs 
gleichen  Theilen,  von  denen  jeder  mit  einem  Arme  und  dem  zu- 
gehörigen sechsten  Theile  der  Nabe  in  einem  Stück  gegossen  ist 
und  am  Kranze  mit  dem  nächstfolgenden  Theile  durch  eine  ein- 
gelegte schmiedeiserne  Platte  und  zwei  Querkeile  verbunden  ist 
(siehe  Fig.  23). 


Fig.  23. 

Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  des  Schwungringes  (Kran- 
zes), die  der  eingelegten  Platte  und  der  Querkeile  zu  berechnen, 
wenn  die  Dampfmaschine  N  Pferdekräfte  hat,    u  Umdrehungen    pro 
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Minute  macht  und  der  mittlere  Halbmesser  des  Schwungringes 
^  =  3*»  beträgt. 

Auflösung.  Die  bei  der  Rotation  des  Schwungrades  ent- 
stehende Centrifugalkraft  (Fliehkraft)  hat  das  Bestreben,  ein  Stück 
des  Kranzes  in  zwei  Querschnitten  desselben  herauszureissen  und 
wird  daher  durch  diese  Kraft  die  absolute  Festigkeit  des  Schwung- 
ringes beansprucht,  weshalb  dieser  letztere  einen  genügend  grossen 
Querschnitt  haben  muss,  um  der  Fliehkraft  zu  widerstehen ;  allein 
bei  Bestimmung  des  Kranzquerschnittes  ist  die  Rücksicht  auf  die 
Festigkeit  desselben  allein  nicht  massgebend,  sondern  der  Quer- 
schnitt muss  auch  eine  solche  Grösse  haben,  dass  das  Gewicht  des 
Schwungringes  so  gross  sei,  als  für  den  Zweck  des  Schwungrades, 
das  ist  für  die  Regulirung  des  Ganges  der  Maschine,  nöthig  ist. 
Wir  berechnen  daher  den  Querschnitt  des  Ringes  aus  dem  Gewichte 
desselben  und  controliren  dann,  ob  er  auch  der  Festigkeit  wegen 
die  noth wendige  Grösse  habe.  Das  Gewicht  G  des  Schwungringes 
bestimmt    sich    nach    der   in    den  Lehrbüchern   der  Mechanik  abge- 

cb  .  91  iV 
leiteten  Formel   G  =  \ ,,     ,    in   welcher   Formel    d»  und  S    zwei 

von  der  Construction  der  Maschine  abhängige  Grössen  sind  und 
worüber  hier  nicht  näher  eingegangen  werden  kann.  Angenommen, 
^vir   haben    das    Gewicht   des    Schwungrades    mit    G  =  6000^^    be- 

rechnet,  dann  ist  sein  Querschnitt  /==  -^ — r:  - 

2r^By 

wicht   von    1*"'  Gusseisen    und    i?   den   mittleren 

messer  bedeuten. 


wenn   y    das   Ge- 

Schwungringhalb- 
Setzen  wir  die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist : 


/-■ 


6000 


2  .  3,14  .  3  .  7300 


=  0,043626'»*  oder  /=  43626'«'"'. 


Die  Fliehkraft  F  berechnet  sich  nach  der  bekannten  Formel  : 
F=^3)^^fr;  hierin  bedeuten:  o)  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Rades,  3/  die  Masse  desjenigen  Kranzstückes,  welches  bei  einer 
etwaigen  Zerstörung  des  Rades  durch  die 
Fliehkraft  herausgerissen  würde  und  r 
die  Entfernung  des  Schwerpunktes  dieses 
Stückes  von  der  Drehaxe. 

Es  werde  z.  B.  das  Ringstück  AGB 
(siehe  nebenstehende  Figur)  mit  dem 
Centriwinkel  2  a  in  den  zwei  Quer- 
schnitten AA'  und  B  B'  herausgerissen 
durch  die  Fliehkraft  F,  welche  also  die 
absolute  Festigkeit  des  Materials  in  die- 
sen beiden  Querschnitten  A  A'  und  B  B' 
überwinden  muss;  diese  Festigkeit  kann  aber  durch  die  zwei 
gleich  grossen  Kräfte  })  und  (/,  deren  Richtungen  senkrecht  zu  den 


Fig.  24. 
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Querschnittsebenen -4-4'  xmdBB^  sind,  dargestellt  werden,  und  deren 
Resultirende  gleich  und  entgegengesetzt  der  Fliehkraft  ist.  Zerlegt 
man  die  Kräfte  p  und  q  in  je  zwei  auf  einander  rechtwinkelige 
Componenten  p^  und  p^ ,  q^  und  g, ,  so  hat  man,  da  sich  p^  und  qi 
als  einander  gleich  und  entgegengesetzt  aufheben ,  p^  -\-  qi  =  ^, 
ferner  p^  =  q^=p  sin  a,  daher  F=  2p  sin  a,  und  da  p  =  2/© 
(wobei  /  den  Querschnitt  in  A  A*  oder  B  B*  bedeutet) ,  so  ist 
F=2/®sina;  den  grössten  Werth,  den  der  Winkel  a  annehmen 
kann,  ist  a  =  90^  d.  h.  der  halbe  Schwungring  wird  heraus- 
gerissen, dann  ist  sin  a  =  sin  90^  =  1  und  F=2/(B.   Die  Masse 

M  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  M  =     - ,    wobei    G^    das  Ge- 

9 
wicht  des  abzureissenden  Ringstückes  vom  Centriwinkel  2  a  und 
g  =  9,81"*  die  Fallbeschleunigung  der  Schwere  bedeuten.  Da  nun 
der  Schwungring  aus  sechs  mit  einander  verbundenen  Theilen  be- 
steht, so  ist  anzunehmen,  dass  bei  einer  etwaigen  Zerstörung  des 
Ringes  durch  die  Fliehkraft  das  Abreissen  eines  Ringstückes  an 
zwei  Verbindungsstellen  erfolgen  werde,  da  die  Festigkeit  dieser 
letzteren  nur  der  Fliehkraft  zu  widerstehen  braucht,  der  volle  Ring- 
querschnitt hingegen  eine  viel  grössere  Festigkeit  als  eine  Verbin- 
dungsstelle besitzt  (wie  weiter  unten  zu  ersehen  ist);  der  Winkel  a 
ergibt  sich  daher  mit  a  =  30^,  der  grösseren  Sicherheit  wegen 
nehmen  wir  jedoch  den  Maximalwerth  von  a  und  erhalten  dadurch 
das  Maximum  der  Fliehkraft,  aus  welcher  die  Querschnittsdimen- 
sionen der  Verbindungstheile  zu  berechnen  sind.    Man  hat  somit 

6000 


2      _3000_ 

nehmen  wir  die   minutliohe  Tourenzahl  mit  h  =  60  an,   so  ist  die 
W  inkelgeschwindigkeit 


Tzu        3,14.60       ^      .       /3,14.60\ 


'•=(^"-)' 


Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist 
2      sin  a 

'■=3-^r 


hierin   bezeichnen  i?,   und  B^   den    äusseren  und  inneren  Schwung- 

h  h 

ringhalbmesser.    Es  ist  i?i  =  Ä  +  q    ^nd  B^  =  R  —  —  ,    wenn    h 

die  Höhe  des  Kranzes  (in  radialer  Richtung  gemessen)  bedeutet. 
Zerlegen  wir  den  gefundenen  Querschnitt  /=  43626  in  die  zwei 
Factoren   Ä  .  A  =  250  .  174,504    oder    abgerundet    die    Kranzbreite 
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6=175'*'"  (rechteckigen  Querschnitt  des  Kranzes  vorausgesetzt),  so 
ist  i?,=3000-h  ^^-,  i?,  =  3125  und  i?,  =  3000 --^  =  2875; 
es  ist  sin  a  =  sin  30^  =  0,5,  Winkel  a  im  Bogenmass  ausgedrückt, 

^  rx  30  b,28  rw  rrvo        i    x^ 

"*"  =  ^^-360=    12    =0  523,  daher: 

.._2       0,5     r(3,125)^-(2,875)^n_2     ^5 

'    ~  3  •  0,523  L (3.125)^— (2.875)U       3  '  0,523  '    ''  ' 

oder  r  =  2,74*" ;  hiermit  erhält  man 

F=  (0*  Mr  =  40  .  30() .  2,74  =  11179,2*> 

In  der  Gleichung  F=  2/@  sin  a,  oder  11179.2  =  2/S .  0,5  =/@ 
bedeutet  /  nicht  mehr  den  wirklichen  Querschnitt  des  Kranzes,  denn 
dieser  ist  ja  bereits  aus  dem  Gewichte  des  Ringes  mit  /=  43()2()'""** 
bestimmt  worden,  sondern  /  bedeutet  hier  den  Querschnitt,  welchen 
der  Ring  blos  zu  haben  brauchte,  wenn  nur  die  Rücksicht  auf 
Festigkeit  allein  massgebend  wäre  und  der  Werth  der  Fliehkraft 
sich  aus  den  drei  Factoren  w*,  M  und  r  derart  zusammensetzen 
würde,  dass  das  mit  diesem  Querschnitte  /bestimmte  Gewicht  des 
Schwungringes  hinreichend  wäre  für  den  Zweck  der  Regulirung  des 
Ganges  der  Maschine;  dieser  letztere  umstand,  dass  der  Ring  nur 
einen  solchen  Querschnitt  zu  haben  brauchte,  um  nur  der  Festig- 
keit allein  zu  genügen,  wird  nur  in  sehr  seltenen  Fällen  eintreten, 
weil  dann  die  Tourenzahl  u  und  der  Halbmesser  B  verhältniSsmässig 
sehr  gross  ausfallen  würden  und  praktischer  oder  constructiver  Rück- 
sichten wegen  das  Rad  nicht  wohl  ausführbar  wäre;  andererseits 
stellt  dann  aber  auch  der  Querschnitt  /  den  Querschnitt  derjenigen 
Theile  vor,  welche  zur  Verbindung  zweier  Ringtheile  dienen,  wie 
z.  B.  hier  den  Querschnitt  der  eingelegten,  schmiedeisernen  Platte. 

F  11179  2 

Man  erhält  /=  -^rr^-. =  -i,-.<-4 -  =  '6127""" ;  würden  wir 

2  ©  sin  a  2  .  3  .  0,0 

z.  B.  annehmen,    wir   setzen   das  ganze  Rad  aus  zwei  Theilen    zn- 

äammen,  so  hätte  man  wegen  a  =  90"  und  sin  a  =  1 

_  2     _  J_        r  (3,125)»  -  _(2,875V -]  _  2        1 

''~'3  \'     90'  L  l3,125)'—  (2,875V  J  ~    '    '  3  '  1,57  ' 
^"•300 

r  =  1,82(5'" ,  F=AO.  30Ü  .  1,82G  =  22350,24«i'  und 

2  @  .  sin  a  2  .  o  .  1 

wie   man   sieht,    kommt    in   beiden    Fällen    nahezu    derselbe  Werth 
von  /  heraus,    eigentlich   müsste    in  beiden  Fällen    genau    derselbe 
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Werth  von  /  herauskommen ;  diese  Differenz  von  2*"*"*  rührt  blos 
von  den  bei  der  Berechnung  uns  erlaubten  Vernachlässigungen,  resp. 
Abnindungen   in    den  Decimalstellen    her.    Denn,  wenn  man  in  der 

F 

Gleichung  /==  _  ^    . für  i^den  Werth  F=(ü^Mr  einsetzt,  so  ver- 

®  "^        2  ©  sm  a 

schwinden  die  Grössen,  die  den  Winkel  a  enthalten,  wie  man  in  Fol- 
gendem ersehen  kann :  Bezeichnet  G  das  Gewicht  des  ganzen  Schwung- 
ringes, so  wiegt  ein  Stück  desselben  vom  Centrivrinkel  2  a  offenbar 

360  180  TT  TT  TCy 

2a<>  a°  ¥ 

,     aÖ                ^     oiG     2sina/i??  — iJ^X       , 
^  =  (0» .  .  r  =  (0* . .  ^   ^     (  -5= 5^  J,  oder 

(t      2  /^  R^ Z?*  \ 

F=  (I)* . .  TT-  .  sin  a  I  --^- ~  1,  hiermit  wird 

71(7     3  \Bl  —  Jil/' 

na     Xig  — /?;x_    (i)«G       /^i??  — i?;\ 
71(7 .  3  .  2  @  sin  a  '  \  i??  —  ÄJ  /  ~  3¥^"©  '  \^  —  Ri/' 


^       ü)^ö.2. 

/= 


40 .  6000 

/=; 


3.3,14.9,81.3 

Man  sieht  also,  dass  es  für  den  Querschnitt/  der  Verbindungs- 
theile  zwischen  zwei  Kranzstücken  gleichgiltig  ist,  aus  wie  viel 
Theilen  der  Schwungring  zusammengesetzt  wird;  nur  die  Flieh- 
kraft F  ändert  sich  mit  dem  Winkel  a.  Wir  haben  hier  die  zu- 
lässige Spannung  ©  =  3*^  gesetzt,  also  einen  ungewöhnlich  hoben 
Sicherheitsgrad  angenommen,  weil  man  im  Allgemeinen  nicht  voraus- 
setzen darf,  dass  die  Arbeit  an  den  Verbindungsstellen  der  Kranz- 
theile  so  exact  ausgeführt  wird,  dass  bei  der  Rotation  des  Rades 
nicht  Stösse  zwischen  den  Verbindungstheilen  eintreten  könnten, 
wodurch  die  Festigkeit  der  Theile  bekanntlich  bedeutend  mehr  be- 
ansprucht wird,  als  bei  ruhiger  Belastung. 

Der  Querschnitt  /,  der  schmiedeisernen  Verbindungsplatte  wird 
durch  das  Loch  für  den  Querkeil  um  die  Fläche  c,  5i  (siehe  Figur) 
geschwächt,  daher  /i  =  3727  +  Cj  8^  ;  wir  machen  die  Annahmen, 
c,  =  30«»»  und  5,  =  40'"'»,  somit  /  =  h,8,  =  3727  -f-  30  .  40  = 
=  4927"**"',  hiermit  ergibt  sich  die  Höhe  Ä,    der  Platte : 

Ä,  =  ^^|I=  123,175, 

abgerundet  Äj  =  124*""». 

Der  Keil  wird  in  den  zwei  Querschnittsflächen  2  6,  Cj  auf  Ab- 
scheerung    beansprucht,    wobei   6,   die   Breite    des   Keiles    bedeutet. 
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Man  hat  nun  :  2  61  c^  Sj  =  h^  5i  @,  woraus  61  ==  -^-^  .  -=^  ist ;   das 

® 

Verhältniss  -^  der  Zugspannung  zur  Scheerspannung  bestimmt  sich 

aus  dem  Verhältniss  zwischen  Zug-  und  Scheerfestigkeit  des  Schmied- 

©         40        8 
eisens,  das  ist  -r^  =  tt^t  =  -=-»  ^lan  erhält  somit : 
@i        00         7 

AA     1_4927^     8_ 
^*  —  2  c,    •  7  ~  2  .  30  •  7  ~"  • 

Die   Platte   vom   Querschnitte    h^  Sj    wird    femer    in    den   zwei 
Flächen  2  6,  S^   auf  Ausscheeren  der  Endstücke  beansprucht,  weshalb 

26. 5,  e,  =  26,  c,  @,  und  6.  =  ^  =  "^^  =  ^^'^^ 

abgerundet  6,  =  71*""*  ist. 

Zur  Bestimmung  der  Entfernung  c  des  Keilloches  von  dem  Ende 

des  Ringstückes  hat  man  nur  zu  bedenken,    dass  dieses  Stück  des 

F 
Kranzes  in  den  zwei  Querschnittsflächen  2c{b  —  8j)  =/=^— — : — 

auf  Abscheerung  beansprucht  wird;  wir  fanden  oben 


/=-> 


(ü'ff      /B\—B» 


die  Zahlenwerthe,  sowie  <S,  =  -^  eingesetzt,  gibt : 


f= 


40 .  6000         r(3425)»—  (2,875)n 


000 r(3.125)«- (2.875)3-1  _ 

,81.0,5  L(3425)«  — (2,875)d~  '  ' 


3.344.9,; 

wir  nehmen  auch  hier  die  Scheerspannung  @,  für  Gusseisen  aus 
demselben  Grunde  so  gering,  wie  oben  die  Zugspannung  bei  der 
schmiedeisernen  Verbindungsplatte. 

Man  erhält  aus  der  Gleichung  2c{b  —  5,)  =  22362 

_    22362    _      _22362___ 

^—2(6  — 80  ~  2"(175  — 40)  —  ^^'^' 

abgerundet  c  =  83*"*". 

Nun  haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  der  Querschnitt  des 
Schwungringes  gross  genug  sei,  um  der  Fliehkraft  mit  der  genügenden 
Sicherheit  zu  widerstehen.  Der  schwächste  Querschnitt  des  Ringes 
ist  da,  wo  an  der  Verbindungsstelle  zweier  Theile  die  Schmiedeisen- 
platte eingelegt  und  der  Querkeil  hindurchgeht;  hier  ist  der  Quer- 
schnitt fz=hb  —  [Äi  5i  +  (6  —  5i)  cj,  oder  da  ä6  =  43626  ist,  so 
hat  man,  wenn  die  Zahlenwerthe  eingesetzt  werden: 

/=  43626  —  [124  .  40  +  (175  —  40)  30]  =  43626  —  9010, 
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/=  34616'»'»';  wir  fanden  oben: 
daher  hat  man : 


3j:</@  V-ß;- 


tö' 


®: 


oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

6000         r(3,125)'  —  (2,875)«-] 
?,875)d 


40. 


r(3,] 

L(3;] 


_  _     3.344.9,81  L(3,125)'^  —  (2  _         _ 
^_     _.  ""34616  '        ""   — 

40  .  6000  .  4,3 

~  3  .  3,14  .  9,81  .  34616' 

oder  ©  =  0,48*^;  wie  man  sieht,  ist  die  Festigkeit  des  Schwung- 
ringes gross  genug,  da  die  eintretende  Spannung  nur  den  geringen 
Werth  von  0,48*'^  hat. 

49.  Zwei  Theile  eines  Schwungrades  sind  durch  zwei  an  den 
Seiten  des  Kranzes  eingelegte,  schwalbenschweifförmig  geformte, 
schmiedeiserne  Platten  und  durch  sechs  Schrauben  miteinander  veT- 

bunden  (sieHe  nebenste- 
hende Figur).  Es  ist 
der  Durchmesser  ä  einer 
Schraube  und  die  Dimen- 
sionen einer  der  beiden 
schmiedeisernen  Platten 
zu  berechnen,  wenn  die 
in  Folge  der  Fliehkraft 
Fig.  25.  entstehende ,    den    Kranz 

auf  Abreissen  beanspruchende  Kraft  P=:  10000*^  ist  und  deren 
Richtung    senkrecht    zur   Trennungsfläche    beider  Kranztheile    steht. 

A  u  f  1  ö  s  un  g.  Zur  Berechnung  des  Schraubenbolzendurchmessers  d 

hat  man  die  Gleichung :   6  .  — .     =   ^  ,  woraus 

4  ^ 


2P 


2  .  10000 


r/==V-ö^=  Vo'  0'^^--^=:   =20,6 
V  371®         V  3.3,14.5 

und  abgerundet  (7  =  21'"'"  folgt;  man  kann  jedoch  diesen  Durch- 
messer auch  kleiner  nehmen,  da  die  Schrauben  wegen  der  schwalben- 
schweifförmigen  Einpassung  der  Platten  nicht  auf  Abscheerung 
beansprucht  werden.  Eine  jede  der  beiden  Platten  wird  in  der 
Querschnittsfläche  h  8  auf  Zug  beansprucht ;   in  geringer  Entfernung 
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von  der  Trennungsfuge  wird  dieser  Querschnitt  zwar  wieder  etwas 

vergrössert,    aber  auch  durch  das  Schraubenloch    geschwächt;    der 

P 
Sicherheit  wegen  setzen  wir  daher  2  (/iS  —  c?5)  =  -~,  woraus,  wenn 

man    zwischen   8   und   h   das  Verhältniss  —  =  3    annimmt,    folgt : 

68«—  2(/8  =  ^  oder 


=  6±V36 


+  6©'  "^'' 


^=-^.V-- 


+  6 


10000 


36 


d  +  \12441 

^  6  '■ 


da  hier  offenbar  nur  das  positive  Vorzeichen  der  Wurzel  brauchbar  ist, 


80  hat  man :  S  = 


21  +  111 


_  22'"«»,  hiermit  wird  A  =  3  5  =  66" 


Eine  jede  der  beiden  Platten  wird  ferner  in  den  zwei  Flächen 
ab  .  S  -\-  cd  .i  =  2c5  auf  Abscheerung  durch  die  Kräfte  F  bean- 
sprucht, daher 

>•    »        ^        j  ^         j  10000  „_„„„ 

4c5  =  -g-  und  -=45@;.  oder  c  = -j-^-^-^  =37,9««; 

constructiver  Rücksichten  wegen  wird  man  aber  diese  Dimension  c 
grösser,  hier  etwa  zweckmässig  85"**"  nehmep,  um  für  die  Schrauben- 
muttern den  nöthigen  Platz  zu  schaffen. 

Dem  Fleisse  des  Le- 
sers bleibt  es  überlassen, 
die  Festigkeitsdimensio- 
nen der  in  den  beiden 
folgenden  Figuren  darge- 
stellten Verbindungen  (Fi- 
gur 26  Verbindung  zweier 
Schwungradkranztheile , 
Fig.  27  Verbindung  eines 
Radkranzes  mit  einem 
Arme)  zu  berechnen. 

50.  Es  ist  die  Wandstärke  x  einer  gusseisernen,  hohlen  Trommel 
zu  berechnen,  die  den  Haupttheil  einer  Centrifugaltrockenmaschine 
bildet,  800  Umdrehungen  pro  Minute  macht  und  einen  inneren 
Halbmesser  von  Ä  =  0,5"'  und  eine  Höhe  von  ä  =  1,5*"  hat.  Die 
Substanz,  die  sich  in  der  Trommel  befindet  und  vermöge  der  Flieh- 

Orat  FMtigkeitfllehre.  7 


Fig.  26. 
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kraft  gegen  die  innere  Trommelwand  gedrückt  wird,  bildet  eine 
cylindrische  Schichte  von  der  in  radialer  Richtung  gemessenen  Dicke 
d  =  100"**"  und  hat  pro  Kubikmeter  ein  Gewicht  von  q^  =  150^^. 


Fig.  27. 

Auflösung.  Die  Substanz  wird  sich  auf  der  inneren  Trommel- 
wand gleichförmig  vertheilen  und  einen  hohlen  Cylinder  bilden  von 
der  Höhe  h  und  den  Halbmesser  R  und  R  —  d.  Wir  nehmen  auch 
hier,  wie  beim  Schwungrade  an,  dass  durch  die  Fliehkraft  ein 
Cylinder,  dessen  Basis  ein  ringförmiges  Stück  vom  Centriwinkel  2  a 
und  den  Halbmessern  R  und  R  -\-  x  ist,  herausgerissen  würde.  Die 
Fliehkraft  ist  hier  gleich  der  Summe  der  beiden  Fliehkräfte  Pj  +  P«, 
wovon  Pj  durch  das  Trommelstück  mit  dem  Centriwinkel  2  a  und  P, 
von  dem  auf  diesem  wirkenden  ringförmigen  Substanzstück  vom 
Centriwinkel  2  a  hervorgerufen  wird,  daher  die  Fliehkraft  P=Pi+P,. 

Nach  Früherem  ist:  P^  ==  co^J/j  r^  = *— ,  wobei  G^  das  Gewicht 

9 
des  abzureissenden  Trommelstückes  vom    Centriwinkel    2  a  und  den 
Halbmessern  R  und  R -\- x,  ferner  g  die  Fallbeschleunigung  g  =  9,81** 
bedeuten.     Multiplicirt  man  das  Volumen  dieses  Ringstückes,    d.  i. 


n [{R  +  X)'- R*]h: .  |^  =  {(Ä  -|_  x)' ■ 


P*]  ha  mit  dem  Gewichte  g^ 


einer  Volumeinheit  Gusseisen,  und  dividirt  dieses  Product  durch  g. 


so  erhält  man  ^/i  = 


haq,  [(R  +  xy  —  R']^ 


die  Entfernung  rj   des 


Schwerpunktes  dieser  Masse  iVj   vom  Drehpunkt  ist  nach  der  Schwer- 

somit 


IX  i\  2     sina    (R  +  xY  —  R^ 

punktslehre  r^  =  —  .  — 
ö 


to'Äag^i     (R '^  x) 


P,=r_:ir^ 


g        •  (P  +  x)' 


{R  +  xy- 

-P«    2 


P» 


sina 


P» 


[(/?  +  ^)2_/?aj^  oder 
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P,  =  -^  . "'  [{R  +  jc)»  —  i?«] ;  in  gleicher  Weise  findet  man 

o  g 

P,  =  (ö=3f,  r^  =  ^'^'^',  hier  ist  ö,  =  tc  [i2«  —  (Ä— f«^]  hq^  .  5^, 

femer 

2     sin  a    i?«  —  (Ä  —  (f)«       ^      _ 

man  erhält  nun  durch  Addition  von  P,   und  Pg : 

<j)' .  Ä  5-  sin  a 
F= ? 

2(i>'Äsina 


[(Ä  _^  or)»  -  Ä«]  <?.  +  [Ä»  -  (Ä  -  (i)«]  ?,  ,  oder 


-^  -  "'37°-  [«•  (^+  '')*  +  ^'(«»  -  2')  - «.  (Ä  -  '^•] ; 

diese  Fliehkraft  F  hat  das  Bestreben,  das  Guss-Ringstück  vom  Centri- 
Winkel  2a  in  den  zwei  Querschnitten  2xh  auszureissen ;  daher  setzen 
wir  auch  hier  in  gleicher  Weise,  wie  bei  Berechnung  des  Schwung- 
rades (siehe  dort)  die  die  Festigkeit  eines  Querschnittes  xh  er- 
setzende Kraft  =  p  resp.  =  q^  zerlegen  diese  Kräfte  genau  wie  dort  in 
die  Componenten  p^  und  q^  resp.  j;,  und  q^  und  haben  jt/g  =  ^,  =  j>  sin  a ; 
weil  ferner  i>j  +  ^2  =  ^  ist,  so  hat  man  auch  hier :  P=  2p  sin  a  und 
da  2p  =  2/@,  oder  2^?  =  2a;Ä®  ist,  so  folgt  P=2a;Ä©sina;  man 
erhält  somit,  wenn  man  diesen  Werth  von  F  in  die  Rechnung  einführt : 

2arÄ@sma  =  ^^^^- [3.  (i2  +  x)'  +  Ä'(2.-<?.)-ft(Ä-d)'], 
oder 

X®  =  ^  [3.  (Ä  +  xY  +  Ä«  (g,  —  5.)  —  9.  (i?  —  d)'],  oder 

^^^  =  <?,(«  +  ^y  +  i?'  (!?.  —  2.)  —  ?.  (Ä  —  «^',  oder 


ü)» 


(Ä  ^  ,).  _  3£^  =  iL  (ij  _  rf)»  _  :?!(?LlZ?i) ; 
beiderseits  ^ —  abgezogen,  gibt: 
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Betrachten  wir  die  Grösse  B  -\-  x==:y  als  unbekannt,  so  kann 
man  diese  kubische  Gleichung  entweder  streng  auflösen  nach  der 
Unbekannten  y,  oder  man  kann  hier,  wenn  man  die  Zahlen werthe 
einsetzt,  durch  Probiren  für  i?  +  a;,  also  auch  für  x  einen  Werth 
finden,  der  der  Gleichung  genügt.  Schlagen  wir  das  letztere  Ver- 
fahren ein,  und  setzen  probeweise  R  ~\-  x  =  0,505*" ,  also,  weil  B 
mit  0,5*"  gegeben  ist,  a;  =  O^OOö*"  =  5"**",  ferner  ©=1,75*^'  pro 
Quadrat-Millimeter,  also  pro  Quadrat-Meter  ©  =  ITÖOOOO*'^;  wir 
nehmen  die  zxdässige  Spannung  deshalb  kleiner  als  sonst,  weil  die 
Trommel  wegen  des  Wasserabflusses  mit  vielen  Löchern  versehen  ist, 
wodurch  ihre  Festigkeit  geschwächt  ist.  Man  erhält: 

3. 1750000 ^,81_    oöOö-JöO    ,05_01)»4- 
7300  T^Vi^  •  8QQ\  •  ■  "  7300  ^"'^      "'^^  + 


7300  —  150  \  ,^  ^,.      3  .  1750000  .  9,81  ■  0,5 

3,14.  800 \'' 


/  7300- 150  X 


oder  wenn  man  den  linken  Theil  der  Gleichung  mit  L,  den  rechten 
Theil  mit  R  bezeichnet  und  die  angezeigten  Operationen  verrichtet, 
so  folgt: 

2.  =  0,128787625 -4^^-.  0,505, 

L  =  — 0,379874744,  der  rechte  Theil  gibt: 

ji  =  JP    .  0,064  -f  0,1224315068  —  0,5036261079, 

/?  =  — 0,3798795326; 

wie  man  sieht,  ist  der  linke  Theil  der  Gleichung  gleich  dem  rechten 
Theil  bis  auf  die  sechste  Decimalstelle,  und  man  kann  daher  den 
Werth  von  x  =  5*"*"  gelten  lassen.  Diese  Wandstärke  ist  für  die 
praktische  Ausführung  zu  klein  und  wird  man  daher  die  Cylinder- 
wand  wohl  nicht  unter  9  bis  10*""*  Stärke  ausfCihren. 

51.  Es  ist  die  Wandstärke  8  eines  hohlen,  gusseisernen  Cylinders 
vom  lichten  Durchmesser  d  und  der  Länge  /  zu  berechnen,  wenn 
er  an  den  beiden  Endflächen  geschlossen  und  mit  Dampf  von  a 
Atmosphären  Spannung   gefüllt  ist. 

Auflösung.  Wenn  wir  hier  von  der  Theorie,  welche  die 
Festigkeit  der  Gefässwände  mit  innerem  Drucke  behandelt,  absehen, 
und  den  Cylinder  auf  Abreissen  berechnen,  so  haben  wir  die  Pro- 
jection  der  gedrückten  Fläche,  d.  i.  die  Grösse  dl  in  Rechnung 
zu  bringen.  Wir  machen  die  Annahme,  dass  das  Abreissen  in  zwei 
Flächen  erfolgt,  von  denen  jede  den  Querschnitt  5/  hat;  der  Druck, 
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dem  diese  Flächen  zu  widerstehen  haben,  ist  dlax,  wo  a  den 
Druck  einer  Atmosphäre  bedeutet.  Man  erhält  daher  dlax  =  25l®, 

(IIa  OL        da  OL 
woraus  8  =  ^^  -s^-  =  -^^^    folgt ;  verstehen  wir  unter  d  den  Durch- 
messer  in  Centime tern,    so  ist  a   der  Druck   einer  Atmosphäre   auf 
1^*,    dieser  Druck    beträgt    aber   bekanntlich   1,0333^^  oder   ange- 
nähert 1^^,    daher  a=l    und  5^**  =  ^— ;    wir    setzen    ©  =  200 

da 
(pro  Quadrat-Centimeter),  somit  ist  5  =  -j.^-  Es  sei  z.  B.  (i  =  60"" 

und  a  =  4,  so  ist  5  =   -y^   =  0,6^  =  6""";    diese   Wandstärke 

ist  zu  gering  für  die  praktische  Ausführung  und  ausserdem  zu 
gering  für  die  anderweitigen  Bedingungen,  die  der  Dampfcylinder 
zu  erfüllen  hat.  Dieser  soll  nicht  allein  fest  genug  sein,  sondern 
er  soll  auch  dicht  halten,  d.  h.  er  soll  durch  die  etwaigen  Guss- 
poren keinen  Dampf  entweichen  lassen;  er  soll  ferner  gegen  Ab- 
kühlung geschützt  sein  und  auch  die  Möglichkeit  gewähren,  noch 
einmal  ausgebohrt  werden  zu  können,  ohne  dass  dadurch  die  Wand- 
stärke zu  gering  würde;  dieses  Alles  erreicht  man,  wenn  man  dem 
durch  die  Fostigkeitsgleichung  gefundenen,  theoretischen  Werthe 
eine  Constante  beifügt;  man  erhält  praktisch  gut  brauchbare  Werthe 

für  5,  wenn  man  setzt :  8*^  =  j^  -\-  2^  bis  8^*  =    ,  .  .-  4-  3^ ; 

eine  andere  gute  empirische  Formel  für  die  Wandstärke  der  Dampf- 

cylinder  ist  auch  6"**"  =5=  -  r^ -|- 20'""'. 

100 

Im  vorliegenden  Beispiel  würde  man  nach  der  ersten  Formel, 
wenn  man  die  Constante  mit  2^  annimmt,  erhalten : 

da  ßO    4 

nach  der  zweiten  Formel  erhielte  man:   S  :^  -         -|- 20  =  26**»***. 

100 

52.  Eine  schmiedeiserne  Zugstange  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte, welche  durch  die  Kraft  P=4240*^  auf  Zug  beansprucht 
wird,  ist  mittelst  eines  Bolzens  vom  Durchmesser  c/, ,  der  durch  das 
gabelförmige  Ende  (Ohr)  der  Zugstange  geht,  an  irgend  einem 
anderen  Körper,  z.  B.  einem  eisernen  Dachsparren  von  T- förmigem 
Querschnitte  oder  an  einem  gusseisemen  Schuh  zu  befestigen  (siehe 
Fig.  28  und  29);  es  sind  die  Festigkeitsdimensionen  dieser  Ver- 
bindung, das  sind  der  Durchmesser  d  der  Zugstange,  der  Durch- 
messer dl  des  Bolzens,  die  Breite  b^  und  Dicke  b  eines  Gabelarmes 
und  der  Halbmesser  r  des  Gabelohres    zu  berechnen. 
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Auflösung.  Der  Durchmesser  d  der  Zugstange  folgt  aus  der 

Gleichung:  /= — -^ —  = -i^,  hieraus  ist 
4  @ 


rf-V^^  _  1/4:4240  _ 

''-y^©  -y  3,14.6  -^^ 


Fig.  28.  Fig.  29. 

Der  Bolzen  vom  Durchmesser  d^  ist  zweischnittig,  d.  h.  er  wider- 
steht der  ihn  auf  Abscheerung  beanspruchenden  Kraft  P  mit  zwei 
Querschnitten.  Zur  Berechnung  von  d^   dient  daher  die  Gleichung: 

2njl  _    "^  ■' 

drücken  wir  den  Durchmesser  d^    durch  d  aus,  so  hat  man : 


woraus 


v'2/>  _i/2.4240_      ^^ 
'''-VtcS.  -\  3,14.5  -^^  ' 


2r.rf?©, 


^.=^VÄ-='\& 


oder  c/j  =  0,756 r/  folgt;  zur  Berechnung  der  Breite  \  und  der 
Dicke  h  der  Gabelarme  dient  die  Bedingung,  dass  der  Querschnitt 
der  beiden  Gabelarme  gleich  dem  Querschnitt  der  Zugstange  sein 
muss,  wenn  beide  dieselbe  Widerstandsfähigkeit  der  Kraft  P  entgegen- 

7w(7^  P 

setzen  sollen;  es  ist  dann:  2bhi  =  —r-  =  -^,  wir  machen  die  An- 


e' 


nähme  6i=1.25r/,  hiermit  wird: 


2h.l,2bd  =  -4^,  oder  2,56=-,-, 
4  4 


woraus 


r,d        344.30 


^  =  10-= 


K» 


=  9,42 
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und  abgerundet  h  =  10~»,  also  h,  =  1,25  .  30  =  37,5"»«  folgt.  Der 
Halbmesser  r  des  Gabelohres  bestimmt  sich  aus  dem  Umstände, 
dass  dasselbe  in  den  zwei  Flächen  ut  .b  und  r 5  .  ft,  also  zusammen 
in  der  Fläche  2ut  .h  nach  den  Geraden  u t  und  r 8  ausgescheert 
würde  bei  entsprechender  Vergrösserung  von  P;  der  Sicherheit 
wegen    nehmen   wir    jedoch    statt    der  Dimension   tit    oder   rs   das 

Stück  « r  =  c  =  r ~  in  Rechnung  und  erhalten : 

4  c  6  ©1  =  — j —  =  P,  woraus 


l&h'  ^,~  \W  1~  146       • 

Tzd 
folgt,  wir  fanden  oben  b  =  -j^,  diesen  Werth  eingesetzt : 

—  -ff  «  —  -Tf  '  7r^x?r  —  ^/i^i'*  «1 , 


11   ^       7  7  •  0,756 

10 

abgerundet  c  =;  d^  ;   daher  folgt  aus :  c  =  r ^, 

r  =  c  +  ^^  =  1 ,5  (/i  =  1,5  .  23  =  34,5-«. 

Nun  bleibt  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  gross  die  Ent- 
fernung e  (siehe  Figur)  im  Minimum  zu  machen  ist,  dass  ein  Aus- 
scheeren  des  Sparrenstückes  txzr  in  der  Gesammtfläche  {tx  -\-  rz)5 
nach  den  Geraden  tx  und  rz  nicht  erfolge. 

Setzen  wir  tx  +  rz^=z2e  und  die  Dicke  der  Sparrenrippe, 
welche  von  den  Gabelarmen  umfasst  wird,  gleich  5,  so  muss  die 
Gleichung  stattfinden: 

setzen  wir  5  =  6=  10""*,   so  bestimmt  sich  e  am  bequemsten  aus 
der  Gleichung: 

2e5@,  =  26,6@,  woraus  <>  = -^  =  37,5  .  |- =  42,8"*- 
und  abgerundet  e  =  43^***"  sich  ergibt. 

53.  Die  hölzerne  Säule  eines  Hängewerkes  hat  einen  Zug  von 
P=  8000*"^  auszuhalten,  es  soll  mit  der  Säule  der  horizontale 
Balken  A  (siehe  Fig.  30),  dessen  Breite  130"*"»  betrage,  mittelst 
Eisenband  und  Bolzen  verbunden  werden.  Es  sind  die  Festigkeits- 
dimensionen dieser  Verbindung  zu  berechnen. 
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Auflösung.  Der  Bolzen  vom  Durchmesser  d  ist  zweischnittig, 

^  ^      2nd^      ^       P        8000        ,^^^ 
daner   — j —  =  r  =  -;;:-  =  — -= —  =  loOO,  woraus 
^  5 


^=\ 


2.1600 


7C 


=  32*^ 


folgt.  Mit  Rücksicht  auf  die  Länge  des 
Bolzens  ist  es  zweckmässig,  wenn  man, 
um  einer  etwaigen  Biegung  vorzubeugen, 
den  Bolzen  etwas  stärker  macht  und 
d  =  40**"  nimmt. 

Die  Dicke  h  der  Hängesäule  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung: 

/=  130  ft  —130d=  f-,  woraus 


-{-ISOd 


)  130  ~  13 


+  c?,  oder 


h  = 


+  rf  =  93,2  +  40,  abgerundet  h  =  133"«~  folgt. 


130  .  0,66 

Wählt  man  für  das  Eisenband  ein  Flacheisen  von  20' 
so  folgt  die  Breite  b^   des  Bandes  aus: 


Stärke, 


/=2 
8000 


20<„_2.,20  =  |  =  ?«5; 


hieraus  ist 


b,= 


6 


+  iOd 


40 


8000  +  240  .JO  _  17600 
"240  '     ~  240 


73,3« 


Endlich  ist  noch  zu  berechnen,  in  welcher  Entfernung  vom 
unteren  Ende  der  Hängesäule  der  Bolzen  anzuordnen  ist,  damit  ein 
Ausscheeren  des  Holzes  nicht  eintrete,  und  wie  gross  die  Entfernung 
der  Bolzenmitte  vom  oberen  Rande  des  Eisenbandes  im  Minimum 
sein  müsse,  dass  ein  Ausscheeren  des  Bandes  an  seinem  oberen  Ende 
nicht  zu  befürchten  sei.  Bedeutet  z  die  Entfernung  der  Bolzenmitte 
vom  unteren  Ende  der  Säule,  so  könnte  bei  entsprechender  Ver- 
grösserung  von  P  ein  Ausscheeren  des  Holzes  in  den  zwei  Trennungs- 
flächen 130  2:  und  130-2  nach  den  zwei  Geraden  nni  und  rs,  also 
in  der  Gesammtfläche  (260  2:)'""**  stattfinden,  der  grösseren  Sicherheit 

wegen  führen  wir  jedoch  anstatt  z  die  Entfernung  z —  ^  =  ^  —  20  in 


die  Rechnung  ein,    und  haben:  / 

8000 
0,(r7".'260 
abgerundet  z  =  440'*"*  folgt. 


woraus  z 


20  = 


:2«,(.-20)  =  |  =  |^-, 
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Zur  Berechnung  der  Entfernung  z^   der  Bolzenmitte  vom  oberen 
Rande  des  Eisenbandes  hat  man  nur  zu  bedenken,  dass  letzteres  in 

vier  Trennungsflächen,  von  denen  jede  die  Grösse  (20  .  mw,  )""*»*  hat, 
nach  den  Geraden  m  m,  und  r  r^  auf  Ausscheerung  durch  die  Kraft  F 
beansprucht  wird ;  der  Sicherheit  wegen  nehmen  wir  jedoch  statt  der 

d 


Dimension  mm^  =  rr^  =  z^   nur  z^ 


und  erhalten  I 


/=4.^(.-0=i. 


woraus 


z,—2Q  = 


80.©. 


und  -2,  =  20  + 


8000 
80.5 


:40*"'»  folgt. 


54.  Der  Sparrer  S  S^  des  beigezeichneten  Pultdaches  hat  einen 
Druck  P=5000^  in  der  Richtung  seiner  Axe  auszuhalten  und  ist 
mit  dem  horizontalen  Bai-  ^yV''w,/'y/z 

ken    Ä  B    verzapft.     Der  ' 

Zapfen  ist  40"*'"  hoch  und 
130*"*  breit;  es  soll  be- 
rechnet werden,  in  wel- 
cher Entfernung  x  der- 
selbe vom  Ende  des  Bal- 
kens A  B  anzuordnen  ist, 
damit  ein  Ausscheeren 
des  Balkens  ^  ^  in  dem 
Stücke  A  A^  nicht  statt- 
finde ;  in  dem  rechtwin-  ^^^'  ^'• 
keligen  Dreiecke  A^  zv  ist  die  eine  Kathete  zi=.  !"•  und  A^z-=  3'". 

Auflösung.  Wir  zerlegen  zunächst  die  Kraft  P  in  die  zwei 
auf  einander  rechtwinklig  stehenden  Componenten  A^M  =  p  und 
Ai  C  =  q^  so  stellt  die  Gerade  A^  M  die  Grösse  des  Horizontal- 
schubes dar,  welcher  das  Balkenstück  von  der  Länge  x  auszu- 
atossen  bestrebt  ist.  Die  Kraft  p  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung 
der  zwei  ähnlichen  Dreiecke  A^  M  N  und  A^  vz.  Aus  der  Aehnlichkeit 
dieser  Dreiecke  folgt:  A^  M :  A^  N=:  A^z  :  A^  r,  oder  da  Ai  M  =  p^ 


A,z  =  3,  A,N=P==  6000  und  A,  vz=^ A.z^-]- vz\ 
oder  A^v  =  ^])  '\-  1  =  YTÖ  ist,  so  hat  man  auch : 

p  :  5000  =  3  :  iTO ,  woraus  p  =  ~~-^--  =  HU^ff   folgt. 

Die  bei  der  Abscheerung  entstehenden  Trennungsflächen  sind: 

mn  .  X  =  130 ir,  om  .  x  =  -iOx,  pn  .  x  =  4:0 x,  daher  die  gesammte 
abzuscheerende  Fläche 
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P    4744 
/=  130x  +  40  a:  +  40  a-  =  210a:  =  -^  =  -^^, 

4744 


woraus 


~  0,07  .  210 
und  abgerundet  x  =  323"""  folgt. 


=  322,7 


1      ^ 

ix 
fr 

55.  Es  sind  bei  einer  Nietverbindung  (einfache  Ueberplattungs- 
nietung,  siehe  nebenstehende  Figur)  der  Durchmesser  d  eines  Niet- 
j  bolzens,    die   Entfernung  x   zweier   benach- 

.^^^^^^^"vS  barter  Nietenmittel  einer  Nietreihe,  die  Ent- 

fi^^^^^mi^K^iS^'^f  fermmg  y  der  Mittellinie  der  Nietreihe  vom 
Blechrande  zu  bestimmen,  wenn  die  Niet- 
naht nur  eine  Nietreihe  enthält  und  die 
Verbindung  von  den  Kräften  P,  —  P,  deren 
Richtung  senkrecht  zur  Nietbolzenaxe  ist, 
derart  angegriffen  wird,  dass  sie  die  zu 
verbindenden  Bleche  von  der  Stärke  5  pa- 
rallel zur  Trennungsfläche  derselben  ausein- 
ander zu  ziehen  und  die  Nietbolzen  abzu- 
Fig.  32.  seheeren  suchen. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Nieten  einer  Niet- 
reihe mit  n  und  untersucht,  welche  Wirkung  die  Kräfte  auf  die 
Nietverbindung  ausüben,  so  findet  man:  Die  Kräfte  haben  das  Be- 

streben,  die  Nietbolzen  in  der  Gesammtquerschnittsfläche  /,  =  — j — 

abzuscheeren,  ferner  das  Blech  zwischen  den  Nietlöchern  in  der 
Querschnittsfläche  /,  =  S  (/  —  7id)  abzureissen,  wobei  l  die  Länge 
der  Nietnaht  bedeutet ;  ausserdem  haben  die  Kräfte  P,  —  P  das 
Bestreben,  mit  dem  Momente  P8  das  Blech  zu  biegen,  wodurch 
die  Tragfähigkeit  der  Verbindung  geschwächt  wird;  von  dieser 
letzteren  Einwirkung  wollen  wir  jedoch  hier  absehen.  Bemerkt  sei 
nur,    dass  die  Wirkung  dieses  Momentes    bei  eintretender  Biegung 

§ 
der  Bleche  durch  die  dabei  erfolgte  Verkleinerung  des  Hebelarmes  -^ 

geringer  wird,    und   pflegt   man   daher  den 
P   Blechen  gleich  von  vornherein  eine  dauernde 
Fig.  33.  Biegung  zu  geben,  wie  nebenstehende  Figur 

anzeigt.  Machen  wir  die  Annahme,  dass  die  beiden  Nietenmittel  an 

den  Enden   der  Nietnaht  je  -^   vom    Blechrande    abstehen    (in    der 

Richtung    der  Länge    der  Nietnaht    gemessen),    so  kann  man    auch 

f^=z[{x  —  d)  {n  —  1)  +  ^  —  ^]  8  setzen,  oder  reducirt  : 

f^  =  (nx  —  nd  —  X  +  d  +  X  —  d)l  =  nh  {x  —  d). 
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Soll  nun  die  Nietverbindung  in  allen  ihren  Theilen  gleiche  Festigkeit 
haben,  so  muss  offenbar  die  Gleichung  statthaben:  P=/,  @j  =/,  ®. 
Für  die  Widerstandsfähigkeit  der  Nietungen  haben,  sowie  insbe- 
sondere von  Fairbaim  bei  Gelegenheit  des  Baues  der  Britannia- 
brücke  angestellte  Versuche  ergeben,  dass,  wenn  die  Festigkeit  an 
der  Nietstelle  ebenso  gross,  wie  diejenige  des  vollen  Bleches  sein 
soll,  d.  h.  wenn  der  Bruch  mit  gleicher  Wahrscheinlichkeit  in  den 
Nieten  und  im  Bleche  eintreten  soll,  die  zulässige  Schubspannung 
pro  Quadrat-Millimeter  Nietbolzenquerschnitt  gleich  der  zulässigen 
Zugspannung  pro  Quadrat-Millimeter  Blechquerschnitt  gesetzt  werden 
könne.  Wir  erhalten  daher  aus  obiger  Gleichung,    wenn  wir  für  /^ 

und  /,   die  Werthe  setzen  :  P= — —  =  m8  {x  —  d)  @ ;    setzt 

man  @,  =  ©,    so  folgt  aus  den  beiden  ersten  Theilen  dieser  drei- 

l/'4P" 
theiligen    Gleichung    der   Nietbolzendurchmesser   rf  =  \ / r^  ;    die 

Anzahl  n  der  Nietbolzen   kann  man   zwar  beliebig   wählen,    jedoch 

muss  man  dieses  immer  mit  Rücksicht  auf  den  umstand  thun,  dass 

der  von  der  Anzahl  der  Bolzen  zum  Theil    abhängige  Durchmesser 

desselben  nicht  zu  gross  ausfalle  im  Verhältnisse  zur  Blechstärke  5 ; 

d 
gewöhnlich  nimmt  man  -  -  =  2,    es    ist   jedoch    nicht    gleichgiltig, 

wie  gross  man  dieses  Verhältniss  macht ;  denn  das  Blech  überträgt 

den  empfangenen  Zug  auf  den  Nietbolzen  in  einer  Berührungsfläche, 

welche  die  Hälfte  ABC  (siehe  nebenstehende  Figur) 

eines  Cylindermantels    vom  Durchmesser  d   und    der 

Höhe  5  ist.  Die  Projection  dieser  gedrückten  Fläche  auf 

eine  zur  Druckrichtung  senkrechte  Ebene  ist  d  5  und 

wenn  Si  die  rückwirkende  Festigkeit  (Druckspannung) 

pro  Quadrat-Millimeter  Querschnitt  bezeichnet,  so  ist  **' 

P=  rf 5  ®, ,  daher  auch  P=  — -. =  Sj  f7 S  «,  oder  0  =  17  g^" 

setzt,  und  ®,   bestimmt,   so  ist  ®,  ==    '^  =  1,57©;    man  sieht, 

dass  die  Druckspannung,  welche  das  Blech  im  halben  Nietloch  aus- 
zuhalten hat,  schon  grösser  ist,  als  die  Zugspannung  des  Bleches; 

wurde  man  -r-  >  2  nehmen,  so  würde  das  Blech  im  Nietloche  eine 

5 

zu    grosse    rückwirkende  Spannung    auszuhalten    haben,    und    man 

würde    befürchten    müssen,    dass  in  Folge    davon    an  dem  Nietloch 

auf  der  Druckseite  aufgeworfene  Ränder  entstehen  würden ;  je  kleiner 
j 

man  also  -^    nimmt,    desto   geringer    ist    die   erwähnte  Gefahr    des 

0 

Aufwerfens  des  Bleches  am  Nietloche.  Aus  dem  zweiten  und  dritten 
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Tznd* 
Theile    obiger   dreitheiliger  Gleichung    folgt :  — j—  =no  {x  —  d); 

5.         ^      .  .  ^      TZd^  d  ^ 

setzt  man  o  =  -^   ein,  so  ist :   --.--  =  -^  (if  —  a),  woraus 

—  =x  —  d  und  j:=  —  +  d=d(-^  +  l\=2,b7d 
folgt,  oder  für  d  den  Werth  gesetzt: 

rf  =  V— -^-,  gibt  x  =  2,57\-^. 

Die  Vernietung  könnte  ausser  durch  Abscheerung  der  Niet- 
bolzen oder  du)*ch  Abreissen  des  Bleches  zwischen  den  Nieten  noch 
dadurch  zerstört  werden,  dass  das  zwischen  den  Nietbolzen  und 
dem  Blechrande  befindliche  Blech  ausgescheert ,  hinausgeschoben 
wird,  wenn  die  Entfernung  y  des  Nietenmittels  vom  Blechrande  zu 
klein  wäre ;  allein,  es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  ein  Ausscheeren 
des  Bleches  zwischen  Blechrand  und  Bolzen  in  den  zwei  Quer- 
schnittsflächen ab  .  5  und  cd  .  8  nach  den  Geraden  a b  und  c d 
(siehe  Figur  der  Vernietung)  erfolgen  würde,  sondern  es  ist  anzu- 
nehmen,   dass    nur   eine    einzige    Trennungsfläche    von    der    Grösse 

(y  —  -^1  S  sich  bilden  und  durch  Biegung  des  Bleches  eine  Oeff- 

nung  für  den  Durchgang  des  Bolzens  sich  darbieten  würde.    Diese 

Dimension  y  entzieht  sich  gänzlich  der  Berechnung.  Man  geht  aber 

.  ,  ^        nd^  .    ^        (^       -i    i± 

sicher,  wenn  man  y  0  =  — -. —  setzt,  woraus  man  mit  5  =  -^^^  erhält : 
•^  4  2 

Tzd 
y=^^z=lold'f     da    femer    aus    dem    gefundenen    Werthe    von 

X  =  2,57 d  folgt,  X  —  d=  1,57 c/,   so  hat  man  auch :  y  =  x  —  d. 

Die  Anzahl  n  der  Nietbolzen  bestimmt  sich  bei  gegebener  Länge  / 
der  Nietnaht  aus  der  Gleichung :  f^z=8(l  —  n d)  =  bn{x  —  rf),  wor- 
aus l  —  nd  =  NX  —  nd  und  n  =  —  folgt;  für  x  den  Werth  gesetzt, 

X 

x  =  2,bld,  so  ist  ;i  =  -    ._     =0,389 —  und   für   d   den    gefun- 
Z,Oi  d  d 

denen  Werth  gesetzt,  gibt : 


0,389/         ^..^^.i/nTi© 


'4P  T    4  P 


oder  die  Gleichung  quadrirt : 
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rnzK 


w»=  (0,389)"  /« .  -xp-'  woraus 
0,1188®/» 


F 

0,12®/« 


und  abgerundet 


folgt.   Setzt  man  diesen  Werth  von  w  in  die  Gleichung  für  d  ein, 
so  ist: 


Y^ 


4P  ■   '  2P  ^      ^       3,274P 

oder  d  = -— 


^^0,12©/'        (5/VÖ42« 

Es  sei  z,  B.  die  Länge  l  der  Nietzahl  1=1*^,   die   die  Niet- 
verbindung  angreifende   Kraft  P=  20000*^,    dann   ist,    wenn  man 

©  =  5  setzt,  die  Nietenanzahl  n  =  — '- — ' =  30.    Die 

Jüüüu 

Entfernung  x  zweier  benachbarter  Nietenmittel  kann  entweder  nach 

V4P 
;^,    oder    bequemer   nach    der   Formel 

x  =  ~-  bestimmt  werden;    in    beiden  Fällen   erhält  man  denselben 
n 


Werth;  ic  =  — ^^7^ — :=:  33*/8*'***'.     Der    Nietbolzendurchmesser    kann 


1000 

30  

-1/  4P 
entweder   nach    der  Formel   d  =  V —   oder   aus  der  Gleichung 

X  33  * 

X  =  2,57  d  mit  d  =  ir^^~n~  =  ^  p,'r^   ^^^^  endlich  nach  der  Formel : 

3  21  AP 

d= — jr^~'  berechnet  werden,    in    allen    drei  Fällen   erhält  man 

denselben  Werth  d  =  13'"'".  Die  Entfernung  ij  des  Nietenmittels  vom 
Blechrande  wird  y  =  1,57  ^  =  1,57  .  13  =  20,4  und  abgerundet 
y  =  21"^. 

Ist  die  Nietverbindung  eine  mehrfache  üeberplattungsvernietung, 
d.  h.  besteht  die  Nietnaht  aus  mehr  als  einer  Nietreihe  und  heisse 
die  Anzahl  der  Nietreihen  *,  so  muss,  wenn  die  Nietbolzen  dieselbo 
Widerstandsföhigkeit  gegen  Abscheeren,  wie  das  Blech  zwischen  den 
Nieten   gegen  Abreissen   haben   sollen,    die   Gleichung   erfüllt   sein : 

ntTzd*& 
P= -j =  5  (/  —  nd)  ®,  wobei  wieder  /  die  Länge  der  Niet- 
naht und  n  die  Anzahl  Nietbolzen  in  einer  Reihe  bezeichnen.   Wir 
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treffen  die  Anordnung  so',  dass  die  Nieten  in  den  einzelnen  Reihen 
gegen  einander  versetzt  erscheinen  (siehe  beistehende  Figur),  dann  ist: 


/  —  H(l  =  {x  —  d)  {n  —  1)  -|-  —  a-  —  d,  oder 


/  —  n  d  =  n  (x — d)  +  -^,  daher 


'      aus    den    ersten    zwei    Theilen    dieser   Glei- 


Flg.  35. 


— ; — —  ;     aus    dem 
zweiten  und  dritten  Theile  der  Gleichung  folgt: 
nxTid^ 


—  (nx—nd  +  |-^5, 


oder  S  =  ö"  eingesetzt,  gibt 
niT.d> 


ndx 


oder  beiderseits  durch  ^-  dividirt: 


nd 


xd 


nind  -,    ,    ^ 

— ^ —  =  nx  —  nd  -\-  ^,  woraus 


2n+l 


folgt,  oder  für  d  den  Werth  gesetzt: 


_    n  (i7Z  +  2)  i/   4P 


x  = 


Die  Anzahl  n  der  Nieten   bestimmt   sich   hier  wieder   aus   der 
Gleichung : 

3x 

l  —  nd  =  {x  —  d)[n  —  1)  + d;  hieraus  ist : 

*d  X 

l  —  nd  =  xn  —  nd  —  x  +  d  '\-    ^    —  rf,  oder : 
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.    X  ^~J  21  — X 

lz=znx  +  -^,  woraus  n -. 


2'  X  2x 

sich  ergibt;  für  x  den  Werth  gesetzt,  gibt: 

Hd{in-\-2) 


21- 


2n+l  4:nl  +  2l  —  nd(iTZ  +  2)       , 

—  — ,  oder 


~        2nd{in  +  2)  2 nd  {in  +  2) 

2n+l 

2n*d  (in  +  2)  =  Anl  +  2l  —  nd  {in  +  2),  oder 

« _     r  4:l  —  d{in+2)n  _  l 

""       "^L      2d{in  +  2)     J~  d{in  +  2)' 

setzen  wir  der  Kürze  wegen  den  Ausdruck  c?  (in  +  2)  =  a,  so  ist: 

{4:1  — a)         l 

n*  —  n^—^ '-  =  -, 

2  a  a 

Diese  quadratische  Gleichung  nach  n  aufgelöst: 


_4;--^      i/y4/  — aX«^  l  _  4:l  —  a  +  ){4l  —  a)*+16al 

oder 

_    Al  —  a±i}llQl^  —  8al  +  a*+16al  _  4^  — a+V(4?  +  g)"' 
''  —  4^~  ^  -"  i^  ' 

oder 

4:l  —  a  +  {4:l-\-a) 

^  = TZ ' 

4a 

das  negative  Vorzeichen  der  Wurzelgrösse  kann  hier  offenbar  nicht 
gebraucht   werden,    weil  sonst  n   negativ    herauskäme,    was   keinen 

4;_  a  4-4^4-  a        21 

Sinn  hätte,   daher  n  = f =  —  oder  für  a  wieder 

4a  a 

21 
den  Werth  gesetzt,  gibt :  n  =  -— ^- .    Einfacher  gelangt  man 

a  (t  TT  +  ä) 

21—  X 
zu  diesem  Werthe  von  n  wie  folgt :  In  der  Gleichung :  n  =  — ^ — 

(U  X 

im    Zähler    und    Nenner    des    rechten    Theiles    durch    x    dividirt: 

^-1 

X  21 

n= ^r ,  oder  2n  = 1 

2  X 
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und  für  x  obigen  Werth  x  =  — ^ ^ —  eingesetzt,  gibt : 

_     ^^       2/(2n-hl)  21 

2  w  +  1  =  — —  -; ^  oder  1  = 


ncl{tn  +  2)  nd{in'\-2y 

21 
woraus  n  =  --— r.    folgt ;  in  diese  Gleichung  für  d  den  Werth 

a  (« 71  -f-  2) 


gesetzt   d  =  \ ^  .^      ,  gibt: 


21 

-,  hieraus  n  bestimmt: 


(in  +  2) 


7^^:^-2  •  V^^^^.  q'^^^rirt 


V71 1  W  @ 


4/*7:iM® 


diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichung  für  d  eingesetzt,  gibt  den 
Nietbolzendurchmesser  unabhängig  von  der  Nietenanzahl,  aber  ab- 
hängig von  der  Länge  l  der  Nietnaht,  wie  folgt: 


4P 2P(i7t4-2) 

®  '  P(/7:  +  2)«' 


setzt  man  hierin  /=  1,  so  erhält  man  wieder  den  bereits  gefundenen 
Ausdruck  für  d,  entsprechend  der  einfachen  üeberplattungs Vernietung. 
Es  sei  z.  B.  P=  20000*'^  i  =  2,  Z=  1»«,  dann  erhält  man: 

(l000)^34£.2.^   _    1570__ 
200Ö0  (2~.  3,14  +  2)«  ~  (8.28)«  ~      '     ' 

abgerundet    w  =  23 ;     der    Nietbolzendurchmesser    d    kann    wieder 

1.    1     17        ,  ^       i/  4/^        -i/      4.20000  ,^.,,        ^ 

nach  der  Formel  d  =  \-r—^  =  l/irTT— ri  -  ^o     -  =  10,52,  und 
yTT/w©       1344.2.23.5 

abgerundet   ^=11*'*'",    oder    nach   der    Formel    <i  = ^-::l-,— -, 

,       2.20000(2.3,14  +  2)        33,12        ,^,, 

'=—3:1-4.2.5.1000     ==-3Tir  =  ^^-^^  ""'  "'«^"^"'^^ 

^7=11»"«  gefunden  werden. 
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Die  Entfernung  x  zweier  benachbarter  Nietenmittel  einer  Niet- 

■^     ■  A  2?  2000  2000        .o-,     ^ 

reihe  wird  ^—-2,JZZ\  —  2  23  4-1  ~     47     =  42,55,  abgerundet 

ar  =  43"" ;  es  wird  ferner  die  Entfernung 

y  =  ^4-*  =  0,785  .2.11  =  17,27"». 

Die  Entfernung  x^  je  zweier  Nietreihen  von  einander  ist  beliebig; 
man  nimmt  gewöhnlich  x^=2  \'t  d  bis  3  d,  oder  betrachtet  auch  a;, 
als  die  Höhe  eines  gleichseitigen  Dreieckes,  von  dem  zwei  Eckpunkte 
in  zwei  einander  benachbarten  Nietenmitteln  einer  Nieten  reihe,  und 
der  dritte  Eckpunkt  in  dem  Nietenmittel  der  nächst  liegenden  Niet- 
reihe  sich  befinden. 

untersuchen  wir  noch,  wie  sich  bei  der  einfachen  Ueberplattungs- 
vemietung  die  Tragkraft  des  vollen  Bleches  zu  der  in  der  Nietnaht  ver- 

mzd^  d 

hält,  so  hat  man  aus  der  Gleichung:  —^ —  =  (/  —  7i(/)8  =  (/  —  ^d)^; 

wenn  man  diese  nach  /  auflöst: 


nd  TZ 


=  l  —  nd  und  l  =  ndf~+  lY 


der  volle  Blechquerschnitt  ist  /  5  =  /  -^  und  für  /  den  eben  ge- 
fundenen  Werth  eingesetzt,  -^  (  "ö"  "^~  O'  ^^®  Tragkraft  des  vollen 
Bleches  ist  daher:  P=  —^  I  -^  +  1  )  @>  die  Tragkraft  der  Niet- 

stelle  ist :  P,  = ^  — '   vergleichen  wir  diese  beiden  Tragkräfte, 

so  ist: 

^    ^        nd^/"  TZ     .    .\^      nd^TZ® 

P:  Pj  =  y  +  1  :  y  =  2,57  :  1,57,  oder 

P:  Pi  =  1  :  0,61  ==  100  :  61 ;  die  Tragkraft  des  vollen  Bleches  ist 
daher  39%  grösser  als  die  der  Nietstelle;  da  nun  diese  letztere 
unter  allen  Umständen  so  fest  sein  muss,  dass  sie  den  auf  sie 
wirkenden  Kräften  mit  der  genügenden  Sicherheit  widerstehen  kann, 
so  iolgt  daraus,  dass  bei  dieser  Anordnung  der  Nieten  (sämmtliche 
Nieten  in  eine  Reihe  zu  stellen)  die  Festigkeit  des  Bleches  nicht 
ganz  ausgenützt  wird.  Um  die  Verringerung  der  Tragkraft  der  Niet- 
Graf,  FeBtigkeitslehre.  g 
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stelle  zu  vennmdern,  ordnet  man  die  Nieten  in  mehreren  Reihen  an, 
in  welchen  sie  gegen  einander  versetzt  erscheinen,  wodurch  die  relative 
Verschwächung  der  Tragkraft  der  Nietstelle  kleiner  wird,  wie  nach- 
folgende Rechnung  zeigt:  Die  Anzahl  der  Nietenreihen  einer  Niet- 
naht sei  i,  die  Anzahl  Nieten  einer  Reihe  sei  «,  so  hat  man  aus  der 

Gleichung:    — - — ==  (Z — '»w)-^-,    wenn  man  diese  nach  /  auflöst: 

— ^  i  =  l  —  nd  und  1  =  nd  (-^  -{-  Iß; 

die  Tragkraft  des  vollen  Bleches  ist :  P  =  /  5  @  und  für  /  den  eben 
gefundenen  Werth  und  S  =  -^  eingesetzt,  gibt : 


die  Tragkraft  der  Nietstelle  ist: 

HTZdH® 

jPi  = j ,  daher : 

i':-P,  =  '^+l:^^  =  ^'  +  2:7:«=l:-^s,   oder 
P:P,  =  1:-    ^ 


man  sieht,  dass  der  Bruch  ^  sich    immer   mehr   der  Einheit 

nähert,    je    grösser    i  d.    i.    die   Anzahl    der  Nietreihen   wird;    für 

.      „      .  ,   P       8,28        828  1  100    ,      .      ^      .  , 

^  =  2,  wird  --  =  -gg-  =  ---  =  --  =  ^^,  für  .  =  3.  wird 

P        11,42       1142  1  1000      ,   ,         ,    P       100 

J>  -  -9:42  =  -942"  =  0825  =  "825-  """^  ''bgerundet^-  =  -^^- 
wie  man  sieht,  ist  bei  zwei  Nietreihen  die  Tragkraft  der  Nietstelle 
nur  um  25®/o,  bei  drei  Nietreihen  nur  um  circa  IT^o  kleiner  als 
die  Tragkraft  des  vollen  Bleches,  woraus  erhellt,  dass  mit  der  Zu- 
nahme der  Anzahl  der  Nietreihen  die  Festigkeit  der  Nietnaht  sich 
der  des  vollen  Bleches  immer  mehr  und  mehr  nähert. 


Digitized  by 


Google 


115 

Untersuchen  wir  endlich  noch,  welchen  Einfluss  das  Verhältniss 
d 
-g-  auf  die  Festigkeit  der  Nietstelle  hat.  Wir  hatten  bei  der  einfachen 

üeberplattungsvemietung  die  Gleichung: 

nizd*  ^.  ^^     ^      Tzd^ 

-.—  =  m5  (x  —  d)  oder  -7-  =  5x  —  dS, 


beiderseits  durch  5*  dividirt: 


TT  >^^\«       d 

4  Vi/  "^y 


X 

'5' 


die  relative  Verschwächung  des  Bleches  in  der  Nietstelle  kann  dar- 

^ ff 

gestellt  werden  durch  den  Ausdruck  — - —  ;  aus  der  letzten  Gleichung 

folgt:  |-|  =  J(-g-)',    Oder    x-d  =  |(|y5    und    da 

K  Z'  d\^  / 

a?=-7-l-^)   5  +  d  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die  beiden  letzten 

Gleichungen  durch  einander  dividirt : 

n  /d\\ 

x  —  d_~i\5j  ^  

im  rechten  Theile    der  Gleichung  Zähler    und  Nenner    des    Bruches 
durch  den  Zähler  dividirt, 

x  —  d  1  1 


aas 


-      1  + '1 i  +  ü' 

dieser  Gleichung  und   der  Gleichung  ~^  =  i  (  x  /    "f"  ä"  ^^^ 

d 
ersichtlich,  dass,  je  kleiner  das  Verhältniss        genommen  wird,  desto 

X 

kleiner  auch   --,  also  desto  dichter  die  Fuge  wird;  man  wird  daher 

0 

für  -^  ein  möglichst  kleines  Verhältniss  nehmen  bei  den  sogenannten 
0 

Gefässnietungen,    d.  i.  bei  genieteten  Gefässen,   welche  wegen  ihres 
flüssigen  oder  gasförmigen  Inhaltes  dicht  halten  müssen,  wie  Dampf- 

8* 
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» 

kessel,  Reservoire;  je  grösser  -^  genommen  wird,  desto  mehr  nähert 

5 

X  —  d 
sich  der  Bruch  der  Einheit,    d.    h.    desto   kleiner   wird    die 

X 

relative  Verschwächung   des  Bleches    in   der  Nietstelle.     Diese  Ver- 

grösserung  des  Verhältnisses  ^  kann    jedoch    bei   der   Anordnung, 

0 

sämmtliche  Nieten  in  eine  Reihe  zu  stellen,  nur  bis  zu  der  Grenze 
gehen,  dass  die  Grösse  des  Normaldruckes  zwischen  dem  Nietbolzen 
und  seiner  halbcylindrischen  Stützfläche  im  Nietloche  einen  gewissen, 
noch    zulässigen,    bereits    früher    ermittelten    Werth    ©^  =  1,57  ® 

■  bei    -^  =  2  I  Glicht  viel  überschreitet,   damit  keine  aufgeworf( 

Ränder   an    den   Druckseiten    der  Nietlöcher   entstehen.     Soll    diese 

P 

Druckspannung  ©^  =  -r^  nicht  grösser  sein,  als  die  auf  die  Niet- 

7wrf»@ 

bolzen  ausgeübte  Scheerspannung,  so  muss  (7  5  S  =  — -. —  sein,  beider- 
seits durch  S'  dividirt : 

d         71  /d\*  d         4        ,  o^  .  ,  . 

Man  wird  daher  das  Verhältniss   y"  ^^i  den  sogenannten  Festig- 

0 

keitsnietungen,  wie  Brückenträger  und  überhaupt  genietete  Blech- 
balken, grösser  und  bei  Gefässnietungen  des  dichten  Verschlusses 
wegen  kleiner  nehmen.  Man  finOet  z.  B.  bei : 

-g-  =  1,5,  2,  2,5 

-~  =  3,27,  5,14,  7,41 

f-=1.77,  3,14,  4,91 

?^:i^  =  0,54,  0,61,  0.66. 

X 

Ebenso  zeigt  sich  auch  bei  der  mehrfachen  Ueberplattungsver- 

nietung  dieser  Einfluss  des  Verhältnisses  ^  auf  die  Nietstelle.   Wir 

nehmen  wieder  an,  dass  die  Nieten  je  zwei  benachbarter  Nietreihen 
einer  Nietnaht  gegeneinander  versetzt  sind,  dann  ist 
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X 

l  —  nd  =  n{x  —  d)  -\-  -^ 


und  man  hat 

^-Jl^=:(l—nd)S  =  rn{x  —  d)'\-^']o,  oder 

ind*n        ^  ,•.      .    ^5  ^/      .     1\        ,«. 

—  —  =  5 « x  —  don  +  -  —  =a;oln  +  -^  I  —  aon, 

beiderseits  durch  S'  dividirt,  gibt: 

tTzn  /  d\*       X  /      .     1\         dn 


woraus 


d» 


5 
^ —  oder 


6        2(2/1  +  1)  VS/    ^  2«+  1  '  8 

folgt.  Um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  erlauben  wir  uns  die 
Vernachlässigung,  im  rechten  Theile  statt  2  /e  -t-  1  nur  2  »  zu  setzen, 
wodurch  ein  nur  sehr  geringer,  vemachlässigbarer  Fehler  im  Re- 
sultat entsteht ;  man  erhält  dann : 

l"  =  T(l)'+y=  hierausist 
X        d        ITT  /d\*      ,  ,        ind* 

tTzd^ 
beiderseits  durch  x  =     .  ^    +  d  dividirt : 
45 

ind* 
X  —  d  45  1  1 


+  d        1  4-  ~r--,v        1  + 


4S  ind*  iizd 

X 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  für  ^    ist  bezüglich 

des  Verhältnisses  -^  dasselbe   ersichtlich,    was  bereits    bei  der  ein- 
fachen üeberplattungsnietung  über  den  Einfluss  dieses  Verhältnisses 
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auf  die  Festigkeit   und   die  Dichtheit   der  Nietnaht    gesagt    wurde. 

Wir  setzen  auch  hier  y  S  =  — ^ —  und  statt  des  rechten  Theiles  dieser 

4 

Gleichung  den  Werth,  der  sich  für  —j—  aus  der  Gleichung: 

ergibt;  mau  erhält: 

,       T.d'^        [^'(•^-rf)+2]'^         S[2n{x-ä)  +  x]8      , 

y5=— .-  =  -^= : =     ^       '-,^.    '-        -^,   oder 

4  in  2  in 

_  2nx  —  2n(l  +  x  _  x {2n -{- l)  —  2fid 
^~  2  in  ""  27^  ' 

wir  können,    ohne  einen  wesentlichen  Fehler  zu  begehen,    zur  Ver- 
einfachung   des    für   y    gefundenen    Ausdruckes    statt    2«  -j-  1    im 

X  —"-  et 

rechten  Theile  2  n  setzen,  und  erhalten  daher  y  =  — -, — ;  so  findet 

man  für  a  =  2  und 

|-  =  1,5,    2,         2,5 

^  =  5,03,  8,28,  12,32 

0 

^^^^  =  0,7,     0,76,     0,8. 
.r 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  relative  Verschwächung  des 
Bleches  durch  die  Nietlöcher  dann  nicht  berücksichtigt  zu  werden 
braucht,  wenn  die  Bleche  nicht  gezogen,  sondern  gedrückt  werden; 
wie  dies  z.  B.  bei  den  unteren  Gurtungen  der  Brückenträger  vor- 
zukommen pflegt,  weil  dann  nämlich  die  Nietbolzen,  wenn  sie  gut 
eingepasst  werden,  den  Druck  ebenso  gut  übertragen,  als  das  volle 
Blech  das  zu  thun  vermag.  Der  Querschnitt  der  Nietbolzen  bestimmt 
sich  in  gleicher  Weise,  wie  bei  gezogenen  Blechen.  Bei  Dampf- 
kesselnietungen wird  die  Entfernung  x  zweier  Nietenmittel  einer 
Nietreihe  im  Maximum  zu  x=^2,bd  genommen.  Bei  Festigkeits- 
nietungen nimmt  man  im  Maximum  —  =  2,5. 

56.  Es  sind  bei  einer  einfachen  zweiseitigen  Laschennietung 
(Kettennietung,    Bandnietung),    siehe    Fig.  36,    der   Durchmesser    d 
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\\ 


•r- 


eines  Nietbolzena,  die  Entfernung  x  zweier  benachbarter  Nietmittel 
einer  Nietreihe  und  die  Entfernung  y  der  Mittellinie  einer  Niet- 
reihe Tom  Blechrande  zu  bestimmen, 
wenn  die  Nietverbindung  von  den 
Kräften  P,  —  P,  deren  Richtung  senk- 
recht zur  Nietbolzenaxe  steht,  derart 
angegriffen  wird,  dass  sie  die  verbun- 
denen Bleche  auseinander  zu  ziehen 
und  die  Nietbolzen  abzuscheeren  be- 
strebt sind. 

Auflösung.  Diese  Nietverbin- 
dung kann  durch  die  Kräfte  P,  —  P 
entweder  dadurch  zerstört  werden,  dass 
die  Nietbolzen  abgescheeii,  oder  das 
Blech  zwischen  den  Nieten  abgerissen 
wird.  Ein  jeder  Nietbolzen  widersteht 
hier  den  Kräften  mit  zWei  Querschnittsflächen,  also  in  der  Gesammt- 

fläche   2  .  —-. — ,  weshalb  eine  solche  Vernietung  eine  zweischnittige 

genannt  wird.    Es  heisse  die  Länge  der  Nietnaht  l  und  die  Nieten 

am  Ende  derselben  stehen  wieder   je  um  das  Stück     -  vom  Blech- 

rande  ab,  so  ist  der  tragende  Blechquerschriitt  einer  Nietreihe  von 
n  Nieten 


'  I 

Fig.  86. 


/,  =  a  —  nd)S  =  [{x  —  d){fi 
nizd' 


aus   der  Gleichung  /, 
durchmesser  d 


2 


1)  +  X  —  d]8  =  7tS  (x  —  d); 

P 
—    ergibt   sich    der  Nietbolzen- 


2P 


Da    die    Nietbolzen    beim    Abscheeren 


denselben  Widerstand  entgegensetzen  sollen,  wie  das  Blech  zwischen 
den  Nieten  dem  Abreissen,  so  muss  die  Gleichung  stattfinden: 

nTzd*        ,,  ,  -,  ^  , 

—-_  =  (/  — «(/j  S  =  «8  (o:  —  r/); 


nehmen  wir  wieder  -    =  2  und  berechnen  den  Werth  von  x,  so  ist, 

0 


wenn  man  beiderseits  durch 


nd 


dividirt : 


nd  =  x  —  d  und  a*  =  (?  (t:  +  1)  =  4,14rf, 

1  /    2P~ 

oder  für  d  obigen  Werth  gesetzt:  a:  =  4,14  y — -.    Zur  Berech- 

TZd* 

nung  von  y  benutzen  wir  wieder  die  empirische  Formel  yS  =  --     , 
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woraus    mit    5  =  — ,    sich    y=-— -  =  l,o7  V =r   ergibt;     da 

ferner  aus  der  Gleichung  — - —  =  »  5  {x  —  d)   mit   S  =  ^  folgt  : 

nd        X  —  d  X  —  d 

— ^  =  — ^ — ,  so  hat  man  auch:  y  =  — - — .     Die  Anzahl   n   der 

Nieten  einer  Nietreihe  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung: 

/,  =  (/—  nd)  Z  =  nl{x  —  d), 

woraus  l  —  nd=  nx  —  dn  und  n=:  — ,  oder  für  x  seinen  Werth 

X 

l 
gesetzt,    n  =  folgt.     Setzt   man    hierin    auch    für   d    seinen 

l 

Werth,  so  wird  n  = .  oder  beiderseits  quadrirt : 

'*  ""  (4,14)».  2 P 
/»7c©  0,0915/'® 


(4,14)V2P  P 

0,092  Z»@ 


,  hieraus  ist 

,  oder  abgerundet 


P 
diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichung  für  d  eingesetzt,  gibt: 


rf  ^  l  / — ;= oder    d  =  \/ ^..       -  oder 


d  = 


2P(TC+1)       2 P.  4,14       2,6369 P 


TT©/  3,14e/  ©z     • 

Untersuchen  vir,  wie  sich  bei  dieser  Nietverbindung  die  Trag- 
kraft des  vollen  Bleches  zur  Tragkraft  der  Nietstelle  verhält,  so  hat 
man  aus  der  Gleichung: 

-^i^  =  {l—  nd)  8  =  (/  —  nd)  4  :        ndT.  =  l—  nd 

und    hieraus    /  =  /^  rZ  (tt  -f-  1) »    daher    der    volle    Blechquerschnitt 
75=    ~-  =     ^^      (tt  -f-  1),     die    Tragkraft    dieses    Querschnittes 
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ist    P= -^- (7t+ 1)  ®,     die    Tragkraft    P,     der    Nietstelle    ist 
ii 

nnd*® 
P,  = ^ ,  daher  die  Proportion  : 

P:  P,  =  -g-  (TT  4-  1)  e  : 2 =  ::  +  1  :  n,  oder 

P:F,  =  4,14  :  3,14  =  414  :  314  =  1  :  0,758  =  1000  :  758 ; 

wie  man  sieht,  beträgt  die  relative  Verschwächang  des  Bleches 
durch  die  Nieten  nur  circa  24  ^'/o-  Zur  Verminderung  dieser  relativen 
Verschwächung  des  Bleches  kann  man  zweckmässig  auch  hier  jedes 
der  beiden  stumpf  aneinander  stossenden  Blechenden  durch  mehrere 
Nietreihen  mit  den  Laschen  verbinden. 

Es  heisse   die  Anzahl   dieser  Nietreihen,    durch   welche  je   ein 
Blechende  mit  den  Laschen  verbunden  ist,  i,  so  hat  man  die  Trag- 

kraft  der  Nietstelle  P,  = ^ ,  die  Tragkraft  des  vollen  Ble- 
ches ist  P=/5@  =  ?-^@,    hierin   für  l  den  Werth   gesetzt,    der 

sich  aus  der  Gleichung :  — ^ —  =  ~-(l  —  ho)  ergibt, 

nd* 
nind  =  1  —  nd  und  l=ind  {iiz  +  1),  so  ist :  P  =  {iiz  + 1)  © 

durch  Vergleichung  von  Pj   und  P,   ergibt  sich  die  Proportion: 
P:P.  =  ^(.-:.+  l)@:^^  =  .-.+  l:.-^.  oder 


man  ersieht  aus  dieser  Proportion,  dass  sich  der  Werth  des  Bruches 

umsomehr   der  Einheit,    also   die  Tragkraft   der  Nietstelle 

in 
sich  umsomehr  der  Tragkraft  des  vollen  Bleches  nähert,  je  grösser 

.        ..     r..      .  .  r.       .  ..        P  1  100 

I  wird;  für  t  =  wurde  man  z.  B.  erhalten  -— -  =  -^  kw^"  =  rk/\  g  7 

P,  ü,yüo         W,0 

es  würde  also  die  Tragkraft  der  Nietstelle  nur  um  9\;,  Vo   kleiner, 
als  die  des  vollen  Bleches  sein.    Der  Einfluss    des  Verhältnisses  — 
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auf  die  Festigkeit  der  Nietung  zeigt  sich  auch  hier,  wie  bei  der 
Üeberplattungsnietung,  wie  folgt :  Ist  jedes  Blechende  nur  durch 
eine  Nietreihe  mit  den  Laschen  verbunden,  so  hat  man: 

— - —  =  no  (x  —  a),  hieraus  ist 
Ci 

—  —  =  (x  —  d)  5  =  Ä?5  —  Sr/, 

X 

beiderseits  durch  8^  dividirt  und  -^  bestimmt: 


^=    -i  —  \  -{-  y,  ferner  ist  hieraus 
x  —  d  2"  *  T  1 


2-T  +  ^      ^-^^d 

x 
man  ersieht  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  für  -^,  dass, 

5 

je  kleiner  das  Verhältniss  -^-  genommen  wird,  desto  kleiner  das  Ver- 

X  d 

hältniss  -^,    also   desto  dichter    die  Fuge    wird ;    je  grösser  -s-  ge- 

^ ß 

nommen   wird,    desto  mehr  nähert    sich  der  Bruch  der  Ein- 

X 

heit,  d.  h.  desto  kleiner  wird  die  relative  Verschwächung  des  Bleches 

durch    die    Nieten;    die    Vergrösserung    des    Verhältnisses  -s-  kann 

auch   hier   nur  bis   zu  der   im  vorigen  Beispiele   erwähnten  Grenze 

-^  =  2,0  genommen  werden. 
0 

Für  die  mehrfache  zweiseitige  Laschennietung  hat  man: 
i  TZ  d^n 


2 


=  r«  (ic  —  rf)  -h  ^-  I  5  =  (/  —  H  d)  5,  oder 


— ^ —  r=^on{x  —  d)  -\ — y-  =  Cf2X  —  «5/?  H — ^,  oder 
ind^n 


ocS(ji  +jj  —  d5n, 
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beiderseits  durch  S*  dividirt,  gibt: 

iTzn  /d\^       X  /      .     1\         dn     ^, 


X         2    VS/^    5  «7tM     /<f\*  2« 


_  ~2~  V  S"/  "^  ~5"  _      «7tw      /<^\* 

S"~  ,    1  ~2«  +  l  V"5/ "•"  2M^T' 5" 

"+2 


um  diesen  Ausdruck  zu  vereinfachen,  können  wir,  ohne  einen  wesent- 
lichen Fehler  zu  begehen,  mit  einer  für  die  Praxis  genügend  genauen 
Annäherung  statt  2  w  +  1  nur  2  n  schreiben,  und  erhalten  dadurch : 

X        *^/<^\*.     ^     ,.  ..  ,        i%     d'^ 

diese  Gleichung  durch  den  Werth  von  x  =  -^  .    ^-  +  c?  dividirt,  gibt : 
x  —  d         "2"  *  T  1 


2o  tr^d 

X 

auch  aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  für  -^  ist  bezüglich 

0 

des  Verhältnisses     -  dasselbe    ersichtlich,  was   bereits   bei  der  ein- 

0 

fachen  zweiseitigen  Laschennietung  gesagt  wurde. 

Berechnung  der  Werthe  d^  x,  «,  «/. 

Der    Durchmesser  d   des    Nietbolzens    berechnet    sich    bei   der 
mehrfachen,  zweiseitigen  Laschennietung  aus  der  Gleichung: 

d^Tzni® 


=  P,  woraus 


2 

ist.  Die  Entfernung  x  zweier  Nietenmittel  einer  Nietreihe  berechnet 

d^Tzni        r    ,  ^    ,    x^  •.       .        ,         *.        ^        j 

sich  aus :  — ^ —  =     n  (x  —  ")  -h  o    1  5,    wir  setzen  0  =  ^  und 

dividiren  beiderseits  durch  -  ,  man  erhält  dadurch : 

X 

d TZ fii  =  nx  —  w ^  +  -^,  woraus 
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(.     1\           ^/    .        IX        j            nd{ni  +1)       _ 
«  +  -^  I  =  nd  (tu  -\-  1)  und  x  = ^ ir—- ,  oder 

_  2wc?(7r/+  1) 
folgt ;  setzen  wir  für  d  obigen  Werth  ein,  so  hat  man  auch : 


^^  2»(:r/+l)    l/    2P 

2w  +  1  f   T[l«( 


Die  Nietenanzahl  /<  einer  Nietreihe  bestimmt  sich  aus: 

(l  —  nd)8=\  n(x  —  ^0  +  o    1  ^ J  hieraus  ist 

X 

l 

X  2        21  — X 

l  —  nd^=:nx  —  nd  +  ^    und  n= =  — ^ > 

2  j;  2a; 

hierin  für  x  den  gefundenen  Werth  gesetzt,  gibt: 

_  21 f__l_l 

u  X  ^  X  X  u 

1  _  / Z(2/»+  1)  T/7tin@ 

''"^2~2»(iit-hl)W^P"~2n(^/+l)y^P"^  '"''" 

2n+  1  _  Z(2/^+  1)    ■\jnin(B 

2«  4-  1 
beiderseits  durch  dividirt,  gibt: 

1  =  —, . TT  l/— FTTT")    O^J^r 

»(7CI  + 1)  y  2P  ' 

,  beiderseits  quadrirt : 

71  /  /*  @ 

n*(7t/+  1)*=/*.  ,  hieraus  ist 


setzt  man  diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichung  für  d  ein,  so  hat  man  : 
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Der  Werth  von  ;/  berechnet  sich  bei  der  einfachen,  wie    mehr- 
fachen,   zweiseitigen    Laschennietung    aus    der    empirischen    Formel 

1/0=   2"    "^^^  y  =  ~±P  ^^  "T"  •(>"/'  ^      '       ^^^         Gleichung 

flTZd*  ,  ^«.c,   ,    ^^'       ^  —  (^        ,    .  ,  ^  —  ^ 

-  =  n  (ic  —  a)  0  folgt :  -  ^  =  — ^ — ,  so  hat  man  auch  1/  =  — ^ — , 


2    ""    '  '        ^  •  45  2 

oder  wenn  man  das  Verhältniss  --  ausdrücken, will,  so  ergibt  sich 

ö 

aus  der  Gleichung  1/  =  --  --,  wenn  man  beiderseits  durch  5  dividirt, 

4S 

i-  =  \(V)      Es  sei  z.  B.  P=20000«i',   /=1000'*",  .  =  2, 

.   .  ,       2.20000(2.3,14  +  1)       14,56      q  „,     . 

so  erhalt  man  rf  =  _  ^^-^ -_-__-= -j^=  9,27,  ab- 

gerundet  c/=10'""'.  Die  Nietenanzahl  n  wird 

/«TtiS  (1000)« .  3,14  .  2  .  5     _     785 


2P{Tzi-\-iy~  2.20000(3,14.2  +  1)*       52,2784 
und  rund  n  =  15.  Die  Entfernung  x  ergibt  sich  mit 

2nd{7zi  4- 1)       2  .  15  .  9,27  (6,28  +  1) 


=  14,811 


a;  = 


2n  +  l  2.15  +  1 

X  =  öö*"*";    der  Werth  von  x   lässt  sich  übrigens  auch  direct  aus 
den  gegebenen  Werthen  finden,  wenn  man  in  die  Gleichung 

_2H{Tj+\)^r2P~ 

2«  +  1      V  nin^ 


X' 


l^TZii 


den  Werth  für  n  == -tr— — — : — -  einsetzt:  man  vermeidet  hierbei, 

2P{m  +  iy 

einen  ausgerechneten,  mit  einem  etwaigen  kleinen  Fehler  (durch  Ver- 
nachlässigung oder  Abrundung  von  Decimalstellen)  behafteten  Werth 
in  die  Gleichung  für  x  einzuführen.  Diese  Substitution  durch- 
geführt, gibt: 
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2i'jt;@(ji<  +  i) 


''^•®       _.    1        \         -r 


2P(u.-+l)'        1  / 2P 


2P(ii/-+-l)«   '  t  ■2P(7:«  +  1) 

Pini  +  l)[l'ni®  +  P{Tzi  +  1)']  ■       i^7©7 
2PZ(ir*  +  l)' 


,  oder 


x  = 


2  .  20000  .  1000  (3,14  .2+1)' 


(1000)' .  3,14  .2.5  +  20000  (3,14  .2  +  1)' 


=  65.3. 


Vergleichen  wir  ferner  bei  der  mehrfachen  zweiseitigen  Laschen- 
nietung die  Tragkraft  P  des  vollen  Bleches  mit  der  der  Nietstelle, 

so  hat  man,  da  P^  iS©  uhd  P,  = ^ ist,  die  Proportion: 

PiPi  =/5©: — ^ ;  setzen  wir  S  =  "ö"  und  für  /  den  Werth, 

der  sich  aus  der  Gleichung :  —  —  =  (/  —  « (f)  5  =  (/  —  w  <^)  q",  ^^^^ 
indn  =  l — nd  mit  lz=z  nd  (in -{-  1)  ergibt,  so  erhält  man: 

P:P,  =z-  ~(i7z+  1):— 2--,oder 
P:P,  =  {in  +  l):in=l:  — ^^-,  oder 
P:P,  =  1:-   ^ 


■  +  i 


man  ersieht  aus  dem  vierten  Gliede  dieser  Proportion,  dass  sich  die 
Tragkraft  der  Nietstelle  umsomehr  der  Tragkraft  des  vollen  Bleches 
nähert,  je  grösser  i  wird;  für  /=3  z.  B.  erhält  man  P:Pi  = 
=  1  : 0,904.  Was  nun  die  Stärke  Sj  der  Laschen  betrifft,  so  haben 
beide  Laschen  zusammengenommen  denselben  Zug  P  auszuhalten, 
wie  die  Bleche  und  würde  es  daher  genügen,  denselben  eine  Stärke 

5 
§1  =  -^  zu   geben ;    der  Sicherheit    wegen   nimmt   man   gewöhnlich 

5i  =  0,6  8.  Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  ein-  oder  mehrfache 
einseitige  Laschennietung  (zwei  stumpf  an  einander  stossende 
Bleche  durch  ein  auf  einer  Seite  darübergelegtes  und  mit  beiden 
Blechenden  vernietetes  Blechband  (Lasche)  verbunden)  ebenso  zu  be- 
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rechnen  ist,   wie    die  ein-  oder  mehrfache  üeberplattungsvemietung, 
auch  mit  denselben  Nachtheilen  verbunden  ist,  wie  diese. 

57.  Eine  Stange,  die  aus  vier  Winkel- 
eisen zusammengesetzt,  resp.  vernietet  ist, 
wird  durch  eine  Kraft  P=  15072*^^  auf 
Zug  beansprucht.  Die  vier  Winkeleisen 
eines  Stosses  sind  mit  den  vier  Winkel- 
eisen des  nächstfolgenden  Stosses  durch 
kreuzförmig  gestellte  kurze  schmiedeiserne 
Platten  vernietet  (siehe  beistehende  Figur). 
Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  dieser 
Stange  an  einer  Verbindungsstelle  zu  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Die  schwächste  Stelle 
der  Winkeleisen  und  der  Verbindungsplatten 
ist  offenbar  da,  wo  die  Nietbolzen  durch- 
gehen, deshalb  machen  wir  für  die  Niet- 
stelle die  Berechnung.  Diese  Nietverbindung 
kann  zum  Bruche  gelangen,  entweder  durch 
Abscheeren  der  Nietbolzen,  oder  durch  Zer- 
reissen  der  Winkeleisen,  oder  der  Verbin- 
dungsplatten an  der  Stelle,  wo  die  Niet- 
bolzen durchgehen. 

Ein  jeder  Nietbolzen  widersteht  hier 
dem  Abscheeren  mit  der  Querschnittsfläche 

2  .  — —  (die  Verbindung  ist  zweischnittig), 
4 

daher  die  abzuscheerende  Fläche 

^Tzd^        P       15072 


F  = 


2512'»««'; 


Schnitt  nach  aß 
Fig.  87. 


4     ""  ©  6 

wir  setzen  hier  die  Scheerspannung  ®  =  6,  weil  die  Reibung,  die 
in  Folge  des  Zusammenziehens  der  Nieten  bei  der  Erkaltung  nach 
dem  Einbringen  zwischen  den  Blechen  entsteht,  eine  Kraft  darstellt, 
die  auch  der  Zugkraft  P  entgegengesetzt  wirkt,  welche  Reibung 
wir  aber  nicht  in  Rechnung  gezogen  haben,  daher  die  zulässige 
Scheerspannung  gleich  der  zulässigen  Zugspannung  setzen.  Es  ergibt 
sich  daher  der  Durchmesser  d  eines  Nietbolzens  mit 


,_i/    P     _^l     15072 


^-\2"7r"®  -y  2.3,14.6  "^^     ' 


Berechnung  der  Schenkellänge  s  und  der  Stärke  5 
eines  Winkeleisens. 

Es  heisse  die  Querschnittsfläche  eines  Winkeleisens  /, ,  so  muss 

F        2512 
offenbar   für   die  Nietstelle  /^  —  2  f7  5  =  -p  =  — z —  =  628    sein, 

4  4 
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und  da  die  Querschnittsfläche  eines  Winkeleisens  f^=:2sS  —  5* 
ist,  so  hat  man  auch:  2sS  —  S*  =  62S  -\-2dS. 

Zwischen  der  Schenkellänge  8  und  der  Schenkeldicke  5 
wird  im  Maschinenbau  allgemein  die  Beziehung  angenommen, 
y»»"  =  66  -f-  lO*"*",  diese  Beziehung  eingeführt: 

2  5(65  +  10)  — 5»=  628  +  2 dS,  oder  mit  d  =  20, 

205  +  125'^  — 5«  — 405  =  628,  oder:  115^  —  205  =  628, 

205        628 
oder  beiderseits  durch  11  dividirt:  5* t-t-  =  ,  diese  quadra- 

tische Gleichung  aufgelöst,  gibt: 

^       10      i/7rövT~628"       10   ,  i/7ÖÖ8    ^     ^      IO  +  VtWS 

^=n±V(n)+  ir=ri±V-i2r^^'^^^=-ni — > 

da  man  hier  offenbar  nur  das  positive  Vorzeichen  des  Wurzel- 
ausdruckes gebrauchen  kann  (da  beim  negativen  Vorzeichen  5  ne- 
gativ würde,  was  keinen  Sinn  hätte),  so  hat  man 

g^  10  4-83,7138  ^3^^ 

und  abgerundet  5  =  9'*"".     Die  Schenkellänge  s  ward  daher : 

5=10  +  6.8,52  =  61,12 
und  abgerundet  s  =  62'"'". 

Berechnung  der  Querschnittsdimensionen   der  Ver- 
bindungsplatten. 

Es  heisse  der  Gesammtquerschnitt  der  Verbindungsplatten  ^, 
so  muss,  wenn  a  die  Plattendicke  bezeichnet,/,  —  4(ia  =  F=2512, 
oder  2ba  —  a*  —  4.  20  a  =  2512  sein,  wobei  b  die  Breite  der 
Platten  bedeutet.  Nehmen  wir  a  =  lO*""*  an,  so  ist  20b  —  100  — 
—  800  =  2512,  woraus 

_       2512+900      3412       ^_. 

und  abgerundet  fe=171'"*"  folgt. 

Die  Entfernung  y^  eines  Nietenmittels  vom  Rande  des  Winkel- 
eisens in  der  Richtung  der  Länge  des  Winkeleisens  gemessen,  er- 
hält man  aus  der  Gleichung :  ij^S  =  —^  mit  y^  =  -j^,  oder 

3  14  (20Y 
y,  =  — VV        ~  ^^'^  ^^^  abgerundet  y,  =  35""". 
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Die  Entfernung  y  eines  Nietenmittels  vom  Rande  der  Verbindungs- 
platten,  gemessen  in  der  Richtung  der  Länge  der  Winkeleisen,  er- 

gibt  sich  aus   der  Gleichung    i/a  =  -j-  mit  y  =  4 — ,  oder 

und  abgerundet  y  =  32*"*";  die  ganze  Länge  L  der  Platte  ist  somit 

Z  =  2(y  +  yO  =  2  (32  +  35)  =  134'"''*. 

Anmerkung.  Wie  schon  früher  erwähnt,  widerstehen  bei  den  Niet- 
verbindungen die  Nietbolzen  einer  durch  die  Zugkraft  P  angestrebten 
Losung  der  Verbindung  nicht  nur  durch  ihre  Festigkeit  gegen  Abscheeren, 
sondern  auch  vermöge  der  Reibung,  welche  zwischen  den  Blechen  in  Folge 
einer  im  Bolzen  vorhandenen  Längenspannung  hervorgerufen  wird.  Da 
nämlich  ein  Nietbolzen  gewöhnlich  rothglühend  in  das  Loch  eingebracht 
und  in  diesem  Zustande  der  Schliesskopf  der  Niete  gebildet  wird,  so  ent- 
steht durch  die  nach  der  Herstellung  des  Schliesskopfes  eintretende  Er- 
kaltung des  Bolzens  eine  Zusammenziehung  desselben  und  in  Folge  dessen 
eine  starke  Pressung  der  Platten  gegen  einander ;  die  hierdurch  zwischen  den 
letzteren  erzeugte  Reibung  kann  unter  Umständen  so  gross  werden,  dass 
sie  allein  der  Zugkraft  i*  das  Gleichgewicht  hält  und  der  Nietbolzen  gar 
nicht  auf  Abscheerung  beansprucht  wird.  So  haben  Versuche  ergeben,  dass 
der  Reibungswiderstand  beider  einem  Nietbolzen  angehörigen  Reibungs- 
fiächen  pro  Quadrat-Millimeter  Nietbolzenquerschnitt  zwischen  10  und  14,^9 
betrage ;  da  nun  der  Reibungscoefficient  auf  höchstens  ein  Drittel  geschätzt 
werden  kann,  so  ergibt  sich  die  in  dem  Nietbolzen  in  Folge  seines  Erkaltens 

eintretende  Längenspannung  mit  @  =: —  =  15*^  bis  ©  = —  =  21^i7, 

2  .  -  2  .  — 

3  8 

also  eine  Spannung,  bei  welcher  schon  an  und  für  sich  ohne  Hinzutritt 
der  Scheerspannung  die  Elasticitätsgrenze  erreicht,  resp.  überschritten 
ist.  Da  aber  auf  diese  durch  die  Erkaltung  des  Bolzens  hervorgerufene 
Längenspannung  niemals  mit  voller  Sicherheit  zu  rechnen  ist,  indem  die 
Zusammenziehung  des  Bolzens  von  zu  vielen,  der  Berechnung  sich  ent- 
ziehenden Nebenumständen  abhängig  ist  (wie  die  Temperatur,  bei  der  das 
Stauchen  des  Schliesskopfes  aufliört,  die  Temperatur,  welche  das  Blech 
während  des  Nietens  angenommen  hat,  die  Geschicklichkeit  der  Arbeiter  u.  s.  w.)» 
so  pflegt  man  von  dieser  Reibung  bei  der  Berechnung  von  Nietverbindungen 
abzusehen  und  sie  nur  als  eine  besondere  Sicherheit  zu  betrachten. 


Graf,  Festigkeitslebre. 
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Anwendungsbeispiele  aus  der  Lehre  von  der 
Biegungsfestigkeit. 

1.  Ein  Balken  ans  Fichtenholz  ist  in  horizontaler  Lage  an 
einem  Ende  eingemauert  und  am  anderen  Ende  frei.  Die  Länge  des 
frei  vorstehenden  Endes  beträgt  4"*;  der  Balken  hat  einen  recht- 
eckigen Querschnitt  von  200*"*"  Höhe  und  löO"**"  Breite.  Wie  gross 
ist  die  Tragkraft  des  Balkens  bei  Berücksichtigung  des  Eigen- 
gewichtes, a)  wenn  die  Last  am  Ende  des  Balkens  vertical  nach 
abwärts  wirkt,  h)  wenn  die  Last  über  der  ganzen  freien  Länge  des 
Balkens  gleichmässig   vertheilt  ist. 

Auflösung,  ad  a)  Das  Eigengewicht  G  des  Balkens  ist  gleich 
dem  Volumen  desselben,  multiplicirt  mit  dem  Gewichte  y  einer  Volum- 
einheit des  Balkens.  Das  Volumen  ist  r=  4  .  0,2  .  0,15  =  0,12*"; 
das  Gewicht  einer  Volumeinheit  ist:  y  =  1000  .  0,47  =  470^^  =  Ge- 
wicht eines  Kubikmeters  Fichtenholzes;  hierbei  wurde  die  Dichte  des- 
selben mit  0,47  angenommen;  daher  (x=  Fy  =  0,12  .  470  =  56,4*^. 

Die  hier  anzuwendende  Festigkeitsformel  ist:  (  -fi  +  ö"  ö^  )  ^  = , 

wobei  l  die  Länge  des  Balkens,  P^   die  Tragkraft  am  Ende,  ©   die 

einzusetzende,    zulässige  Spannung  und  der  Quotient  —  den  Quer- 

c 

Schnittsmodul  bedeuten.  Dieser  letztere  ist 

•'^  =  l  bh'  =  A  .  150  (200)»  =  1000000; 
c         b  b 

die  Spannung  ©   nehmen  wir  ©  =  0,75,    da   der  Bruchmodul    für 
Zug  9    und  der  Bruchniodul   für  Druck  5   ist;    wir  erhalten  daher 

—  =  0,75  .  1000000  =  750000  =(^P,  +  ^  g\  l,    diese    Glei- 
chung nach  Pj  aufgelöst,  gibt :  P,  = ,  oder  die  Zahlen- 

l  £4 

werthe  eingesetzt,  gibt : 
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ad  h)  Die  hier  anzuwendende  Festigkeitsforrael  ist : 

l  ©J 


(i>.-H«)A  = 


hierin  bedeutet  P,  die  auf  der  ganzen  Länge  des  Balkens  gleich- 
massig  vertheilte  Last,  die  noch  um  das  Eigengewicht  des  Balkens, 
welches  ebenfalls  als  eine  über  der  ganzen  Länge  gleichförmig  ver- 
theilte Last  anzusehen  ist,  vermehrt  wird.  Die  letzte  Gleichung 
nach  Pa   aufgelöst,  gibt: 

p        2@J       ^        2.750000        _.       ^.^^^^ 
P.  =  — G  =  -    ^^^Q-     -  56.4  ==  318,6^^; 

übrigens  ist  es  bekannt,  dass  die  Tragkraft  des  Balkens  doppelt  so 
gross  ist,  wenn  die  Last  gleichförmig  über  der  ganzen  Länge  ver- 
theilt  ist,  als  wenn  die  Last  am  Ende  des  Balkens  wirkt,  und  hätten 
wir  daher  das  letzte  Resultat  Pj  =  318,6  auch  sofort  erhalten,  wenn 
wir  -das   zuerst   gefundene    P^  =  159,3   mit   2   mnltiplicirt   hätten. 

2.  Ein  prismatischer  Balken  aus  Eichenholz  von  rechteckigem 
Querschnitte  mit  150*""*  Breite  ist  in  horizontaler  Lage  an  einem 
Ende  eingemauert.  Der  Balken  hat  eine  freie  Länge  von  1  =  2^ 
und  sei  mit  P  =  250*^  belastet.  Welche  Höhe  h  muss  der  Balken 
erhalten,  a)  wenn  die  Last  am  äussersten  Ende  vertical  nach  abwärts 
wirkt,  h)  wenn  die  Last  gleichmässig  über  der  ganzen  Länge  des 
Balkens  vertheilt  ist,  c)  wenn  in  den  Fällen  a)  und  h)  das  Eigen- 
gewicht des  Balkens  berücksichtigt  wird. 

Auflösung,    ad  a)  Die  hier  zur  Querschnittsbestimmung  an- 

©J 
zuwendende  Festigkeitsformel  ist :  PI  = ;    da   der   Querschnitt 

©J        1 

rechteckig  ist,  so  hat  man =  -     öä'©,  als  zulässige  Spannung 

c  b 

nehmen  wir  ©  =  0,8,  daher  = -7,- &ä*  .  0,8,  man  erhält  somit 

c  b 

T>,        0,8  &Ä» 

PI  =  — - — ,  woraus  folgt : 

^-\~Ö:^-\      0,8.150      -^°^     ■ 

ad  h)  Wenn  die  Last  gleichmässig  über  der  ganzen  Länge  des 
Balkens  vertheilt  ist,  so  ist  die  Festigkeitsforrael  anzuwenden: 

^Gl=^P^l  =  —-==—^       .woraus 

9* 
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ad  c)  Dieser  Fall  zerföllt  in  zwei  ünterabtheilungen.  cj  Die 
Last  P  ist  am  Ende  des  Balkens  wirksam  und  das  Eigengewicht 
G  des  Balkens  ist  zu  berücksichtigen,  c^)  die  Last  ist  über  der 
ganzen  Länge  gleichmässig  vertheilt  und  das  Eigengewicht  G  ist 
zu  berücksichtigen. 

ad  c^)  Hier  ist  die  Formel  anzuwenden: 

(1      \  ©J        1 

das  Gewicht  des  Balkens  ist  G=ilbhy,  wobei  y  das  Gewicht  einer 
Volumeinheit  Eichenholz  bedeutet;  die  Dichte  des  Eichenholzes  zu 
0,7  angenommen,  so  beträgt  das  Gewicht  von  1"''  Eichenholz 
Y  =  0,7  .  1000  =  700*'^.  Den  Werth  von  G  in  obige  Festigkeits- 
formel eingesetzt,  gibt: 

(^P+i/ftÄy)z=^^,  oder 

6Pl  +  iPbhy=ehh\  oder  Ä« --*-  =  -—-; 

diese  quadratische  Gleichung  nach  h  aufgelöst,  gibt: 


QPl 


oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  erhält  man: 


_  3.2^700       i9.2M700r    .       6.250.2 
2  .  800000  ^  V  4(800000)«  ^  800000  .  0,15 

h'"=0,00525  + 0,1582;  da  man  hier  offenbar  nur  das  positive 
Vorzeichen  des  Wurzelausdruckes  gebrauchen  kann  (da  sonst  h 
negativ  herauskäme,  was  keinen  Sinn  hat),  so  hat  man 

Ä«  =  0,00525 +  0,1582  =  0,16345  oder  Ä  =  163,45"«'". 

Will  man  diese  etwas  umständliche  Rechnung  umgehen,  so  kann 
man  folgendes  Annäherungsverfahren  einschlagen :  Man  berechne  zu- 
erst die  gesuchte  Dimension    h   ohne  Berücksichtigung  des  Eigen- 

©  J 

gewichtes  aus  der  Formel  PI  = ,  was  bereits  oben  bei  Fall  a) 

geschehen  ist,  dort  fanden  wir  /i  =  158'""*,  hierauf  bestimme  man 
das  Gewicht  G  des  Balkens 

G  =  Ihhy  =  2  .  0,15  .  0,158  .  700  =  33,18*>. 

Dieses  Balkengewicht  ist  etwas  zu  klein,  da  die  Dimension  h  wegen 
Nichtberücksichtigung  des  Eigengewichtes  zu  klein  in  die  Gewichts- 
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formel  eingesetzt  wurde.  Setzt  man  nun  diesen  angenäherten  Werth 
von  G  in  die  Festigkeitsfonnel,  welche  das  Eigengewicht  des  Balkens 

berücksichtigt,  ein,   so  ist  /  P  +  ^  .  33,18  )  l  =  — -x —  ,    woraus 

6P/  +  3.33,18;=@6Ä«  und 

h  —  1/6  P/  + 99,547  _  1/2000707250  +  99754) 
~  V  Wb  ~  V  0,8 .150 

Ä  =  163,2'"'"  sich  ergibt;  wir  sehen  somit,  dass  wir  auch  durch 
dieses  Verfahren  nahezu  denselben  Werth  von  h  erhalten  haben,  wie 
nach  der  ersten  Methode.  Will  man  mit  dem  Annäherungsverfahren 
noch  genauere  Resultate  erzielen,  so  bestimmt  man  mit  dem  zum 
zweiten  Male  gefundenen  Werthe  von  h  noch  einmal  das  Gewicht  G 
des  Balkens  und  setzt  dieses  in  die  Festigkeitsformel,  welche  das 
Eigengewicht  berücksichtigt,  ein  und  berechnet  noch  einmal  die 
Dimension  Ä;  auf  diese  Weise  kann  man  durch  wiederholte  Rechnung 
einen  beliebigen  Grad  von  Genauigkeit  im  Resultate  erzielen. 

ad  Cj)    Die    auf  der   ganzen   Länge    des  Balkens    gleichmässig 
vertheilte  Last  heisse  P,  man  hat  dann  zur  Querschnittsbest immun g 

die  Formel :  (P  -f-  ö)      ==  —  -  =  —    — ;  in  dieser  Gleichung  ist  G 

unbekannt,  man.  kann  daher  entweder,  wie  im  Falle  c^  für  G  den 
Werth  G  =  lbhy  einführen  und  die  dadurch  entstehende  quadra- 
tische Gleichung  nach  h  auflösen,  oder  das  angegebene  Annäherungs- 
verfahren  einschlagen ;  wählen  wir  das  letztere,  so  hat  man  aus  der 

Fl        <Bhh^ 
Formel,  welche  das  Eigengewicht  nicht  berücksichtigt,  -^  =  — ^ — 

den  vorläufigen  Werth  von 


*  -  V  2 et  -  V ~2".  0,8  ri5(r  -^^'^  ' 

das  angenäherte  Gewicht  ist  nun 

G  =  lbhy  =  2,  045  .  0,1 12  .  700  =  23,52*^^; 
setzt  man  nun  diesen  Werth  von  G  in  die  genaue  Formel 


(^+^^)  0  = 


2~      6 
ein,  sowie  auch  die  übrigen  Zahlenwerthe  und  bestimmt  /i,  so  ist : 


Ä  _  \[IL^^+  ^^~  —  1  '^99^  l?^0  +  23,52)  ^  1 16^^ 
V         S6  V  0,8.150 

womit    der   angenäherte  Werth   von  h   bestimmt    ist.    Rechnen    wir 
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noch  den  genauen  Werth  von  h  aus,  um  zu  sehen,  wie  viel  bei  dem 
Annäherungsverfahren  gefehlt  ist,    so  hat  man  aus  der  Gleichung : 


s 


wenn  man  darin  G  =  lbh'(   setzt, 


(P+/6Äy)-2=:®-^—   oder: 

3Pl'\-fiPbhy  =  ebh^,  oder 

^,       3/"ÄY        3Pl 

Ä' — — ^  =  -^-    ,  woraus 


folgt;   die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  gibt: 


3  .  2*^700^      •1/X3.4.700  \«  3  .  250  .  2 

*  ~   2  .800000  ±  V  V  2~:8Ö0000  /  "*"  800000  .  0,15 ' 

oder  Ä  =  0,00525  + 0,1119;  da  man  nur  das  positive  Vorzeichen 
des  zweiten  Gliedes  gebrauchen  kann,  so  ist 

Ä  =  0,00525 +  0,1119  =  0,11715-  oder  Ä  =  117,15«-. 

3.  Vier  Balken  aus  Eichenholz  sind  mit  je  einem  Ende  in 
horizontaler  Lage  eingemauert  und  bilden  die  Unterlage  zu  einem 
Balkon.  Den  Boden  des  letzteren  bilden  Granitplatten  von  125— 
Dicke.  Die  freie  Länge  der  Balken  sei  2-,  die  Entfernung  vom  ersten 
bis  zum  letzten,  d.  h.  die  Länge  des  Balkons  sei  3'".  Es  sind  die 
Abmessungen  des  rechteckigen  Querschnittes  eines  Balkens  zu  be- 
stimmen, wenn  die  Breite  b  sich  zur  Höhe  h  wie  1  zu  3  verhalten 
und  der  Balken  genügende  Stärke  besitzen  soll,  um  an  seinem 
äussersten  Ende  eine  zufällige  Belastung  von  P=350*^  zu  tragen. 
Die  Granitplatten  bilden  eine  über  die  ganze  Länge  sämmtlicher 
Balken  gleichmässig  vertheilte  Last,  von  deren  Gewicht  auf  einen 
Balken  der  vierte  Theil  entfällt. 

Auflösung.  Die  zur  Querschnittsbestimmung  hier  anzuwen- 
dende Festigkeitsformel  ist: 


(p+.>«),= 


©J  _  ®6Ä« 

h 


da  ft  =  ^  ist,  so  hat  man : 
o 
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(P+jO)l  =  -^,  woraus  Ä=  V -^-^ ^ 

ist,  die  gleichförmig  vertheilte  Last  G  ist 

^       3.2. 0,125  .  1000  .  2,7 
^= 4 

(wobei  die  Dichte  des  Granits  mit  2,7  angenommen  ist),  oder 

G  =  -^  =  506,25^*; 

diese  Last  hat  jeder  der  vier  Balken  gleichmässig  über  der  ganzen 
Länge  vertheilt,  zu  tragen;  diesen  Werth  von  G,  sowie  die  übrigen 
2^hlenwerthe  in  die  Gleichung  für  h  eingesetzt,  gibt: 


V18  (^350  +  ^  .  506,25)  2000 


=  310'"~, 

^=|  =  ^  =  103V.-. 
Die  grösste  Einsenkung  «,  welche  die  Balken  erleiden,  ist 

'—  EJ\3  ^  8/' 

wobei  E  den  Elasticitätsmodal  des  Eichenholzes  £=  1200  bedeutet. 
Die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  gibt: 

(2000)»    /350  ,  506,25  \   .  „. 


J200.  103,3(310) 


/350  .  506,25  \   .  , 

»(-3  +-8— ;=*'^ 


12 

2000 
eine  Durchbiegung,  welche  den  =  428ten  Theil    der  ganzen 

freien  Länge  des  Balkens  ausmacht,  daher  nur  sehr  gering  ist  und 
als  zulässig  erachtet  werden  kann. 

Berechnung  von  Zapfen. 

4.  Ein  einer  Tragaxe  angehöriger  Stirnzapfen  wird  von  einer 
Kraft  P,  welche  in  der  Mitte  der  Zapfenlänge  angreifend,  vertical 
nach  aufwärts  wirkt,  auf  Biegung  beansprucht;  es  ist  der  Durch- 
messer d  und  die  Länge  /  des  cylindrischen  Zapfens  zu  berechnen. 
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Auflösung.  Bei  der  Berechnung  der  Festigkeitsdimensionen  d 
und  l  eines  cylindrischen  Tragzapfens  hat  man  nicht  nur  auf  die 
Festigkeit,  sondern  auch  auf  seine  Abnützung  in  Folge  der  Reibung 
des  Zapfens  in  seinem  Lager  die  nöthige  Rücksicht  zu  nehmen. 
Man  hat  daher  dem  Zapfen  solche  Dimensionen  zu  geben,  dass  er 
nicht  nur  fest  genug  sei,  um  der  ihn  auf  Biegung  beanspruchenden 
Kraft  mit  der  genügenden  Sicherheit  zu  widerstehen,  sondern  dass 
auch  seine  Abnützung  eine  möglichst  geringe  sei.  Da  ein  Stirn- 
zapfen einer  Tragaxe  einen  an  einem  Ende  eingemauerten  Balken 
darstellt,  welcher  am  anderen  Ende  frei  und  in  der  Mitte  seiner 
Länge  durch  die  Kraft  P  auf  Biegung  beansprucht  ist,  so  lautet  die 
zur  Querschnittsbestimmung    hier    anzuwendende    Festigkeitsformel: 

if=©Z,  oder^  =  — 2-; 

die  Wurzel  des  Zapfens,  d.  i.  die  Stelle,  wo  der  letztere  in  den 
Körper  der  Axe  übergeht,  stellt  den  Einmauerungspunkt  dar. 

Zwischen    der  Länge    l   und    dem  Durchmesser  d   nehmen    wir 

/ 
ein  Verhältniss  an  und  setzen  —  =  cp ;    diesen  Quotienten   nehmen 

wir  vorläufig  als  eine  bekannte  Grösse  an  und  ist  über  deren  An- 
nahme das  Nähere  weiter  unten  gesagt.  Aus  obiger  Festigkeits- 
formel folgt: 

P  ©TTrf»       d  &TZd^ 

2=     32     •y  =  '32^'"^^^^^ 

l 
Das  Verhältniss  —  =  cp  ist  so  zu  wählen,  dass  die  Abnützung 

des  Zapfens  in  Folge  der  Reibung  und  der  EfiPectverlust  durch  die 
letztere  möglichst  klein  seien.  Die  Grösse  der  Reibung  hängt  ab 
von  der  Grösse  des  Zapfendruckes  P  und  dem  Reibungscoefficienten 
zwischen  Zapfen-  und  Lagerschalenmaterial ;  sind  aber  diese  Mate- 
rialien aus  praktischen  Rücksichten  einmal  festgestellt  und  der 
Zapfendruck  durch  die  ganze  Anordnung  der  Construction,  der  die 
Axe  mit  ihren  Zapfen  angehört,  bestimmt,  so  ist  die  Grösse  der 
Reibung  dadurch  auch  bestimmt  und  kann  nur  durch  Anwendung 
eines  geeigneten  Schmiermaterials  vermindert  werden.  Um  nun  die 
Abnützung  des  Zapfens  zu  verkleinern,  vergrössert  man  die  Auf- 
lagefläche desselben  und  verringert  dadurch  den  Druck  auf  die 
Flächeneinheit  (Flächendruck) ;  den  Zapfendruck  P  betrachten  wir 
hierbei  als  Resultante  von  mehreren  parallelen  Kräften,  die  gleich- 
massig    auf    der    ganzen    Zapfenlänge    vertheilt,    angreifen     (siehe 
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nebenstehende  Figur).  Den  Flächendruck  p  erhält  man  ofiPenbar,  wenn 
man  den  Zapfendruck  P  durch  die  Grösse  der  gedrückten  Fläche  F 
dividirt;  diese  letztere  ist  aber  nichts  anderes  als 
die  Projection  der  Mantelfläche  des  Zapfencylinders 
auf  eine  zur  Druckrichtung  senkrechte  Ebene,  daher 

P 

F=ld  und  p  =  -     .  Aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass 

c  ft 

der  Flächendruck  2^  dadurch  verkleinert  werden  kann,  ^'^"  ^• 

dass  man  die  Dimensionen  l  und  d  entsprechend  vergrössert ;  hierbei 
ist  jedoch  der  Umstand  zu  beachten,  dass  durch  die  Vergrösserung 
von  d  zugleich  auch  das  Reibungsmoment  vergrössert  und  hiermit 
der  EfiPectverlust  vermehrt  wird ;  man  soll  daher  den  Zapfen  nicht 
ohne  Noth  stärker  machen,  als  es  seine  Festigkeit  verlangt.  Ver- 
grössert man  andererseits  die  Zapfenlänge  /  und  lässt  d  unverändert, 
so  wird  in  dem  belasteten  verlängerten  Zapfen  eine  grössere  Span- 
nung eintreten,  seine  Festigkeit  also  geringer  werden,  weil  der 
Hebelarm  der  Kraft  P  grösser  wurde.  Will  man  daher  die  Abnützung 
durch  Vergrösserung  der  Auflagefläche  des  Zapfens  vermindern,  so 
muss  man,  wenn  die  Festigkeit  des  letzteren  ungeändert  bleiben 
soll,  l  und  d  entsprechend  vergrössern,  und  den  dadurch  bedingten 
grösseren  Effectverlust  durch  Vergrösserung  des  Reibungsmomentes 
mit  in  den  Kauf  nehmen,  da  die  Rücksicht  auf  Festigkeit  in  erster 
Reihe  massgebend  ist;  übrigens  beträgt  diese  Vergrösserung  des 
Effectverlustes  durch  Vermehrung  von  d,  wie  weiter  unten  durch 
Rechnung  gezeigt  wird,  nur  sehr  wenig.    Setzt  man  in  der  Formel 

P 

für  den  Flächendruck  p  =  -,  y,  für  P  den  Werth,  der  sich  aus  der 

Gleichung  -jr-  =  — ö-^t—  niit  P=  -    ergibt,  so  ist 

_       ©7CC«»      _    ©TT     /d\^_   ©TT     /1\'. 

^ ~ leTTIrf' ~ T6~  V  /  /  ~  "16"  \^J  ' 

man  ersieht  aus  dieser  Gleichung,    dass  der  Flächendruck  p  durch 
Verringerung  der  Spannung  ©  (erzielt  durch  Vergrösserung  von  d) 
und  durch  Vergrösserung   des  Verhältnisses   cp  verringert   und   da- 
durch die  Abnützung  herabgezogen  wird. 
Aus  der  letzten  Gleichung  für  p  folgt: 

16;?         1        ,         ,         ®7t         ,  i/©7i        , 

<p= 0,443  y-|-; 

man  ersieht  hieraus,  wovon  das  Verhältniss  cp  abhängig  ist,  die 
Spannung   ©    ist   bedingt   durch    die   Festigkeit    des   Zapfens;    der 
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Flächendruck  p  hingegen  oder  andererseits  der  Werth  von  9  ist 
ein  Erfahrungsresultat  und  kann  nicht  durch  Rechnung  bestinunt 
werden.  So  hat  sich  z.  B.  durch  die  Erfahrung  herausgestellt,  dass 
für  einen  schmiedeisernen  Stimzapfen,  der  in  Metall-  (Bronze-)  Lagern 
läuft  und  pro  Minute  100  oder  weniger  Umdrehungen  macht,  das 
günstigste  Verhältniss  zwischen  Länge  und  Durchmesser  ^  =  1,5 
ist ;    dem   würde ,    wenn   wir    ®  =  6   annehmen ,   ein   Flächendruck 

®7C  6.3,14        ^^ooor 

von  »  =  --T,  -  i=  -  ^  ;:,— ^.  =  0,0^00**'  entsprechen. 
16  cp*         16(1,5)' 

Da  aber  auch  die  Abnützung  fortschreitet  mit  der  Zunahme 
der  minutlichen  Tourenzahl,    so   kann  man   zur  Berechnung  von  cp 

auch  die  von  Reuleaux  angegebene  empirische  Formel  —  =  0, 12  Y^ 

für  einen  schmiedeisernen  Zapfen,  in  Metallschalen  laufend,  anwenden, 
wobei  u  die  minutliche  Tourenzahl  des  Zapfens  bedeutet.  Für  einen 

/        4 

gusseisernen  Stirnzapfen,  in  Metallschalen  laufend,  nehme  man— =-^, 

a        o 

welchem  Verhältnisse  bei  der  Annahme  von  ©  =  3  ein  Flächendruck 

von  ^=0,33*J^  entspricht.  Für  einen  schmiedeisemen  Zapfen,  in  Gus»- 

/ 
eisenschalen  laufend,  nehme  man        =  1,75;    für   einen    Gussstahl- 

ä 

zapfen,  in  Metallschalen  laufend,  nehme  man  bei  u  <:^  150,  —  =  1,78, 

/  ;  — 

für  tt>  150,  nehme  man  —  =  0,15  yu. 

Die  Vergrösscrung  der  Auflagefläche  F  des  Zapfens  zum  Zwecke 
der  Verminderung  des  Flächendruckes  p  kann  auf  zweifache  Art 
geschehen.      1.  Man  vergrössert  l  und  d  auf  /j   und  ^j,  jedoch  so, 

dass    ^  =   y  =  <^  ist,  dieses  Verhältniss  also  nicht  geändert  wird ; 
Cfi         d 

hingegen  muss  dann  die  Spannung  ©  kleiner  werden  und  zwar,  wie 
weiter  unten  die  Rechnung  zeigt,  ebenso  vielmal  kleiner  als  die  Auflage- 
fläche des  neuen  Zapfens  grösser  wird  als  die  des  alten,  von  den  Dimen- 
sionen d  und  /.  2.  Man  vergrössert  /  und  d  auf  l^  und  d^ ,  jedoch  so,  dass 

auch    -  -  >-  — ,  also  cpi  >  cp  wird  und  die  Spannung  im  neuen  Zapfen, 

also  dessen  Festigkeit  ebenso  gross  ist,  als  im  alten  Zapfen. 

ad  \,  Die  Mantelfläche  F  des  Zapfens  i^d)  soll  z.  B.  wegen  Ab- 
nützungsrücksichten um  das  afache  vergrössert  werden,  so,  dass  die 
Mantelfläche  des  neuen  Zapfens  F^  =iaF,  oder  lid^TZ=^ldT:aL  ist, 

hl 
woraus  l^dy^lda  folgt;  nun  ist  auch  —  =  ~,  aus  diesen  zwei  Glei- 

chungen  kann  man  die  beiden  Unbekannten  h  und  d^  bestimmen.  In  der 
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L         IdoL 
ersten  Gleichung  beiderseits  durch  rfj  dividirt,  gibt:  -—  =  -^— ,  oder, 

»1  «1 

;,  l  l        IdOL 

da  -—  =  --  ist,  so  hat  man  auch :  -—  =  — =-,  woraus  ld*a  =  ld\  und 
d^         d       '  d  d\  '         ,  ' 

</,  =  d  V  a  folgt  j  femer  ist  li  =  —  .  di  =—- .  dVä  =  l^  a.     Aus 

ad 

der  Gleichung  ^  =  ^2-  ^°'^=  ®' =  1^-"  =  !^^)' 

L  l  I 

oder,  da--  =  -v^    und  d^=d\a,    also    6?J=rf*a  ist,    so   erhält 

man :  ®i  =  -— -     .  -  ;  es  folgt  jedoch  aus  der  für  den  Zapfen  (Z,  d) 
Tzd  OL     d 

PI        ©U(i* 
geltenden  Festigkeitsgleichung  -^  =  — ^^r—  der  Werth  von 


~    nd^    ~  Tcd"  \d)' 


daher  erhält  man  @i  =  — ;  da  a  >  1  angenommen  wird,  so  folgt 

daraus,  dass  die  Festigkeit  des  Zapfens  (/j,  di)  grösser  als  die  des 
2^pfen8    (/,    d)   ist.     Der    Flächendruck  pi    des    neuen   Zapfens   ist 

dem  Flächendruck  des  Zapfens  (/,  d)  ist,  so  hat  man  pi  =--;  der 

(X. 

neue  Flächendruck   ist  also  sovielmal  kleiner,   als  der  alte,  als  die 
neue  Mantelfläche  grösser  ist,  als  die  des  alten  Zapfens. 

(id  2.   Das  Yerhältniss  cp  soll  so  abgeändert  werden,    dass  die 
Spannung  ®  unverändert  bleibe,  man  hat  daher  für  den  Zapfen  {d,  t) : 

_16P//,'\_16P 


©: 


(I  =  —    - 1     *-  I,  hieraus  ist      -  =  -^  ; 


unserer  Bedingung  gemäss  findet  daher  die  Gleichung  statt: 
16P 

die  zweite  hinzuzufügende  Bedingungsgleichung  ist  dieselbe  wie  ad  1 
in  Bezug  der  Vergrösserung  der  Mantelfläche,   nämlich 

;d7ra  = /,  dl  7C,  oder  lda  =  lid^] 
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aus  diesen  zwei  Gleichungen  —  =  -  -  und  ldoL  =  l^d^  sind  die 
zwei  Unbekannten  l^  und  d^  zu  bestimmen.  Diese  beiden  Gleichungen 

i^  OL      r. 

mit  einander  multiplicirt,  gibt:   —— -  =  — ,  oder  9 ' a  =  cpj ,  woraus 

f:p^  =  <:p^(x,     folgt.     Diese    Gleichung    kann    man   auch    schreiben : 

-  =  —  Y a ,  hieraus  ist  l^  =      -  Yo^,  diesen  Werth  von  l^  in  die 

U|  (t  (l 

Id^ 
Gleichung  ldoL  =  l^d^   gesetzt,   gibt :   ldoc  =  — ^yöT,  oder  d^a  = 

=  rfj  ^  a ,  oder  beiderseits  durch  Y  a    dividirt  und  d^  bestimmt,  ist 

d^  =  d^  a,  hiermit  wird  /^  =  -    .  d  ^  a  .)  (x,  oder  Z,  =  l  Y«' ;  wie 

man  sieht,  wird  hier  f/j  nicht  so  gross,  als  im  ersten  Falle,  also 
auch  das  Reibungsmoment  und  hiermit  der  EfiPectverlust  kleiner  als 
im  ersten  Falle,  weshalb  dieses  zweite  Verfahren  der  Vergrösserung 
der  Auflagefläche  des  Zapfens  dem  ersten  Verfahren  vorzuziehen  ist. 
Bei  einer  afachen  Vergrösserung  der  Auflagefläche  des  Zapfens  durch 
Vergrösserung  von  9  nimmt  der  aus  der  Reibung  entstehende  Effect- 

4, — 
Verlust    ebenso    wie    der    Zapfendurchmesser    um    das    "^  afache    zu. 

Setzt  man  die  Auflagefläche  und  den  Durchmesser  bei  einem  Zapfen, 

/ 
fnr  welchen  —  =  9=1  ist,   beide  gleich  der  Einheit,  so  drücken 

(t 

die  in  der  folgenden  kleinen  Tabelle  für  F  und  d  zusammengestellten 
Werthe  die  Verhältnisse  der  Auflageflächen  und  Durchmesser  von 
Zapfen  aus,  für  welche  cp  verschiedene  Werthe  hat,  zu  der  Auflage- 
fläche und  dem  Durchmesser  eines  Zapfens,  für  welchen  9  =  1   ist. 


Wenn    9  = 

1 

1,1 

1,2 

1,3 

1.4 

1,5 

1,6 

1.8 

2 

CF  = 

so  ist  l 

.  d  = 

1 
1 

1,21 
1,06 

1,44 
1,10 

1,69 
1,14 

1,96 
1,18 

2,25 
1,22 

2,66 
1,26 

3,24 
1,34 

4 
1,41 

Hat  sich  z.  B.  für  einen  Zapfen,  dessen  Länge  gleich  dem 
Durchmesser  ist,  als  wünschenswerth  herausgestellt,  ihn  durch  einen 
anderen  Zapfen  von  doppelt  so  grosser  Auflagefläche  zu  ersetzen, 
so  zeigt  die  Tabelle,  dass  für  diesen  neuen  Zapfen,  wo  F=  1,96 
ist  (siehe  Tabelle),  cp  =  1,4  sein  muss  und  d  =  l,18mal  dem  Durch- 
messer des  vorhandenen  Zapfens  zu  nehmen  ist.  Beide  Zapfen  haben 
dann  gleiche  Sicherheit,  dabei  ist  beim  neuen  Zapfen  trotz  der  Ver- 
doppelung der  Auflagefläche  der  Effectverlust  nur  l,18mal  grösser 
als  beim  ersten  Zapfen.  Kennt  man  für  einen  Stirnzapfen  irgend 
eines  Materials  das  durch  die  Erfahrung  bestimmte  günstigste  Ver- 
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l 

hältniss  o)  =  — ,    so   kann   man   für   einen  anderen,    gleich   langen 
d 

und   gleich    heiasteten    Stirnzapfen    eines    anderen    Materials    das 

l 
Verhältniss   zwischen  Länge   und   Durchmesser   (jpj  =  —   wie    folgt 

finden : 

Ein  Schmiedeisenzapfen  hahe  z.  B.  die  Dimensionen  /  und  d^ 
die  in  demselhen  auftretende  Spannung  im  heiasteten  Zustande  sei 
©,  ein  Gusseisenzapfen  von  gleicher  Belastung  hahe  die  Länge  / 
und  den  Durchmesser  d^^   die    in   demselhen  herrschende  Spannung 

sei  ©j,  so  fragt  es  sich  um  das  Verhältniss  ^j  =  - -. 

PI  ©71(7» 

Aus  der  Formel  -^  =  folgt : 

—^ » 

>       >     Gusseisenzapfen :         d^  =  \-pz , 

I    ©1^ 


hieraus  ist 


'  y     ©71         ?    ©iTT 


d:di=  ^ :  ^-^— ,    oder  -  -  :  —  =  y  ©  :  y  ©, ,  oder 

Y©"    V®i 


;     i 


d  '  d    ~  ^'  '  ^''    ^^^^  9  :  cpj  =  Y ©  :  \S,  , 

hieraus  ist  ^j  =  cp  l/-^;  soll  jedoch  auch  die  Länge  l^  des  Guss- 
eisenzapfens verschieden  sein,  von  der  Länge  l  des  Schmiedeisen- 
zapfens, so  hat  man  durch  Vergleichung  der  beiden  Werthe 

d  =  \--- —  und  d.  =  \^  ^ — -,  die  Proportion 

V    ©  7C  T    ®i  '^ 

(7  :  (7,  ==Y  _-  :  y    *  ,   hieraus  ist 

'— T®TT'''"-^r=c7  V©7- 

beiderseits  mit  Zj   multiplicirt,  gibt 
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^'    d,i)  eh      ^)<Bij'     ^  Y  ®^* 

für  Z,  =  /  erhält  man  wieder  den  früheren  Werth  für  cp^ .  Will  man 
nun  einen  schmiedeisernen  Zapfen  von  den  Dimensionen  /  und  d 
durch  einen  aus  einem  anderen  Material  gefertigten  Zapfen  {^^  c?,) 
von  gleicher  Tragfähigkeit  und  gewählter  oder  vorgeschriebener 
Länge   /,    ersetzen,    so    benütze    man    zur   Berechnung    von   d^   die 

obige  Gleichung  d^  =  d  Vt^—t?  wobei  ©  und  Si   die  den  Zapfen  d 


und  dj  entsprechenden  zulässigen  Spannungen  bedeuten.  Will  man 
jedoch  bei  einem  Zapfen  aus  irgend  einem  Grunde  die  Länge  l  ver- 
ändern in  /i,  so  muss  auch  d  verändert  werden  in  rf, ,  und  zwar 
hat  man,  da  das  Zapfenmaterial  dasselbe  bleiben  soll,  also  ®i  =  © 
ist,    aus  der   letzten  Gleichung   für  cfj   den  Durchmesser    des  neuen 

Zapfens  d^  =zdV-^.  Setzt  man  in  die  Formel  für  den  Durchmesser  d 

eines  Stirnzapfens  rZ  =  2,26  V  — nj-,  cp=l,5  und  @  =  6  ein,  so 
erhält  man  zur  Berechnung  eines  schmiedeisemen  Stirnzapfens  die 
Formel  (/,  =  2,26  y — ^^'— =1,3YP,    für   Gusseisen    nehmen    wir 

'^  =  -^,    ©  =  3,    dies    gibt:    d^  =  2,26  y^.^  =  1,5  yP.    Für 

Zapfen,  die  nicht  dauernd  laufen,  sondern  nur  schwingen,  genügt  es, 
zu  nehmen:  für  Schmiedeisen  ©,=  7.5,  für  Gusseisen  ©^  =  3,75. 
Da  bei  diesen  Zapfen  die  Abnützung  bedeutend  geringer  ist,  als  bei 
continuirlich  laufenden  Zapfen,  so  nimmt  man  hier  für  9  geringere. 

Werthe  an,  von  9  =  --  bis  cp  = -;^,  für  cp=l,  ^-,  -^-. 

Hat   man   für    den  Durchmesser    des    schmiedeisemen    schwin- 
genden Zapfens,  bei  ©,  =  7,5, 

(/,  =  0,82Vp,  0,71  V?,  0,58  yP, 

für  den  Durchmesser  des  Gusseisenzapfens :  bei  ©^  =  3,75 

dg=\,\QfP^  yp,  0,82  \P. 

5.    Ein    einer    horizontal    liegenden    Axe    angehörender,    guss- 
eiserner,   hohler   Stirnzapfen    (von    Kreisringquerschnitt)    wird    von 
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einer  Kraft  jP,  welche,  in  der  Mitte  der  Zapfenlänge  angreifend, 
vertical  nach  abwärts  wirkt,  auf  Biegung  beansprucht;  es  ist  der 
äussere  Durchmesser  d^,  der  innere  Durchmesser  d^  und  die  Länge  Iq 
des  Zapfens  zu  berechnen. 

Auflösung.  Setzt  man  in  der  Grundfonnel  der  Biegungsfestig- 

Pl 
keit  M=&Z  tili  M  den  Werth  des  Biegungsmomentes  .¥=—  - 

und  für  Z  den  Werth  des  Querschnittsmoduls  Z=~^  (  -^ — ^Y 

62  \      c/o      / 

so  hat   man:    ^.^  =  ^(^7-'^     Zwischen    dem    äusseren 
2  62    \      d^      / 

Durchmesser  d^  und  dem  inneren  Durchmesser  d^  des  Zapfens  nehmen 

d^ 
wir  ein  Verhältniss  an  und  setzen  —  =  tp,  so  dass  also  tp  als  eine 

«0 

bekannte  Grösse  zu  betrachten  sei ;  setzt  man  nun  d^^=d^i^  in 
die  letzte  Festigkeitsgleichung  ein,  so  ist: 

Pk        ®^  /dt  —  dti^'- 


=  -32-  (-^-)  =  -32-^7  ^'  -  *  )  ^'" 


*0 

2  ~     32     *  l 


zwischen  dem  äusseren  Durchmesser  d^  und  der  Länge  Iq  des  Zapfens 
nehmen  wir  ebenfalls  ein  Verhältniss  an  und  setzen  --—  =  op,  wobei 
also  9  als  eine  bekannte  Grösse  zu  betrachten  ist. 

Man  erhält  somit  P=— — — ^(1 — <L^),  hieraus  ist 
16(p  ^ 


Bezüglich  des  Verhältnisses  9  gilt  hier  dasselbe,  was  bereits 
im  vorigen  Beispiele  beim  massiven  Zapfen  gesagt  wurde.  Das  Ver- 
hältniss ^  ist  so  zu  wählen,  dass  die  dadurch  bedingte  Wandstärke 

des  hohlen  Zapfens  «7=-^--^^^    so  gross   werde,    dass   der  prak- 

tischen  Ausführung  keine  Schwierigkeiten  gemacht  werden,  dass 
also  die  Wandstärke  nicht  zu  klein  (mindestens  10*""*)  und  nicht 
zu  gross  ausfalle.  Ein  sehr  gebräuchliches  Höhlungsverhältniss  ist 
tj;  =  0,6 ;  hat  man  nun  durch  die  erstmalige  Rechnung  unter  An- 
nahme von  tp  eine  unpassende  Wandstärke  erhalten,  so  mache  man 
die  Rechnung  mit  entsprechend  veränderter  Annahme  von  i^  noch 
einmal  und  wird  dann  in  der  Regel  eine  passende  Wandstärke   er- 
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halten.  Will  man  diese  mehrmalige  Rechnung  vermeiden,  so  kann  man 
auch  die  Wandstärke  im  Vorhinein  nach  Gutdünken  annehmen  und 

in  der  Formel  P=  .-  ^-  (     ** ,  ,       f  für  d^  setzen:  ef ^  =  c^^  —  2tP] 

Ib    V     rfo^o     / 
man  erhält  dadurch 

^^^'^  =  di—{d,—2wy  =  8wdi—24:w'dl  +  32w^d,  —  l6t€*, 

oder 

8wdl  —  dl  (^2iw*  +  i-J-'^-^  +  32  w'd,  =  Uw',  oder 

(Po  — ( ö -^ ^~)di  +  Aw'd,  =  2w\ 

Die  Auflösung  dieser  kubischen  Gleichung  dürfte  jedoch  mehr  Zeit 
in  Anspruch  nehmen,  als  das  zuerst  oben  angegebene  Rechnungs- 
verfahren. Hat  man  den  äusseren  Durchmesser  d^  bestimmt,  so  er- 
gibt   sich    der  innere  Durchmesser    mit  d^  =  d^  ?J^,    die  Zapfenlänge 

Ein  anderes,  bequemes  Verfahren,  die  Dimensionen  eines  hohlen 
Zapfens  zu  bestimmen,  besteht  in  Folgendem :  Man  bezieht  den  äus- 
seren Durchmesser  d^  auf  den  Durchmesser  d  eines  dem  hohlen  Zapfen 
gleich werthigen  massiven  Zapfens,  d.  h.  auf  einen  Zapfen,  der  ebenso 
belastet  ist,  wie  der  hohle  und  dieselbe  Tragkraft  hat,  wie  dieser. 

Macht  man  die  Annahme,  dass  die  Länge  l  des  massiven 
Zapfens  ebenso  gross  sei,  als  die  des  hohlen,  also  Iq  =  /,  so  hat  man 
aus  den  den  beiden  Zapfen    entsprechenden  Festigkeitsgleichungen : 


PI        ^r.d'       ^    PI,         ©7C  /"dl  —  dl 
-2=-32-^"^^=^  32   V    ^r~. 


die  beiden  Werthe  von  P  einander  gleich  zu  setzen,  und  erhält  dadurch : 
end'  _  ©TT    /(ft  —  (Jt\ 
"16/    ~  1677  V  ~  d,      /' 

oder  wegen  1^  =  1  ist  d^  =  -^—     -.     Hierbei  wird  jedoch  voraus- 

«0 

gesetzt,  dass  beide  Zapfen  aus  demselben  Materiale  seien,  weil  wir 
in  den  beiden  Werthen  von  P  die  gleiche  Spannung  ©  eingesetzt 
haben.    Die  letzte  Gleichung  kann  man  auch  schreiben: 
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folgt,  oder  für  d  den  bereits  bekannten  Werth 


^. O  OÄ  i  /  ^ 


f  =  2,26lf 
gesetzt,  erhält  man  auch: 


j,26y- 


2.261^ 


4  15  V? 

für  Gnsseisen  erhält  man,  bei  ^  =  --  und  ©  =  3,  «^q  =  , 

So  ergibt  sich  z.  B.  für  verachiedene  Werthe  von 
<I*  =  ^  =  0,8,     0,75,  0,7,  0,6,    0,5,     0,4,    0,3,      0,2 

4  =  1,19,  143,  1,1,  1,05,  1,02,  1,01,  1,003,  1,0004. 
d 

Es  werde  z.  B.  der  hohle  Gusszapfen  mit  P=2500*^  belastet, 
80  hat  man  den  Durchmesser  d  des  dem  hohlen  gleichwerthigen, 
massiven,  gusseisernen  Stimzapfens 

d=  1,5  Vp  =  1.5  V25ÖÖ=  75""« ; 
nehmen  wir  das  Höhlungsverhältniss  c|;  =  0,6,  so  ist  nach  der  letzten 
Tabelle,  die  aus  der  Formel  d^  =  ,  für  verschiedene  Werthe 

V1-+* 

dt, 
von  4  berechnet  ist,  -f  =1,05,  also e/o  =  1,05(^=1,05. 75  =  78,75 
d 

und  abgerundet  e?o  =  79«"' ;  hiermit  wird  d^^=zt^d^=z  0,6 .  79  =  47,4 

und  abgerundet  d^  =  48'"'" ;  die  Wandstärke  wird 

(^o-d.  _79-48_  ,. 

^—        2        ~        2       — ^^/«      ' 

4  4 

die  Länge  1^=    -  d  =  7^- .  75  =  100*""*.  Wünscht  man  jedoch,  dass 

beim  hohlen  Zapfen  dasselbe  Verhält niss  9  eingehalten  werde,    wie 

beim  massiven,  gleichwerthigen  Zapfen,    so   hat  man  cp  =  -   ==   y 

Ci  (Iq 

in  die  Rechnung  einzuführen.     Man  hat  dann,   wenn  man  aus  den 
beiden  Festigkeitsgleichungen 

"32^ 

Oraf,  Festigkeitslehr«.  10 


Plo  &n/dt  —  dl\         ^    PI  ©TTfi 

-2  ^  =  -32\—d--)  ^^^  Y  =  -32 
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die  Werthe  von  P  einander  gleich  setzt: 


©TCd' 


16/ 


^[-a)']=^'-f  <-«=!• 


woraus  de 


d 


ist.    Man  sieht,    dass    hier   d^  stärker  aus- 


VI-** 

fällt,  als  im  vorigen  Falle;  für  das  vorliegende  Zahlenbeispiel  würde 
man  erhalten,  bei  t|)  =  0,6 

d  =         ^'"^     ^=     J^       =     ^^     =30  38- 
'       ^q_(0,6)*       f 0,8704        0,933 

man  erhält  ferner 

d,  =  0,6  .  80,38  =  48,228'"'",  l,  =  ^.d,=^,  80,38, 

/o  =  lO?,!?»"'". 

6.  Ein  Gabel-  oder  Bolzenzapfen  vom  Durchmesser  d^  (siehe 
beistehende  Figuren)  ist  durch  die  Kraft  P  auf  Biegung  beansprucht. 
Es  ist  der  Durchmesser  d^  und  die  Länge  Z,  des  Zapfens  zu  be- 
rechnen. 


Fig.  39. 


Fig.  40. 


Auflösung.  Der  Gabel-  oder  Bolzenzapfen  ist  als  ein  an  seinen 
beiden  Enden  eingeklemmter  oder  eingemauerter,  horizontal  liegender 
Balken  von  prismatischem  Querschnitte  zu  betrachten;  daher  die 
zur  Querschnittsberechnung   anzuwendende   Formel  Af=©Z,   oder 

-FT  =  — oö— ;  hieraus  ist  — —  =  -^  =  (  -^  |  (fj;  zwischen  l  und 
8  32  ®  u         /i         V  ^1  / 
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rfi  nehmen  wir  ein  als  bekannt  vorauszusetzendes  Verhältniss  cp  =  -  *- 

an,  wobei  in  Bezug  dieses  Verhältnisses  dasselbe   gilt,    was  bereits 
beim  Stirnzapfen  darüber  gesagt  wurde;  wir  erhalten  daher: 


4P        dl 

— —  =  — ,  woraus 

©TU  Cp 


•'■=V^=w^«^V*- 


n/Pm 

oder  abgerundet  d^  =  1,129  V/-^  folgt. 

Bezieht  man  jedoch  den  Durchmesser  d^  des  Gabelzapfens  auf 
den  Durchmesser  d  eines  aus  demselben  Materiale  gefertigten,  und 
dem  Gabelzapfen  gleichwerthigen  Stimzapfens,  so  erhält  man  aus 
den  den  beiden  Zapfen  entsprechenden  Festigkeitsgleichungen : 

Pl^  ©7C(7t  j   PI  ®7Crf»   j.      ^       ^ 

-5-  =  — sii—  ^nd  -^  =  — ^-^—  die  Durchmesser 

Durch  Yergleichung  dieser  beiden  Durchmesser  erhält  man: 
,.:,  =  lS:l/55=2:4=l:2, 

'        y  ®7c   y  ©TU 

daher  e/j  =  0,5  d ;  zu  demselben  Resultat  gelangt  man  auch,  wenn 
man  aus  den  beiden  Festigkeitsgleichungen  die  Werthe  von  P  oder  © 
bestimmt  und  einander  gleich  setzt.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass 
bei  der  letzten  Berechnung  von  cZ,  angenommen  wurde,  das  Ver- 
hältniss 9  beim  Gabelzapfen   ist  dasselbe,    wie   bei    dem   demselben 

Z,  l 

gleichwerthigen  Stimzapfen,  also  —-  =  -—.    Will   man    aus    irgend 

dl         d 

einem  Grunde  den  Durchmesser  d^  >  0,5  d  machen,  so  nehme  man 

auch  ^  grösser,  als  es  sich  aus  der  Gleichung  -~  =  <p  mit  Zi  =  dj  9 

ergibt,  und  zwar  wie  folgt :  Aus  den  beiden  oben  erwähnten  Festig- 
keitsgleichungen der  beiden  Zapfen  ist 

©Treff         ©Turf» 
P  =  ^-  =  _g-,  woraus 


10* 
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"ieJ-HT'         47-77 

folgt.  Hieraus  ist 


man  erhält  somit 

Ist  hingegen  die  Länge  /^  angenommen  oder  Yorgeschrieben, 
so  bestimmt  sich  d^   aus  der  letzten  Gleichung  mit: 

ä.  =  ä}jij  =  o,mäf-., 

für  li  =  /,  wird  d^  =  0,63  (i.    Es  empfiehlt   sich,   die  Länge  l^  .des 

Id 
Gabelzapfens  aus  der  Gleichung  ld^=l^d^  mit  Zj  =  —  zu  bestimmen. 

Mit  diesem  Werthe    von  l^   ergibt   sich  d^   wie  folgt:    Aus  den  für 

die  beiden  Zapfen  geltenden  Festigkeitsgleichungen  wurde  der  "Werth 

©Trrf?        ®7rrf«  d[        d^ 

von  P  mit  P= — ,- — ==—--——  gefunden,  hieraus  ist  -— = -r— , 
4/1  16Z  /i         4/ 

hierin  für  l^   obigen  Werth  eingesetzt,  gibt: 

— -^—  =  -p- ,  oder  aj  =  -p,  woraus 
Id  4/  4 

cfj  =  -^  und  d^  =  dA^-^  ,    oder   d^  =  0,707  d  folgt;     hiermit    wird 

Anmerkung.  Wenn  ein  Tragzapfen  Halszapfen  ist,  d.h.  zwischen 
anderen  Theilen  des  Stückes  sitzt,  welchem  er  angehört  (Lagerstelle  einer 
Transmissionswelle),  so  wird  er  in  der  Regel  entweder  durch  verdrehende, 
oder  dnrch  biegende  Kräfte  stärker  beansprucht,  als  wenn  er  ein  Stirn- 
zapfen von  demselben  directen  Drucke  wäre :  er  mass  dann  daher  einen 
grösseren  Darchmesser  erhalten,  als  der  gleich  belastete  und  aus  demselben 
Materiale  gefertigte  Stimzapfen  von  derselben  Umdrehungszahl;  seine  Be- 
rechnung hat  nach  den  Regeln  der  Torsions-  oder  Biegnngsfestigkeit,  je 
nachdem  er  auf  Torsion  oder  Biegung,  oder  nach  den  Regeln  der  zusammen- 
gesetzten Festigkeit  zu  geschehen,  wenn  er  auf  Torsion  und  Biegung  be- 
ansprucht wird.  Soll  der  Halszapfen  dieselbe  Abnützung  erleiden,  wie  der 
ihm  gleichwerthige  Stirnzapfen,  so  ist  seine  Länge  ebenso  gross  zu  nehmen, 
wie  die  des  Stimzapfens;  seine  Länge  grösser  zu  machen,  wie  eben  ange- 
geben, ist  unschädlich;   die  Abnützung  wird  dadurch  nur  verringert. 
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7.  Es  ist  der  Durchmesser  d  der  Kugel  eines  Kugelzapfens  zu 
berechnen,    der  durch  die  Kraft  P  auf  Biegung   beansprucht   wird. 

Auflösung.     Ein    Kugelzapfen    (siehe 
beistehende  Figur)   ist   ein   Stimzapfen,    der  kP 

anstatt  einer  cylindrischen  Fläche  eine  Kugel-        /^-j-^ 
fläche  zur  Mantelfläche  hat.  Seine  Berechnung      "f-^i-I 
hat  wie  bei   einem  cylindrischen  Stirnzapfen        \;^^^ 
zu  geschehen.  Angenommen,  der  Kugelzapfen 
sei  aus  Schmiedeisen,  so  ist  der  Durchmesser  '^' 

dl  des  dem  letzteren  gleichwerthigen  cylindrischen,  schmiedeisernen 

3 
Stimzapfens  (/,  =  1,13  V^'    ^^®  Länge  l^   desselben   ^1  =  7^(^1,    der 

Kugelzapfen  erhält  an  der  Wurzel  ebenfalls  die  Stärke  di  und  da 
der  Kugelform  wegen  die  Länge  li  gleich  dem  Kugeldurchmesser  d 
sein  muss,  so  folgt: 

rf  =  i.  =  1  d.  =  1 .  1,13  Vp=  1,695  yP; 

da  wir  für  einen  cylindrischen  Zapfen  allgemein  die  Gleichungen  hatten : 

rf.  =  2,26  y^  und  /.  =  rf.  cp  =  2,26  9  y^  , 

SO  hat  man    für  einen  Kugelzapfen   allgemein    zur  Berechnung   des 

VP^  d 

—^—y  wobei  (p  =  -  - 

als  eine  bekannte  Grösse   zu  betrachten  ist. 

Anmerkung.  Bekanntlich  finden  Kugelzapfen  im  Maschinenbau  da 
Anwendung,  wo  eine  daaemde,  genaue  Lage  eines  cylindrischen  Zapfens  nicht 
zu  erwarten  und  ein  Klemmen  desselben  in  seinem  Lager  zu  befürchten 
ist,  oder  die  Bewegung  der  mit  dem  Zapfen  verbundenen  Theile  leicht  ein 
Klemmen  des  letzteren  (wenn  er  cylindrisch  wäre)  herbeiführen  könnte 
(verticale  Mühlspindel,  Zapfen  der  Sägegatter). 

8.  Es  ist  der  Durchmesser  d  einer  cylindrischen,  gusseisernen, 
horizontal  liegenden,  nicht  auf  Verdrehung  beanspruchten  Welle 
zu  berechnen,  deren  Zapfenlager  ö***  von  einander  entfernt  sind,  und 
die  2"*  von  dem  einen  Ende  entfernt  ein  600*'^  schweres  Rad  zu 
tragen  hat.  Das  eigene  Gewicht  der  Welle  soll  berücksichtigt  werden. 

Auflösung.  Wir  bestimmen  zunächst  einen  angenäherten  Werth 
von  d  ohne  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes.  Die  Welle  stellt 
einen  an  den  Endpunkten  unterstützten  und  zwischen  den  ünter- 
stützungspunkten  irgendwo  belasteten,  horizontal  liegenden  Balken 
dar;  man  hat  daher  zur  Querschnittsberechnung  ohne  Rücksicht 
auf  Eigengewicht  die  diesem  Belastung»-  und  Unterstützungsfall  ent- 
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pa — a)a        (BJ        ®r.d^ 
sprechende  Formel  — = =  —     —  zu  benutzen,    wobei 

»^ i. J      P=GOO  ist,  /  und  a  die  in  der  nebenstehen- 

"i     den  Figur   angedeuteten  Dimensionen   bezeich- 
nen, also  /  =6*",  a  =  2**.  Aus  der  Festigkeits- 


f^ 


P  gleichung  folgt: 

Fig.  42. 


1=-]! 


l732  Pj  —  aV  _  V'/"32  ■  600  (6000  —  2000)2000 
l®Tt'      ~)  60<)0  .  2,5  .  3,14 


oder  d  =  148""";  hiermit  wird  das  angenäherte  Gewicht  G  der  Welle: 

G  =  JLl^^ll .  (5000  .  0,0000073  =  753,5**. 
Nun  ist  der  genauere  Werth  von  rf  aus  der  Gleichung 

(-r)(-^-")  =  ^^=^^ 

ZU  bestimmen.  Diese  Gleichung  entspricht  dem  Fall,  dass  ein  hori- 
zontal liegender,  an  beiden  Enden  unterstützter  Balken  in  der  Ent- 
fernung a  von  dem  einen  Ende  durch  eine  vertical  nach  abwärts 
wirkende   Einzellast   P  und    ausserdem    noch    durch    eine    auf   der 

ganzen  Länge  gleichmässig  vertheilte  Be- 
U Z- ^— .»{       lastung   auf  Biegung   beansprucht  wird. 


Die     Dimension    b     bedeutet     die     Ent- 
fernung   des  Angriffspunktes    der   Resul- 
«  tante    von    P    und    G    von    dem    einen 

p.     4JJ  Unter  Stützungspunkte   (siehe  beistehende 

Figur).  Die  Entfernung  h  bestimmt 
sich  aus  dem  Satze  der  Statik  ,,Das  Moment  der  Resultante  ist 
gleich    der    algebraischen    Summe    der   Momente    der  Seitenkräfte", 

daher  Bb  =  Pa  +  -Gl   und    da    B  =  P -\- G    ist,    so    hat    man 

Pa  +  ^Gl 
q  =  — = ^1  ~  '  Setzen  wir  die  Zahlen werthe  ein,  so  ist: 

P  ^  (r 

600  .  2000  -h  ^  .  753,5  .  (5000 
*=    -  -  '600-+-75375 =  2556,7«". 

Aus  der  Gleichung  (  -  ~—  j  (  Pa  -\-'  -^  G  b  f  =  \^^      ergibt  sich : 
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-^lH'-r^)ri-y 


die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  erhält  man: 


(J  = 


VL  .6000-2556,7x  ^600 ■  2000  + 1 ■  753,5 . 2556,7^ 

V  ^^  \        60Ö0         )  \  2;5T3;i4  / ' 

gibt  abgerundet  r?=172"'"'.  Will  man  den  Werth  von  d  noch 
genauer  haben,  so  berechne  man  mit  dem  jetzt  gefundenen  Werthe 
von  d  das  Eigengewicht  G  der  Welle,  mit  diesem  neuen  Werthe 
von  G  die  Dimension  h  nach  obiger  Formel  und  mit  diesen  neuen 
Werthen  von  h  und  G  berechne  man  schliesslich  den  Durchmesser  d 
nach  der  für  denselben  zuletzt  aufgeschriebenen  Formel;  auf  diese 
Weise  kann  man  durch  wiederholte  Rechnung  einen  beliebigen  Grad 
von  Genauigkeit  erzielen.  Selbstverständlich  kann  man  den  Durch- 
messer d  auch  direct  finden,  aus  der  letzten  Gleichung  für  c?,  wenn 

man  darin  für  (r  den  Werth  G  =  — —  /  v  und 

4 

einsetzt,    und   dann   die  Gleichung,    die  dadurch  entsteht,    nämlich 

d-\A       W^+^dH-^m    '"^'^'   ^    ^L2(4P+7rd'^YJj 
V        I  /  1  ©TT  j 

nach  d  auflöst.  Dass  die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  d  mehr 
Zeit  beansprucht  und  mehr  Schwierigkeiten  macht,  als  das  vorherige 
Rechnungsverfahren,   liegt  auf  der  Hand. 

9.  An  einer  hohlen,  cylindrischen,  nicht  auf  Verdrehung  be- 
anspruchten Welle  aus  Gusseisen,  welche  in  zwei  Punkten  gelagert 
ist,  wirken  die  Lasten  von  P,  =  500*>,  P,  =  400*'',  P,  =  300*'^ 
in  den  Entfernungen  a^  =  1"*,  a^  =  2*,  a^  =  3*  von  dem  einen 
Unterstützungspunkte.  Die  Entfernung  der  beiden  Unterstützungs- 
punkte (Länge  der  Welle)  ist  /  =  5*".  Wie  gross  ist  der  äussere 
Durchmesser  d^  und  der  innere  Durchmesser  di  der  Welle  zu  machen, 
wenn  man  das  Gewicht  derselben  berücksichtigt? 

A  uf  1  ö  s  u  n  g.  Wir  berechnen  zunächst  wieder  angenäherte  Werthe 
von  d^  und  d^ ,  indem  wir  vorläufig  das  Wellengewicht  nicht  berück- 
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Mc-htigen :  wir  haben  daher  zur  Qaerschnittsberechniuig  die  Formel : 
P>1  —  a<a         €^    /'dj  —  dj^ 


'■/  —  a<a  <2^    /'d;  —  djX 

~~i       ~  "32"  V  ~dr"y" 


^iq       i;  Ly...l-.....t 


In  dieser  Fonnel  bedeaten  jedoch :  P  die  Besultante  der  gegebenen 
Kräfte  P,,  P„  P,,  also 

P  =  P,  -r  P.  +  /*,  =  500  1-  400  +  300  =  1 200^' ; 

M^^ Z-f» ^-m     a   die  Entfernong  des   Angriffispanktes 

der  Resultante  P  von  dem  einen  Ünter- 
stütznngspnnkte  «siehe  beistehende  Fi- 
gur).   Diese  Entfemnng  a   ergibt   sich 
-  aas  dem  Satze,    dass  das  Moment  aP 

*     Ä  der  Resultante   P  der   Kräfte   P^,   P,, 

*''*•  '**■  i^  gleich   sein   müsse  für  den  Gleich- 

gewichtszustand der  Summe  der  Momente  der  Componenten.  Auf 
den  Punkt  A  als  festen  Punkt  diese  Momente  bezogen,  erhält  man 
zur  Bestimmung  von  a  die  Gleichung: 

Pa  =  Pj  «1  +  P,  ff,  +  P,  ö,.  woraus 
_P,a^  +  fiq,  +^>s  _  oOO  '  1000  +  400.2000  +  300.3000 
^~  P  ~  1200 

a  =  1833,33""*  ist.     Nehmen    wir    zwischen    r/^    und    (fj    das  Ver- 

hältniss  ^=0,6,  also  (/J  =  (0,6</o)*  an,  so  hat  man 

P  a  -aya  _  e  r^  ^^  _  ^  j^^,  _  0,87 1  .  2  5  .  ^4^  _  ^  ^^  ^ 


-'P(/  —  a)a 
hieraus  ist  r/«  ==  \  —  ^  ^^-~— ,  oder 


'0  • 


) 


0,22  i 


1200  (5000  —  1833,33)  1833,33       ,„.._ 

—    —  =  löO 


0,22  .  5000 

und  Jj  =  0,6  (/o  =  0,6  .  185  =  lll""».  Diese  Werthe  von  d^  und  r/, 
sind  nur  die  angenäherten,  weil  das  Eigengewicht  der  Welle  nicht 
berücksichtigt  wurde.  Mit  diesen  Annäherungswerthen  von  (/,  nnd  d^ 
berechnet  sich  das  Wellengewicht  angenähert  (jedoch  zum  Zwecke  der 
Querschnittsdimensionberechnung  genügend  genau  für  die  Praxis)  mit 

G  =  -^  {dl  —  jf)  7,3  =  "^  [(1,85)»  -  (1,11)»]  3,14  .  7,3  =  493^^. 

Hiermit  berechnet  sich  die  Entfernung  h  des  Angriffspunktes  der 
Resultirenden  i?  =  P  +  G  von  dem  Unterstützungspunkte  in  Ä  aus 

der  Gleichung  Iib  =  Pa  -\-  -    G  f,   woraus 
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Pa  +  jGl      Pa  +  jGl      1200.1833,33  +  ^.493.5000 


R  P+G 

5  =  2027,46««  folgt. 


1200  +  493 


Wir  benützen  jetzt  zur  Bestimmung  von  d^  und  d^  die  Formel, 
in  welcher  das  Eigengewicht  G  berücksichtigt  erscheint  und  haben : 

(£-)(.,+ •«)=-(^)  =  „,^,, 

wenn   wir   nämlich ,    wie    oben    @  =  2,5    und   d^  =  0,6  d^    setzen ; 
man  erhält  somit 


fe)(-"4l^> 


oder 


_,       \//5000-2027,46\  / 

'•=  V  c — ^öööö — ;  V 


1200 .  1833,33  +  ^ .  493 .  2027,46 


5000 
(^„  =  194""»,  rf,  =  0,6d„: 


0,22 
0,6  .  194  =  116,4""». 


). 


Wollte  man  diese  Werthe  von  d^  und  d»  noch  genauer  haben, 
80  würde  man  G  noch  einmal  mit  den  zuletzt  gefundenen  Werthen 
do  und  dl  berechnen  und  aus  der  Festigkeitsformel,  welche  das 
Eigengewicht   berücksichtigt,    noch    einmal    (/^    und   di   ausrechnen, 

10.  Eine  schmiedeiserne,  nicht  auf  Verdrehung  beanspruchte 
Welle  von  4«  Länge  und  quadratischem  Querschnitte   ist  an  ihren 

Enden   gelagert   und   in   den  Entfernungen  von   ai  =  ^,  o,  =  1«, 

a,  =  2«,  a^  ==  3«  von  dem  einen  Ende  mit  P,  =  600*>,  P,  =  1500*"^, 

P,  =  900*'^,  P,  =  2000^^  belastet. 

Wie    gross    ist    die    Seite   s    des 

Querschnitts  zu  machen,  a)  wenn 

man  das  Gewicht  der  Welle  nicht 

berücksichtigt,    b)   wenn    man    es 

berücksichtigt  ? 


Au U- 


•Ä- 


t; «vi^_ 


j/- »i^ 


Auflösung,  ad  a)  Wir 
haben  hier  zur  Querschnittsbestim- 
mung die  Festigkeitsformel  zu  ge- 
brauchen : 

P{l  —  a)a  _  ;©J  _ 

i      ~  ~r  ~ 


h 


2»: 


A 


t 

Fig.  45. 

6.-^5'  =  «',  woraus 
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-f 


P{l  —  a)a 
l 


folgt;  in  dieser  Gleichung  ist  P  die  Resultante  der  Kräfte  P,,  P,, 
Pj  und  P4,  also 

P  =  Pi  +  P, +P, +  P4  =  600+ 1500  + 900 +  2000  =  5000^^ 

a  ist  die  Entfernung  des  Angriffspunktes  dieser  Resultanten  von  dem 
Unterstützungspunkte  in  Ä  und  bestinunt  sich  aus  der  Gleichung 
Pa  =  P,a,  +  P^a^-\-P^a^  +  P^a^  mit 

P,a,  +  P,a,  +  P,a,  +  P,a, 
a  = j = 

600  .  0,5  +  1500  . 1  +  900  .  2  +  2000  .  3 


5000 

a  =  1,92'"  =  1920*"*".  Man  erhält  somit,  wenn  man  in  der  Formel 
für  s  die  Werthe  für  P  und  a  einsetzt: 


=f 


/  5000  (4000  —  1920)  1920  _  j„j, 


4000 


ad  h)  Bei  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes  der  Welle  ge- 
brauchen wir  die  Festigkeitsformel: 


woraus 


'=VC-^-)(-+4") 

ist.  In  dieser  Gleichung  bedeutet  G  das  Eigengewicht  der  Welle, 
welches  wir  mit  Hilfe  des  ad  a  gefundenen  Werthes  der  Seite  s 
des  quadratischen  Querschnittes  angenähert  finden  können.  Es  ist 
^  =  5«/ Y  =  (1/71)" 40.  7,6  =  889*5^,  wobei  also  y  das  Gewicht 
einer  Volumeinheit  Schmiedeisen,  hier  l***"'  mit  7,6*J^,  also  die 
Dichte  des  Schmiedeisens  zu  7,6  angenommen  wurde,  h  ist  die  Ent- 
fernung des  Angriffspunktes  der  Resultanten  P  =  P  +  6^  von  dem 
ünterstützungspunkte  in  A    und  berechnet  sich  aus  der  Gleichung 

Pa  +  ^Gl 
(P+G)6  =  Pa  +  -GZ  mit  6=—^-^-  -,  oder 

5000  .  1920  4-  ^  .  889  .  4000 
'- 5000  +  889   -  -  =  1932«"; 
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die  Werthe   von   b  und    G   in    obige    Formel   für   $   eingesetzt,    er- 
hält man: 

.  =  }l(^^\-^^^^    (5000  .  1920  +  1 .  889  .  19'32) ,   oder 

s  =  ^' 5407186,158  =  175,5«~ 

11.  Eine  Welle  aus  Fichtenholz  von  6,277'*  Länge  ist  in  ihren 
beiden  Enden  gelagert ;  sie  hat  einen  kreisförmigen  Querschnitt  von 
314111m  Durchmesser  und  soll  2511*"'"  von  dem  einen  Ende  entfernt, 
ein  Wasserrad  tragen;  welches  Gewicht  darf  dasselbe  haben,  wenn 
man  das  Gewicht  der  Welle  berücksichtigt  und  letztere  nicht  auf 
Torsion  beansprucht  wird? 

Auflösung.     Der    vorliegende  A\* — ^^ ^U =5= >,^ 

Belastungsfall  ist  der,  dass  ein  pris-     ^ 

matischer,     stabförmiger    Körper    an      l^„«_ 

seinen  Enden  unterstützt  und  in  der      U-b— 

Entfernung    a  =  2511"**"    von    dem 

einen  Unterstützungspunkte  durch  die  ^  j  /? 

Einzellast  P  und  durch  die  auf  seine  "  ^ 

ganze  Länge    gleichmässig    vertheilte  ^'^'  **' 

Last  (Eigengewicht)    G  auf  Biegung   beansprucht   ist.     Die  hierher 

gehörige  Festigkeitsgleichung  lautet : 

(-7')(-+^-)=v' 

in    dieser   Gleichung    sind    die    Grössen    F  und    h   unbekannt,    das 
Eigengewicht  G  lässt  sich  aus  den  gegebenen  Dimensionen  berechnen. 

Esist  G=  ry=-^  ly  =  ^^'—^^  ^'—  .  62,77  . 0,64  =  315*>. 

Die  Entfernung  h  des  Angriffspunktes  der  Resultante  P  +  (r  von  dem 
ünterstützungspunkte  in  A  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

{P^G)b  =  Pa  +  -^Gl,  daher: 
Pa  +  jGl 

^  =  -~p-^:g  "' 

setzt  man   diesen  Werth  von  b   in   obige    Festigkeitsgleichung   ein, 
so  erhält  man: 


P+G     /  L        •    2       \     P+G 
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/lP+lG-Pa-^Gl\/P'a  +  PaG  +  ^PaG  +  -^GU\  ^      ^^ 

V  P+G  /  V  P+G  /  7  ~T~ 

oder 

diese  Gleichung,  die,  wie  man  bemerkt,  eine  unreine  kubische 
Gleichung  ist,  wäre  nun  nach  der  unbekannten  P  aufzulösen.  Um 
diese  zeitraubende  Arbeit  zu  umgehen,  schlagen  wir  wieder  folgendes 
für  die  Praxis  genügend  genaue  Resultate  lieferndes  Annäherungs- 
verfahren ein:  Wir  berechnen  zunächst  den  angenäherten  Werth 
von    P  ohne   Rücksicht    auf  das   Eigengewicht   der  Welle   aus   der 

P(l-^a)a       (BJ 
Festigkeitsgleichung — —  =  -     -  mit 

fr  c 

^Jl     _   '       32     _   0.683  ■  3,14  (314)' .  6277 
~ca{l  —  a)~    a{l  —  a)    ~    (6277—2511)2511.32'°*'' 

2075911,566^6277    „.„t*-, 
(6277  —  2511)2511   —  ^^" 

Pa  +  ^Gf 

und  setzen '  diesen  Werth  von  P  in  die  Gleichung  ft  =  — — 

P+  G 

ein,  wodurch  wir  einen  angenäherten  Werth  von  h  mit 

1377.2511+^  .315.6277 

'  = 1-3-7-7  + 315 =  2627.82^- 

erhalten.  Lösen  wir  nun  die  Gleichung 

BJ 

c 

nach  P  auf,  so  ist 

(l  —  h\ (Pa  +  -i  G6^  =  —\  oder 

1  ©J;                            ©//  1 
Pa  -\-  -^  Gh  =  —7,     -. ,  oder  Pa=-    --rr tc  Gb,  woraus 

2  c[l  —  b)  c(l — 6)        2 

®Jl  Gb 

^=^7(r=:^-27^°'«*' 


(^0(-+i-)=' 


Digitized  by 


Google 


15  7 

setzt  man  die  Zahlenwerthe  ein,  so  ist: 

0,683  Tcrf'Z         Gh      , 

0.683  .  3,14  (314)» .  6277  315  .  2627,82 

~    32.2511(6277  —  2627,82)  2.2511     ' 

2075911,566.6277  ,^,  oor,     . 

^=  2TlT (6"m::^627:8^  -  ^^^'^^''  "^"^ 

P=  1422  —  164,827  =  1257,173^^. 

Ist   ein   sehr   genauer   Gang    nothwendig,    so    berechnet    man 

die  unbekannte  Last  P  nicht  mehr   aus   dem  Widerstandsmomente 

BJ 
M= ,  sondern  aus  der  Formel  für  die  Durchbiegung: 

P      {l  —  aya^ 


dEJ  l 

-wir  stellen  hier  die  Bedingung,  dass  die  Durchbiegung  s  =  0,001 1 
sei;  man  erhält  somit: 

P  (Z_o)«a« 


o,oon  = 


iEJ  *  l 


in  dieser  Formel  ist  jedoch  das  Eigengewicht   der  Welle   nicht  be- 

0,003 /«^J 

rücksichtigt.    Aus   der  letzten  Gleichung   folgt:    P=-— . ,    ^  > 

(l  —  aya^ 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  gibt: 

0,003  (6277)« .  1096  .  ^  (314)* 

p — ßQO^^ 

•       (6277  — 2511)«  (2511)«        ~  * 

12.  Welche  Grösse  kann  die  über  die  ganze  Länge  der  Welle 
gleichmässig  vertheilte  Last  G  erhalten,  wenn  die  in  der  vorigen 
Aufgabe  gegebenen  Daten  beibehalten  werden;  a)  ohne  Rücksicht 
auf  das  Eigengewicht  der  Welle,  h)  mit  Rücksicht  auf  das  Eigen- 
gewicht der  Welle,  c)  wenn  eine  Durchbiegung  s  =  0,001  /  ge- 
stattet ist? 

Auflösung,  ad  a)  Die  diesem  Belastungsfalle  entsprechende 
Festigkeitsgleichung  ist : 

Gl        <SJ        2^n(P    ,. 
-g-=    —  =     32-,  hieraus  ist: 

8©7.(7»        8.0,683.3,14(314?  _^^^^^.^ 
^  =  -321 32  .  6277  ^"^^'^    ' 
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ad  h)  Wir  benutzen  hier  dieselbe  Formel,  vne  ad  a)^  vergrössern 

jedoch   G   um  das  Eigengewicht    der  Welle,    das   wir  schon*  in  der 

vorigen    Aufgabe    mit   31 5*^^  berechnet   haben.    Man    erhält    somit 

l  &J 

aus  der  Gleichung  (G  +  315)  -^-  = 

o  c 

cl  621 

das  Glied  — --- —  haben  wir  bereits  ad  a)  mit  2622,5  ausge- 
rechnet,  daher  ist  G  =  2622,5  —  315  =  2307,5^^. 

ad  c)  Die  diesem  Belastungsfalle  entsprechende  Formel  fftr  die^ 

bGl^ 
Durchbiegung    der   Welle    ist :    5  =  oö:i~r.~7»    ^*    ^^^^    ^^   Eigen- 

gewicht  der  Welle  ebenfalls  eine  über  die  ganze  Länge  gleichmässig^ 
vertheilte  Last  darstellt,  so  hat  man  G  um  das  Wellengewicht  von. 
315*^  zu   vermehren;    man    erhält    somit,    wenn    man   noch   für   s 

den  Werth  5  =  0,001/  setzt:  0,001 1  =  ^ ^'if ,1l  V^,   in  diesei- 

384  j&J 

Gleichung   ist  J&==  1096,    j;=^(314)*,    die   Zahlenwerthe    ein^ 

gesetzt,  gibt : 

0,001/=        5^.(^  +  315)       ^  ^^^ 

384  .  1096  .  -^  (314)« 

...,  5  (6277)' (Ö  + 315)         ,. 

^'^^  =  384TIÖ9670;cl49iT3W  """ 
0,001 .  1096  .  0,0491  (314)* .  384       ^   ,   „,. 
5(627-77 =  <?  +  315,  woraus 

^      0,001 .  1096  . 0,0491  (314)« .  384      ,,  ^ 

^  = 576277^ ~~~  ~  ^^^' 

oder  G  =  1018,14  —  315  ==  703,14'fi'  folgt. 

13.  In  der  Mitte  einer  liegenden,  horizontalen  Axe,  die  an 
ihren  Enden  unterstützt  ist  und  die  Länge  {  hat,  wirke  eine  Las-fc 
von  P*».  Es  sollen  allgemeine,  einfache  Formeln  zur  Berechnung 
solcher  Axen  ohne  Berücksichtigung  des  Eigengewichtes  derselben 
aufgestellt  werden,  wenn  der  Querschnitt  der  Axe  kreisförmig, 
quadratisch  und  ringförmig,  das  Material  für  die  ersten  zwei  Quer- 
schnitte Schmiedeisen,  Gusseisen  und  Holz,  für  den  letzteren  Quer- 
schnitt jedoch  nur  Gusseisen  ist. 
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Auflösung.  Der  vorliegende  Fall  der  Biegung  ist  der,  dass 
ein  prismatischer  stabförmiger  Körper  an  seinen  Enden  unterstützt 
und  in  der  Mitte  seiner  Länge  durch  die  Last  P  auf  Biegung  be- 
ansprucht ist.    Die  hier  zur  Querschnittsberechnung   anzuwendende 

PI        @J 
Festigkeitsformel  ist  daher  -j-  = . 

1)  Der  Querschnitt  ist  eine  Kreisfläche  und  die  Axe 
aus  Schmiedeisen. 

J        Tzd* 
Es  ist  dann  —  =  -00"  ^^d  @  =  6  zu  setzen ;  man  erhält  hiermit : 


'ä~'  '"''''^''^  ^'^'^  ==  V  6^Fi4  =  ^'^^^  ^  ^''^^' 


PI        6nd^ 
—r-  =     ^^    ,  woraus 
4 


2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch  und  die  Axe  aus 
Schmiedeisen. 

J       a» 
Es  ist  dann  —  =  n  ^  wenn  die  Quadratseite  mit  a  bezeichnet 
c         b 

^ird.  Man  erhält: 

—r-  =  ö  .  -^  =  a",  woraus 
4  0 


^Ipi  9, 

a  =  y-j-  =  0,63  \P/  folgt. 


3)   Der    Querschnitt    ist    kreisringförmig,    die    Axe 
aus  Gusseisen. 

Hier  ist  —  =  t^tt  -  -^ — -  und   ®  =  2,5   zu   setzen,    wobei 
c        62  a, 

der  äussere   Durchmesser   mit  d^,    der   innere  Durchmesser   mit  di 

bezeichnet  ist.    Man  erhält:  — r-  =  2,5  .  ^^-  . — -,    setzen   wir 

4  öJ  «s 

-^  =  (j;,  gleich  einer  bekannten  Grösse,  so  ist : 
»1 

^  =  2,5  .  -3I .  ^-^*^  =  2,5  .  0,0982(5 (1  -  tj.*),  oder 

PI 

-  -  =  0,2455  f/J  (1  —  cj^*);  hieraus  ist 

"^      -  V4  .0,2455(1  -^*)  ~  ^'"^^  Vi-**' 

<f,  =  (7,  ?j> ;  das  Höhlungs Verhältnis s  ^  wird  beliebig,  jedoch  so  an- 
genommen, dass  die  daraus  resultirende  Wandstärke  der  praktischen 


Digitized  by 


Google 


160 

Ausfahrung  der  Axe  keine  Schwierigkeiten   macht,   d.  h.  weder  zu 
gering,  noch  zu  gross  sei. 

4)  Der  Querschnitt    ist    eine   volle   Kreisfläche    und 
die  Axe  aus  Gusseisen. 

J        Tzd^ 
Hier  ist  —  =  -öct»  ®  =  ^f^^  ^^^  erhält  hiermit 
c         oZ 

PI        2,bnd^ 

-^  =  -32_,  woraus 


5)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch  und  die  Axe  aus 
Gusseisen. 

J       a' 
Hier  ist  —  =  -^,  wenn  wir  die  Quadratseite  mit  a  bezeichnen. 
c         b 

Man  erhält: 

PI        ©a»        o^     «'  i7   &Pl       ^ 

-^  =  -g-  =  2,5.-g,  woraus  «  =  y  472J  oder 


a"»'»  =  YÖ^6P7=  0,843  V^^  folgt. 

6)  Der    Querschnitt    ist    kreisförmig    und    die    Axe 
aus  Holz. 

J       Tzd' 
Hier  ist  —  =  -^^  und  ©  =  0,5  einzusetzen.  Man  erhält 

PI    . .  %d' 

T~    '   "32"'  '^"'^^^ 

7)  Der    Querschnitt    ist    quadratisch    und    die    Axe 
aus  Holz. 

J        a^ 
Hier  ist  —  =^  yr  und  ®  =  0,5  einzusetzen,    wenn  mit  a  die 
c         0 

Seite  des  Quadrates  bezeichnet  wird.  Man  erhält: 
"6 


PI  a«  1/   öPl  •, 

=  0,5  .  -^,  woraus  a  =  y  4- vr^  =  V  3  PI  oder 


a=  1,442  l/P/  folgt. 
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In  der  folgenden  Tabelle    sind    die  in  der  letzten  Aufgabe  er- 
haltenen Resultatformeln  zusammengestellt. 


Form  des 

Axenquer- 

schDÜtes 


Material     der    Ax 
Schmiedeisen        |  Gasseisen 


d  =  0Jb2]jPl    I    d=  1,006  fPl    i    d=l,72  ^P/ 


Holz 


a  =  0,63    V^^       c/  =  0,843 >>/    |    a  =  1,442 \P/ 


Pig    49. 


d,=d,f^         ' 


14.  In  der  Mitte  einer  horizontal  liegenden  Axe,  die  an  ihren 
Enden  unterstützt  ist,  und  die  Länge  /  hat,  wirke  eine  Last  von 
P*^;  es  sollen  einfache,  allgemeine  Formeln  zur  Berechnung  solcher 
Axen  entwickelt  werden,  wenn  von  der  Durchbiegung  ausgegangen 
luid  diese  gleich  dem  tausendsten  Theile  der  Länge  der  Axe,  also 
s  =  0,001 1  genommen  wird.  Die  Axen  sind  prismatisch,  aus  Schmied- 
eisen, Gusseisen  und  Eichenholz,  von  kreisförmigem,  quadratischem 
tmd  kreisringförmigem  Querschnitte.  Das  Eigengewicht  der  Axen 
soll  unberücksichtigt  bleiben. 

Auflösung.  Dem  vorliegenden  Belastungs-  und  ünterstützungs- 
fall  entspricht   für   die  Durchbiegung   der   elastischen  Linie   in   der 

PP 
Mitte  der  Länge  die  Formel:  s  =  0,0011  z=  —-  --- 

48  EJ 

a)  Schmiedeiserne  Axe. 

1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

Tzd* 
Hier  ist  ,&=  20000,    J=-—-'j  hiermit  erhält  man: 

o4 


Graf,  Festigkeitslehre . 


11 


Digitized 


by  Google 


162 

0,001  Z= — ^^-^.,  oder 

Tzd*  PI*  '  ^,  64  P/' 

64  =487o;001£'  ^"'""'  '^  =48T07ÖörE^  ^^ 

d  =  0,382  V^  V^  folgt. 

2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch. 

a* 
Hier  ist  J=  ^   einzusetzen,    wenn   a   die   Quadratseite    be- 

zeichnet;  man  erhält  aus  der  Gleichung  0,001 


J= 


4:8  EJ' 
PI*  PI*  PI* 


48  .  0,001  E~A8.  0,001  .  20000  ""  960 


a*  a*  PI* 

und  da  J=i—-^  ist,  so  hat  man  ^ö"  ^^  dörT'  woraus 

V/12  PI*  ,—    *.  - 

h)  Gusseiserne  Äxe.    • 

1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

Hier  ist  ^=  10000,  J=  -^^*  in  der  Formel  „0,001=-^'^/' 

b4  4o  E  J 

einzusetzen,  hieraus  ist  J=  ^^^  =  -^-  ^-^^-^^m  =  OT  ^"'"^^ 


-ilQA^Pl*  r-*i— 


2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch. 

Man  setze  hier  J=~    -   und  J&=  10000   in   der  Formel   für 

die  Durchbiegung,  oder  in  der  aus  letzterer  hervorgehenden  Gleichung 

PI*  a*  PI*  PI* 

"*^=  Ö;ö48-^"  ''''  '^°'*  ^^^'^*  =  12  =  ö:ö48 TiöÖÖÖ  =  48Ö'  '"^^' 
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a  die  Seite  des  Quadrats  bezeichnet;  aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

3)  Der  Querschnitt  ist  kreisringförmig. 

Wir    setzen   in    der   Gleichung   J=  — -    für   J   den   Werth 


7t 

64' 


•^ —  ^— (<^I  —  <^)  ein,  wobei  d^^  den  äusseren,  d^  den  inneren  Durch- 


messer bedeuten.  Man  erhält:  ^  (dj  _  rZl)  = -^ ;  nehmen  wir 
zwischen  d^  und  c^i  ein  Verhältniss  an,  und  setzen  —  =  <b  als  eine 
bekannnte  Grösse  voraus,  so  ist  ^  (1  —  V)  =  ^^,  woraus 

folgt ;  es  ist  femer  d^  =  d^  i^, 
c)  Eichehholzaxe, 
1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

Wir  setzen  in  der  Gleichung  J=  ^^.^  ^    für  J  den  Werth 

0,048  -& 

J=^-^  und  j&=1200  ein,  und  erhalten: 

nd*  Pl^  PI* 


Ä  =  -^^'  Voraus 


64       0,048.1200""  57,6 
•^IMPI*  *. 

2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch. 

PI* 
Wir  setzen  in  der  Gleichung  «7=  für  J  den  Werth 

U,U4o  -C' 

«/=Y9   ^uid  -£'=1200  ein,  wobei  a  die  Seite  des  Quadrates  be- 


zeichnet. Man  erhält: 


PI*  PI* 


=  ^-  ^,  woraus 


12       0,048 .  1200        57,6 


11" 
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Beantworten  wir  nun  noch  die  Fragen:  1.  Wie  gross  ist  die 
Spannung  (an  der  äussersten,  stärkst  gezogenen  oder  gedrückten 
Faserschichte),  die  in  den  Axen,  deren  Querschnittsdimensionen  wir 
jetzt  aus  der  Formel  für  die  Durchbiegung  berechnet  haben,  bei 
der  Belastung  Pim  Angriffspunkte  derselben  eintritt?  2.  In  welchem 

PI        @  J 

FaUe  liefern  die  Formeln  für  das  Widerstandsmoment  —r-  = und 

4  c 

für  die  Biegung  «^  = -rö^r?  ^^^  gleichen  Querschnittsdimensionen? 

PI        <BJ  4®J 

ad  1)  Aus  der  Gleichung  —.-  = folgt  P=  -.      ,  aus  der 

4  c  Ic 

PP                          48  EJs 
Gleichung  «  =  Y5-frT  folgt:   P= ;    diese   beiden   Werthe 

von  P  einander  gleich  gesetzt: 

4®J         4.%  EJs     ^,  _  ^        \2E8C 

i^-= — iv—^  ^^^^^^»  ^«*  ®=  "  7«""' 

0  012  Ec 

nehmen  wir  wieder  s  =  0^001  /,  so  ist  @  =  — — ,  hieraus  er- 
gibt  sich    für   die   gusseiserne  Axe    mit  E=  10000   und   für   den 

d 
Kreisquerschnitt  mit  c  =  -^  der  Werth  von 

0,012  .  10000  .d        - .  rf 
®  = 27 =  ^^T- 

Hat  man  nun  den  Durchmesser  d  der  Axe  aus  der  Formel  für 
die  Durchbiegung  gefunden,  so  dient  die  letzte  Gleichung  für  © 
zur  Berechnung  der  grössten  Faserspannung,  wobei  jedoch  voraus- 
gesetzt wird,  da  SS  die  Last  P  so  gross  sei,  dass  die  Durchbiegung 
5  =  0,001/  sei.    Führen  wir    in    die   für  den  Kreisquerschnitt   und 

^Esd 
jedes  Material  geltende  Formel  ©  =     — — -       für  d  den  Werth  ein, 

1/ 

Pl^  nd*  PP 

der  sich  aus  der  Gleichung  5  =  —        — ,  oder  J=  =  ■ 


4S  EJ'  64         4S  sE 


mit  cZ  =  1/  ,  ^ — -  -  ergibt,  so  hat  man 

}l  48  TZ  Es 

aus    dieser    Gleichung    ist    ersichtlich,    von    welchen    Factoren    die 
Spannung  ®    abhängig    ist.    Bezeichnen  wir    die  in  den  Axen   von 


Digitized  by 


Google 


165 

kreisförmigem,  quadratischem  und  kreisringförmigem  Querschnitte 
eintretenden  Spannungen  mit  (B^,  <©>  und  @q  und  geben  jedem 
dieser  Buchstaben  noch  den  Index  «,  oder  g^  oder  Ä,  je  nachdem 
wir  die  Spannung  in  einer  schmiedeisernen,  oder  gusseisernen,  oder 
hölzernen  Axe    berechnen,    so   hat   man   für   den   Kreisquerschnitt, 

wie   oben    berechnet:    @^  =  6V—---—  -.    Für  den   quadratischen 

12  Esc 

Querschnitt  erhält  man,  wenn  man  in  der  Gleichung  ©  =  — — — 

a  G  Es  a 

für   c    den   Werth    c  =  -^    einsetzt ,    ©  =  — --    ;    hierin    für    die 

Quadratseite  a  den  Werth  gesetzt,  der  sich  aus  der  Gleichung 

^       a*  P/»        .^  aI12PP       -{I  Pl'~ 

^=12  =  Weh  "^'^  '=)1s7e=  )4^ 

ergibt,  so  erhält  man  für  den  Quadratquerschnitt: 


6Es^rTF       ^,^lPPE*s*        ^^IPE^'s^ 

Für  den  Kreisringquerschnitt  mit  dem  äusseren  Durchmesser  f/^ 
und  dem  inneren  d^  hat  man  ©  =  — -— —  und  hierin  für  d^  den 
Werth  gesetzt,  der  sich  aus  der  Gleichung 

'^=  "64  (^  ~  ^')  =  43  Es'  ^^^^  ^^^^"  f^\  =  <V^  aus 

64-  ^^^  -  *  )  =  48  /;.'  "^^  '-^  =  V  -Tcll  -  r)  48  ^7 
ergibt,  so  hat  man  für  den  Kreisringquerschnitt : 

^"~     /» ■    y  37c"(l  —  t|>*)  Es~      ]l  37t  (1  —  t|>*)  l'' 

Setzt  man  nun  in  die  Formeln  für  S^,  @h  und  @q  die 
Durchbiegung  «  =  0,001  /,  sowie  für  E  nach  und  nach  die  Werthe 
je:  =20000,  jB;=  10000,  £"=1200,  entsprechend  den  Materialien 
,, Schmiedeisen,  Gusseisen,  Eichenholz",  ein,  so  erhält  man  für  die 
schmiedeiserne  Axe 

1)  Für  den  Kreisquerschnitt: 


^  V/4 P"(0,001 0»  (20000)»       ^  V/8bOOP.  4       ..  ^^^  V/P 


Digitized  by 


Google 


166 
oder 


€.  =  45,801.  t£. 
2)  Für  den  Quadratquerachnitt: 


e,=^^immo^^jr:=ef^=m5}l^, ,,,, 


Afp 

VT 

Für  die  Gusseisenaxe  erhält  man: 

1)  Für  den  Kreisquerschnitt: 

oder 

©♦  =  27,2364^—. 

V' 

2)  Für  den  Quadratquerschnitt: 

S.  =  6  ^ZSSSlf  =  23,8578  i| . 

3)  Für  den  Kreisringquerschnitt: 

©5    _  fi -\/4P(IÖÖÖÖm001Ö'      ßV/      4000 F~       ^ 

®»-'V-3W-+^)^"^  =^y3-u(r--W'"^«' 

®o  =  27.2364  f-^-^-j^. 

Für  die  Eichenholzaxe  erhält  man: 

1)  Für  den  Kreisquerschnitt: 

T  ott/^  f       nl^ 

®,  =  5,553!^. 

V' 

2)  Für  den  Quadratquerschnitt: 
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Will   man   diese   Werthe  von   @    durch   die  Länge   und  eine 
Querschnittsdimension   ausdrücken,   so   darf  man  nur  in  der  allge- 

12E8C 
meinen  Formel  ®  =  — - —  für  E  die  den  Materialien   „Schmied- 
eisen, Gusseisen  und  Eichenholz"  entsprechenden  Werthe,  j&=:  20000, 

d 
i;=  10000,  J&=1200,  femer  c=—    für    den    Kreisquerschnitt, 

c  =  ^  für   den   Quadratquerschnitt,    c  =  -^  für  den  Kreisringquer- 
schnitt, sowie  8  =  0,001 1  einsetzen.  Man  erhält  hierdurch : 

0,012 .  20000(^       120d  ^  0,012.20000a       120a 


•~  21  —     /     '^•■—  21  l 

^     _  0,012.  10000  (^_  60d     _  0,012.  10000  a_  60  a 

^^~  21  ~     l~'^^~  21  ~    l   ' 

0,012.10000^0   60do  ^     0,012.  1200ei    l,2d 


=  ^^  ®,.= 


^'•""     21  ~     l    '--"••—     21  ~     l 

^           0,012.  1200.  a   7,2  a 
©*.  = ^^ =  -^-. 

Aus  diesen  und  den  unmittelbar  vorher  entwickelten  Formeln 
zur  Berechnung  der  Spannung  ist  ersichtlich,  dass  die  hier  gezeigte 
Berechnung  der  Querschnittsdimensionen  auf  Grund  der  Durchbiegung 
8  =  0,001  .  l  nur  in  den  Fällen  brauchbare  Resultate  liefert,  in 
welchen  die  nach  den  letzten  Formeln  für  ©  berechnete,  eintretende 
grösste  Faserspannung  die  zulässige  Grenze  nicht  überschreitet. 
Gesetzt,  eine  Schmiedeisenaxe  mit  Kreisquerschnitt  des  vorliegenden 
ünterstützungs-  und  Belastungsfalles  sei  mit  P=  10000*^^  belastet 
und  habe  eine  Länge  von  l  =  900"*"* ;  dann  ergibt  sich  die  in  der- 
selben eintretende  grösste  Spannung  mit 

^1- 


45,801  V™^:  =  45,801.1^ 
V900  30 


oder  (S=  15,267^^;  da  wir  aber  hier  ©  =  6  als  zulässige  Grenze 
betrachten,  so  würde  in  diesem  Falle  die  Axe,  deren  Durchmesser  auf 
Grund  der  Durchbiegung  «  =  0,001/  berechnet  jwurde,  zu  geringe 
Sicherheit   gegen  Bruch   bieten ;    soll    daher   ®  <  6   sein,    so  muss 


n 


6  <  45,801  !£:  oder  --  >  3397,028  sein. 
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Für   die   obigen  Zahlenwerthe    von  P==  10000   und   /  =  900 

V.    ^"        810000       öi      1       • 
erhalt  man  auch  -— =  -    ^^^^   =  ol,  also  einen  viel  zu  geringen 

Werth.    In  gleicher  Weise  ^rhält  ^lan  für  die  Schmiedeisenaxe  mit 
Quadratquerschnitt  für  ®  <  6 

6  <  40,15^  oder  -^>2000. 
Für  die  Gusseisenaxe  mit  Kreisquerschnitt  muss  für  ©  <  2,5  auch 
2,5  <  27,2364  — —  oder  -  -  >  14073,93  sein;  für  die  Gusseisenaxe 
mit  Kreisringquerschnitt  ist  für  <ö  <  2,5  auch 

2,5  <  27,2364  f^y^-^,-^  [i  »der  ^^-tl^  ^  14073,93, 
und  für  den  Quadratquerschnitt  ist  für  ©  <  2,5 


2.5  <  23,8578  ^  oder  --^-  ^  8286,445. 
=  VT  ^ 

Für  die  Eichenholzaxe  hat  man :  für  den  Kreisquerschnitt  mit 
®  <0,5,  0,5  <  5.553  ^^.  oder  ^>  15234,61,  für  den  Quadrat- 

—  _  Vp  /'  _ 

querschnitt  ist  für  ®  <  0,5,  0,5  <  4  8642  -?—  oder  -  >  8957,95. 

Aus  diesen  für  den  Quotienten  —  gefundenen,  numerischen  Werthen 

geht  hervor,   dass  die  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen  der 
behandelten  Axen  aus  der  Formel  für  die  Durchbiegung 

gleiche,  grössere  oder  kleinere  Werthe  liefert,  als  die  Berechnung  der- 

Fl 
selben  Dimensionen  aus  dem  Widerstandsmomente  M  =  —r-  =  <BZ, 

4 

je  nachdem  der  Quotient  —  gleich,    grösser   oder   kleiner    ist,    als 
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der  ihm  entsprechende,  dafür  gefundene  numerische  Werth.  Es 
wäre  z.  B.  bei  einer  Schmiedeisenaxe  mit  Kreisquerschnitt  l  =  2"*, 

aber    für    diesen    Fall    —  >  3397,028    sein    muss ,    um  nicht   bei 

Berechnung  auf  Grund  der  gestatteten  Durchbiegung  s  =  0,001 1 
zu  geringe  Querschnittsdimensionen  zu  erhalten,  so  folgt  daraus, 
dass  bei  den  vorliegenden  Zahlenwerthen  von  l  und  P  die  Quer- 
schnittsberechnung nicht  auf  Grund  der  Durchbiegung,  sondern  aus 

PI         &J 

dem  Widerstandsmomente     .—  = zu  geschehen    hat.    Es  wäre 

4c. 

z.  B.  bei  einer  Schmiedeisenaxe  mit  Quadratquerschnitt  Z  =  2*", 
P=2000«'^  dann  ist  ^  =  i^^^  =  2000;    denselben  Werth 

hat  aber  auch  der  Quotient  — ,    wenn   die    Querschnittsberechnung 

auf  Grund  der  Durchbiegung  dasselbe  Resultat  liefern  soll,  wie  die 
Berechnung  aus  dem  Widerstandsmoment.  Man  findet  auch  in  der 
That  nach  den  oben  entwickelten  Formeln: 

a  =  0,63  Vp^=  0,63  Y2000  .  2000  =  lOO«-  und 

a  =  0,3344  Y7  V'^=  0,3344  }J2ÖÖÖ  ^2000  =  lOO«"» ; 

hiermit  ist  auch  die  zweite  Frage  „in  welchem  Falle  liefern  die 
beiden  Methoden  zur  Querschnittsberechnung  dieselben  Resultate'' 
erledigt: 

Unabhängig  von  den  vorigen  Betrachtungen  gelangt  man  zur  Be- 
antwortung der  zweiten  Frage,  d.  i.  zur  Kenntniss  der  numerischen 

Werthe   des  Quotienten  —  auf  folgende  Art:    In   die   Gleichungen 

PI         (BJ  PP 

-T-  = und  8  =  -r^-„  j.-  für  J  den  Werth   gesetzt,    der   z.  B. 

4  C  4o  rjJ. 

dem  Quadratquerschnitt  entspricht,  so  ist,  wenn  a  die  Quadratseite 

P/         Sa»  ^       a*  P/» 

bezeichnet:  -—  =  — y,    ,  und   J=  — r  =  -j^-^— ;  die  Werthe  von  a 
4  b  U        4o  -ßf  5 

aus  diesen  beiden  Gleichungen  einander  gleich  gesetzt,  gibt: 

v*/3pr    vr^^' 

die  Wurzelexponenten  auf  gleiche  Benennung  gebracht: 
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oder    „'  ■  -  =  324 ;  setzt  man  nun  s  =  0,001  /  und  für  Schmied- 
eisen  ©  =  6  und  E  =  20000,  so  hat  man 


(20000)»  (0,001 0»P 
l'       324  (0.001)«  (20000) 


=  324,  oder 
2000, 


P  6* 

den   bereits   früher   gefundenen   Werth.     In   gleicher  Weise    erhält 
man   für  jeden    anderen  Querschnitt   z.  B.    den   kreisförmigen,    den 

numerischen  Werth  des  Quotienten  -       ^     ,  wenn  man  die  Werthe 

von  d  aus  den  Gleichuncen  —r-  =  — t^—  und     ^  .    =  ,,  ^     em- 
*^       4  32  64        48  j&« 

• /q    t>»  *  /    j    T>7a 

ander  gleich  setzt;  man  erhält  hierdurch:  c?  =  l/-— — =  l/jr — — -, 

die  Wurzelexponenten   auf  gleiche    Benennung    gebracht    und    von 
den  Wurzelzeichen  befreit: 

4096  P*Z*  64P»Z»        ^       64  P  Z* 


o<^er    i,'     '    =550,31847,   woraus  mit  5  =  0,001/,    ©  =  6   und 

E^8^P 

^=20000  für  Schmiedeisen,  ^  =  3397,028,   wie  bereits   früher 

gefunden,  hervorgeht.  In  der  folgenden  TabeUe  sind  die  für  die 
Querschnittsdimensionen  der  behandelten  Axen  entwickelten  Formehi 
für  d^  a,  (/o,  sowie  die  Werthe  der  Spannungen  und  der  Quotienten 

/» 
—  zusammengestellt. 


Digitized  by 


Google 


171 


Material  der  Axe. 


Schmiedeisen 

Gasseisen 

Eichenholz 

Fig.  AO. 

■d=0,'iB2ii^lP 

d  =  0,46V/ V> 

d  =  0,772  Yz"Vp 

Fig.  51. 

1 

a= 0,3344V/  V^ 

1 

1 

a  =  0,398  yiV^ 

a  =  0,675Vr^P 

Kg.  52. 

d._0,46V/yj_^, 

©•  = 

45,801  ^;^ 

VT 

Vp 

27,2364  '/_ 

5,553  *,:^ 

V« 

©.= 

40,15  V.^ 

23,8578  *_ 

Vp 

4,8642  '^ 
Vi 

©<,= 

2^'2^^V(i4-^)/' 

.^5 

3397.028 

14073,93 

15234,61 

.^5 

2000 

8286,445 

8957,95 

•  J5 

1 

^^~"**^''>  14073,93 

Digitized 


by  Google 


172 


Berechnung  der  Tragaxen  von  der  Form  der  gleichen 

Festigkeit. 

15.  Es  ist  eine  schmiedeiserne,  einfach  tragende  Axe  von 
Kreisquerschnitten  zu  berechnen,  welche  in  ihren  Enden  gelagert  ist 
und  in  der  Entfernung  a^  =  800*"'"  von  dem  einen  Zapfenmittel  ein 
1500*^  schweres  Rad  zu  tragen  hat.  Die  ganze  Länge  der  Axe 
zwischen  beiden  Zapfenmitteln  beträgt  l  =  1200*"*" ;  die  Axe  soll  die 
Form  der  gleichen  Festigkeit  haben  (siehe  beistehende  Figur). 


Fig.  53. 

Auflösung.  Um  zunächst  die  Form  der  gleichen  Festigkeit 
der  Axe  zu  bestimmen,  stellen  wir  für  den  Querschnitt  im  Angriffs- 
punkte der  Last  und  für  einen  beliebigen  andern  Axenquerschnitt 
vom  Durchmesser  y  in  der  Entfernung  z  von  dem  einen  Zapfenmittel 
die  Festigkeitsgleichungen  auf.  Die  Last  ß  in  2  zu  ihr  parallele 
Componenten  P^  und  F^  zerlegt,  welche  in  den  Zapfenmitteln  an- 
greifen, 80  stellen  diese  Componenten  die  Zapfendrücke  vor,  welche 
durch  die  vertical  nach  aufwärts  wirkenden  Lagerreactionen  im 
Gleichgewicht  erhalten  werden.     Aus  der  Momentengleichung 

P,l=Q{l  —  a,)=Qa^  folgt: 


P,  =     y  '   und  P, 


Q-P,  =  Q 


Qa,        Q(l  —  a,) 


l 


l 


l 


Für    den    Querschnitt   vom   Durchmesser    D^  im  Angriffspunkte   der 


Last  hat  man :  P^a^  = 


— I —  =  — iyri  -  ;  für  den  Querschnitt  vom 


Durchmesser  ij  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Zapfenmittel  ist : 


Qa^x        ©Try'' 


Da  die  Axe  wegen  ihrer  Form  der  gleichen 


^■^=  l  -  32 
Festigkeit  in  allen  ihren  Querschnitten  dieselbe  Spannung  ®  haben 
muss,  so  setzen  wir  die  Werthe  von  ©  aus  den  beiden  für  die 
Querschnitte  von  den  Durchmessern  D^  und  y  geltenden  Festigkeits- 
gleichungen einander  gleich,  und  haben  : 


32  P,ai        32P,a' 


tcd; 


Tzy^ 


woraus  y*  = 


xUi, 


folgt ;  dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  kubischen  Parabel,  daher  die 
theoretische  Form    der  Axe  vom  Angriffspunkte   der  Last  nach  den 
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beiden  Zapfenmitteln  hin  nach  der  kubischen  Parabel  als  Form  der 
gleichen  Festigkeit  zu  bilden  ist.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt, 
dass  für  a:  =  o,  auch  y  =  o  wird,  daher  die  Axe  nach  den  Enden 
hin  sich  zuspitzt.  Da  aber  die  Axe  an  den  Enden  gelagert  werden 
muss  und  die  Zapfen  cylindrisch  ausgeführt  werden,  ebenso  auch 
der  Axkopf  (Theil  der  Axe,  an  welchem  die  Last  angreift)  wegen 
Aufnahme  der  cylindrischen  Nabe  des  Rades  einen  Cylinder  von 
einer  gewissen  Länge  darstellen  muss,  so  erhalten  nur  die  Axschenkel 
(Theile  der  Axe  zwischen  Axkopf  und  Zapfen)  die  angenäherte  Form 
der  gleichen  Festigkeit,  indem  sie  in  Gestalt  von  Kegelstumpfen  aus- 
geführt werden.  Zur  Berechnung  der  Zapfen  hat  man  die  Gleichungen  : 

2-  =  -32      '^"^  "2-  =  "32-    '^"  ^^'^^"  ^  =  ^  =  ^'^  ^"' 

haben  mit  ©  =  6,  P,  =  -^  =  ^j^q^-^   oder   F,  =  500   und 

P,=  e  —  P,  =  1500  — 500=1000*^;  es  ist  d,  =  l^S^lF,= 
==  1,13  V500=  25«««;  /,  =  l,bd,  ==  1,5  .  25  =  38«^  d,  =  1,13  . 
Vp,  =  1,13  .  V"100Ö  =  36«« ;  /,  =  1,5  (/,  =  1,5  .  3ü  =  54»"»*. 
(Siehe  Berechnung  von  Zapfen.) 

Um  Form  und  Dimensionen  der  Axschenkel  genau  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  Länge  «j  =  800"*"*  in  vier  und  die  Länge 
ö,  =  400'""'  auch  in  vier  gleiche  Theile  getheilt;  die  Abstände 
dieser  Theilpunkte  von  den  Zapfenmitteln  bezeichnen  wir 

mit  x[   x[   jr[   für  den  linken  Axschenkel, 
„    <  x^  x^    „       „     rechten 

und  berechnen  für  diese  Stellen  der  Axe  die  Durchmesser.  Die  diesen 
entsprechenden  Werte  von  yj,  y,,  tji  Do  und  //,",  yi',  t/i\  D« ,  welche 
zu  den  Werthen 

x[  =  200,  Ti  =:  400,  o-i  =  600,  a,  =  800«*« 

a;;'=100,  xi'=200,  a:i'  =  300,  a,  =  400"*« 

gehören,     findet     man     aus     der     bereits     entwickelten     Gleichung 

ß^x  ^f'x 

m5=— ^  mit  y  =  i)o  l/     -  (nachdem   natürlich    schon  vorher  der 

Werth  von  Dq  aus  der  Gleichung  — ^  =  -.^c.—   bestimmt  worden 

war),  indem  man  für  x  nacheinander  die  verschiedenen  Werthe  von  x, 
nämlich  x[  =  200,  xi  =  400  u.  a.  w.  einsetzt.  Die  Berechnung  der 
verschiedenen  Werthe  von  //  kann  jedoch  auch  wie  folgt  geschehen: 

FJ,        <BT.d\    ^.. 
Für   den  Zapfen  vom  Durchmesser  d^    hat  man :    =  ~^\9~' 
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irgend  einen  Querschnitt  vom  Durchmesser  y  in  der  Entfernung  x 
vom  linken  Zapfenmittel  hat  man  F^x  =  — öcT"'  *^^  welchen  beiden 
Gleichungen  durch  Gleichsetzung   der  Werthe  von  ©  folgt: 

y»  d\      ^, .^,      _^   l/2i_.  1/2"    « 


=  -7^,  hieraus  ist  y=^d^  V T~  ^^^*  V  7~  *  V^   ^^®' 


2^  =  ^^  VÄ  •  V ^  =  0,37475ei,  V^; 


in  diese  Gleichung  für  x  nach  einander  die  Werthe  xj  a^i  u.  s.  w. 
eingesetzt : 

fj[  =  0,375  (i,  V^  =  0,375  .  25  VsÖÖ  =  0,375 .  25 . 5,848   =  öö«« 

y;  =  0,375  (i,  V^  =  0,375  .  25  'ySOO  =  0,375 .  25 . 7,3681  =  69~~ 

y;  =  0,375  d,  V^  =  0,375  .  25  ^600  =  0,375 .  25 . 8,4343 = 80"^ 

D;,=:  0,375 d,  V^  =  0,375  .  25^800  =  0,375 .  25 . 9,2832  =  87«~ 

Zur   Bestimmung    der   Durchmesser   des    rechten  Axschenkels    setze 

man  in  die  Formel  y=^d^  Vt"  ^^  ^^  V ^  '  » ^  =12  ^^x    für   x 

nacheinander  die  Werthe  x[*  =  100,  x*^  =  200,  x*^  =  300 ;  man 
erhält : 

y;  =  12]lxi'  =  12  ^'TÖÖ  =  56'»'» 
yi'  =  12  }ßi'  =  12  >^200  =  70»"» 
yi'  =  12  ^^  =  12  V3ÖÖ  =  80,4»»»». 

8  

Dass  der  Werth  von  Z>J'  =  12  ya^  übereinstimmen  müsse  mit 
Do  geht  schon  daraus  hervor,  dass  die  diesen  Querschnitt  bean- 
spruchenden Biegungsmomente,  von  der  linken  oder  rechten  Seite  an 
gerechnet,    einander  gleich  sein  müssen;    es  muss  bekanntlich  für's 

Gleichgewicht  P^  a^  =  P,  c/,  =  "  sein.  Die  Länge  des  Axkopfes 

o2 

nehmen  wir  entsprechend  der  Nabenlänge  des  Rades  mit  L  =  200»^, 
den  wirklichen  Durchmesser  D  des  Axkopfes  nehmen  wir  wegen  der 
an  demselben  anzubringenden  Keilnuten  zur  Befestigung  des  Rades 
mit  i>  =  96»»»'. 

Die  Bestimmung  der  Zapfendrücke  P^  und  Pj,  sowie  der  die 
einzelnen  Querschnitte  der  Axe  beanspruchenden  statischen  Mo- 
mente   nach    der    Methode    der   graphischen    Statik    geschieht   wie 
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folgt*):  Man  errichte  auf  der  zur  Mittellinie  der  Axe  parallel  ge- 
zogenen Geraden  ÄC  im  Punkte  A  eine  Senkrechte,  trage  auf 
dieser  von  einem  beliebigen 
Punkte  a  aus  die  Last  Q  auf, 
mache  also  a,l  =  Q,  ver- 
binde einen  beliebigen  Punkt 
B  der  Kraftrichtung  von  Q 
mit  den  Punkten  A  und  C, 
ziehe  aus  den  Punkten  a 
und  1  die  Geraden  aO  \\  AB, 
1,0  \\  B  C  und  aus  dem 
Durchschnittspunkte  dieser 
beiden  Parallelen,  dem  Punkte 
0,    die    Gerade    2,0  ||  A  C, 


Fig.  54. 


Fällt  man  noch  aus  den  Axkopfbegrenzungen  Senkrechte  A  C,  ver- 
bindet die  Durchschnittspunkte  Bi  und  B^  dieser  Senkrechten  mit 
den  Geraden  AB  und  BC  mit  einander,  und  zieht  0,3  ||  -ßi-Bj,  so 
erhält  man  in  der  Strecke  a,2  die  Kraft  P^,  also  a,2  =  Pi,  2,1  =  P,, 
a,3  =  §i,  3,1  =  ft,  wenn  Qi  und  ft  die  an  den  Axkopfrändem 
wirkenden  Componenten  bedeuten,  in  welche  man  sich  die  Last  Q 
zerlegt  denken  kann.  Die  Fläche  ^  P,  B^CA  ist  die  Momentenfläche, 
weil  nach  der  Lehre  der  Graphostatik  die  der  Lastrichtung  parallelen 
Ordinaten  der  geschlossenen  Seilpolygonfläche  die  Momente  dar- 
stellen, welche  an  den  Durchschnittspunkten  der  Ordinaten  mit  der 
Mittellinie  der  Axe  diese  letztere  auf  Biegung  beanspruchen;  es 
stellt  also  z.  B.  die  Ordinate  t  das  statische  Moment  dar,  welches 
die  Axe  im  Punkte  s  auf  Biegung  beansprucht.  Bekanntlich  ist  die 
verticale  Ordinate  t  an  irgend  einer  Stelle  der  Momentenfläche  pro- 
portional dem  an  ihrem  Schnitte  mit  der  Axe  wirkenden  statischen 
Momente  M^,  welches  die  Axe  im  Querschnitt  vom  Durchmesser  y 
beansprucht ;  ebenso  ist  die  Ordinate  m  nz=ti  dem  statischen 
Momente  M^  an  der  Wurzel  des  Zapfens  proportional.  Für  beide 
Stellen  der  Axe  hat  man  die  Festigkeitsgleichungen: 

M^  =  —3,/-  und  Ify  =  —32"'  woraus 


^  =  ^undy  =  ..\/^- 


folgt;  da  aber  -~-  =  —  ist,  so  hat  man  i/  =  di  l/— ,  nach  welcher 

Gleichung    für  die   verschiedenen  Querschnitte    der  Axe    die    zuge- 
hörigen Werthe   von  y   gefunden   werden   können.    Wählt   man    die 

*)  Es  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  der  Leser  mit  dem  Znsammen- 
setzen und  Zerlegen  von  Kräften  nach  der  Methode  der  Graphostatik  ver- 
traat  sei. 
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t 
Werthe  von  t  so,  dass    —  eine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  man  zur  be- 

quemen  Rechnung  die  Wurzel tafel  der  natürlichen  Zahlenreihe  benützen. 

16.  Es  ist  eine  gleichschenklige  Balancier- Axe  von  Gussstahl 
mit  einer  Axkopfbelastung  Q  =  12000*^^  und  einer  Länge  von 
2a  =  800"****  zwischen  den  beiden  Zapfenmitteln  zu  berechnen. 

Auflösung.  Wegen  der  gleichen  Schenkellängen  der  Axe 
sind  auch  die  beiden  Zapfendrücke  einander  gleich,   daher 

1\  =  P^  =  ^  =  (iOOO^i^. 

Zapfen-  und  Schenkeldimensionen  werden  daher  zu  beiden  Seiten 
des  Axkopfes  dieselben,  man  braucht  deshalb  die  Rechnung  nur 
für  die  eine  Axenhälfte  zu  machen.  Für  die  Zapfendurchmesser  hat 
man  nach  den  bei  der  Zapfenberechnung  entwickelten  Formeln : 

rf  =  2,26y-^  und  1  =  (^==1,75,  oder 


2,26 


V~"lir   ""  ^'^^  ^  ^"^  ^'^^  V6000  =  75«»-. 

Die  Zapfenlänge  ^=l,75rf  brauchen  wir  hier  nicht  einzu- 
halten, weil  die  Zapfen  dieser  Axe  nur  schwingen;  wir  setzen 
1=  l,4(i=  1,4  .  75=  100'"'";  die  Dicke  d  des  Zapfens  wegen  der 
Verkleinerung  der  Länge  ebenfalls  zu  verändern,  erscheint  hier  nicht 
nöthig,  da  die  Festigkeit  durch  die  Verminderung  der  Länge  des 
Zapfens  nur  gewinnt.  Der  theoretische  Durchmesser  D^  des  Axkopfes 

wird  Dq  =  rfl/— -  =  75  V Täo  "^  ISO*""*-  I^ie  Nabe  des  Balanciers 

sei  320''*"*  lang,    wir   nehmen    daher   die   Axkopf länge  L  =  350"»^. 

Die  Schenkeldicke  D  an  den  Enden  des  Axkopfes  ergibt  sich,  wenn 

——  für  X  den  Werth  x  =  a ^   ein- 
setzt: man  hat  dann 


,^-O^X,2^^.y'2 


D'  =  ä  i/FH ^^2  ^  ^.  ^2  (400  -  1_75)  ^  ^^^^ 


Die  Dicke  D"  des  Schenkels  an  der  Zapfenwurzel,  also  da,  wo  der 
Zapfen  in  den  Axschenkel  übergeht,  erhalten  wir,  wenn  man  zuni 
Zapfendurchmesser  d  die  Anlaufhöhe  s  des  Zapfens,  5  =  3  -|-  0,07  d  = 
=  3  -f  0,07  .  75  =  8,25«»'*,  zuzählt,  daher 

D"  =  75  +  2  .  8,25  =  92'»'", 
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-wobei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  die  die  Profilform  der  Axe 
bildende  kubische  Parabel  von  der  gradlinigen  Begrenzung  der 
Kegelstumpfe  tangirt  wird. 

17.  Es  ist  für  ein  gleichschenkliges  Kunstkreuz,  dessen  Schenkel 
je  einer  mit  Q^  =  2000*^  normal  belastet  werden,  die  schmied- 
eiserne,  gleichschenklige  Axe  zu  berechnen,  wenn  die  Nabenlänge 
des  Kunstkreuzes,  L  =  280*""* ,  die  Entfernung  der  Lagennittel 
2a  =  500""*  ist  und  die  Schwerpunktsebene  des  Kunstkreuzes  in 
die  Mitte  der  Axe  föllt. 

Auflösung.  Die  folgenden  Figuren  zeigen  Kunstkreuz  und 
Axe,  linear  dargestellt,  in  einer  Anordnung,  wie  sie  bei  den  Wasser- 
haltungsanlagen der  Berg- 

werke  oft  vorkommt.  Bei      r\"      "/pl       ^^  « 

B    ist    das    vertical    ab-  **v/^  l^^^^^'^^^^J^ 

wärts  hängende  Pumpen-      j  X  \  k ^ — »k — ^ — ^j 

gestänge  und  bei  A  greift  S  f  Hfi^; — >^  4 

die  nach  dem  Motor  ge- 
hende Zugstange  an.  Der 
Normaldruck  Q  auf  die 
Axe    cc^    ergibt   sich  als  ^^p-  **•  ^^«'  '^• 

Resultirende  der  beiden  Kräfte  Q^  an  den  Schenkeln  des  Kunst- 
kreuzes.   Es  ist 

Q  =  Y2^  =  ft  V2  =  1,4  Q,  =  lA  .  2000  =  2800«'^. 

Zur  Berechnung  der  hier  gleichen,  schmiedeisernen  Zapfen,  welche  in 

Gusseisenlagern  laufen  sollen,  haben  wir  die  Formel  d  =  2,26  V -^r- , 

l 
hierin  ist  9  =  —  =  1,75  und  ©  =  6  zu  setzen,  man  erhält : 

d  =  1,2  V  P  =  1,2  y|-  =  1,2  VI4ÖÖ  =  45«»-. 

Da  der  Axkopf  den  grösseren  Theil  der  Länge  der  Axe  einnimmt, 
so  lohnt  es  sich  nicht,  den  Axschenkeln  die  Form  der  gleichen 
Festigkeit  zu  geben;  man  wird  hier  deshalb  die  Axe  cylindrisch 
machen  und  erhält  fär   den  Durchmesser  D^  in  der  Mitte  der  Axe 

l/2ä 
entweder  nach  der  bereits  bekannten  Formel  Dq  =  d  I/-7-  oder  aus 

der  diesem  Belastungs-  und  Unterstützungsfalle  entsprechenden 
Festigkeitsgleichung 

Ql       (?.2a       ©ttD»     ^        iflÖQ^      ^ 
T  =  -4-  =  --32"'  ^«=V"®^'  "^'' 

Graf,  Festigkeitslehre.  X2 
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"'16.2800.250 


I>.  =  f 


=  85" 


6 . 3,14 

Diesen  Werth  Dq  =  85****  wird  man  im  vorliegenden  Fall  bei- 
behalten für  die  ganze  Axe  bis  auf  die  Zapfen,  welchen  man  eben- 
falls, da  die  Axe  doch  ans  einem  Stück  cylindrischen  Walzeisens 
hergestellt  wird,  eine  grössere  Dicke  als  die  oben  berechnete  Minimal- 
dicke  geben  kann.  Die  Länge  der  Zapfen  nehmen  wir  hier,  weil  diese 
nur  eine  geringe  schwingende  Bewegung  machen,  l=l,25d. 

18.  Eine  freitragende,  massive  schmiedeiserne  Axe  mit  einer 
normalen  Axkopfbelastung  von  Q  =  800^  ist  zu  berechnen.  Die 
Entfernung  der  beiden  Lagermittel  (siehe  beistehende  Figur)  beträgt 
a^  =  lOOO*"*" ;  die  Entfernung  zwischen  Axkopfmitte  und  Halszapfen- 
mitte beträgt  o,  =  400*"*" ;  die  Länge  des  Axkopfes  ist  L  =  120*"**. 


•lafeEEEEEEIiiE^^ 


a, 

Fig.  57. 


^j «i-n« 


Auflösung.  Die  Kraft  Q  zerlegt  in  die  ihr  parallelen  Com- 
ponenten  PJ  und  PJ,  so  sind  die  diesen  Kräften  zur  Herstellung 
des  Gleichgewichtes  entgegenwirkenden  und  ihnen  gleichen  Kräfte 
Fl  und  P,  die  Lagerreactionen ;  die  an  der  im  Punkte  B  belasteten 
und  in  den  Punkten  A  und  C  unterstützten  Axe  wirkenden  Kräfte 
sind  ausser  dem  Eigengewicht  derselben  die  Last  Q  und  die  Dnter- 
stützungsdrücke  P^  und  P,.  Zu  berechnende  Grössen  sind:  Der 
Durchmesser  d^  und  die  Länge  li  des  Stimzapfens  in  A,  der  Durch- 
messer c2,  und  die  Länge  l^  des  Halszapfens  in  C,  der  Durch- 
messer D  des  Axkopfes  in  B  und  zur  Verzeichnung  der  kubischen 
Parabeln  die  Durchmesser  in  einigen  Querschnitten  der  beiden  Ax- 
schenkel. 

Die  Dimensionen  des  Stimzapfens  werden  aus  dem  Zapfen- 
druck Pj  nach  der  Zapfenfonnel  di  =  l,13^Pi  und  li  ^l^Öd^  be- 
rechnet. Der  Zapfendruck  Pj   ergibt  sich  aus  der  Momentengleichung 

P,  a,  =  Qa,,  woraus  P,  =  -^  =  ^^f 'J^^^  =  320^^^  folgt;  daher 

aj  lUUU 

ist  dl  =  1,13  V32Ö  =  20*"*"  und  ^  =  SO«*». 

Der  Durchmesser  d^  des  Halszapfens   berechnet   sich   entweder 

aus  der  schon  früher  für  den  Axkopf  einer  einfach  tragenden  Axe 

entwickelten  Formel 
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oder  direct  aas  der  Festigkeitsgleichung: 

f,  a,  =  ^o,  =  ,  woraus 


Es  sei  bemerkt,  dass  die  Formel,  die  früher  zur  Axkopf- 
berechnung  diente,  jetzt  zur  Berechnung  des  Halszapfens  verwendet 
werden  kann,  weil  dieser  denselben  Theil  der  Axe  darstellt,  der 
froher  den  Axkopf  bildete.  Die  Länge  l^  des  Halszapfens  wird 
man  auch  hier  der  üblichen  Verhältnisse  der  Lagermodelle  wegen 
^  =  l,5d,  :=  120  nehmen;  es  würde  jedoch  auch  Z,  =  cf,  genügen. 
Der  Axkopf  vom  Durchmesser  D  wird  wie  ein  Stimzapfen  beansprucht, 
daher  auch  als  solcher  berechnet;  da  er  aber  die  vorgeschriebene 
Lange  L  hat,  so  ist  der  nach  der  Zapfenformel  d^=\,\^^Q  be- 
rechnete Werth  umzuändern,  entsprechend  dem  umstände,  dass  die 
Lange  L  im  Allgemeinen  zum  Durchmesser  I)  das  in  der  Zapfen- 
formel enthaltene  Verhältniss  —  =  1,5  nicht  haben  wird,  wenn  es 

nicht  zufallig  der  Fall  ist. 

Es  heisse  der  durch  die  Zapfenformel  gefundene  ideelle  Werth 

des  Axkopfdurchmessers   d^,   seine  Länge  Iq^    so  ist   dq=\,\^\Q^ 

dq  =  143  V8ÖÖ  =  32'»'»,  Iq  =  1,0  dq  =  1,5  .  32  =  48-~. 

QL        Siii)» 
Für  den  Axkopf  gilt  die  Festigkeitsgleichung  -ö~  =  — öo — » 

denn  der  Axkopf  stellt  wie  jeder  Stimzapfen  einen  prismatischen 
Balken  dar,  der  an  dem  einen  Ende  (da  wo  er  in  den  Axschenkel 
übergeht)  eingemauert  und  auf  seiner  ganzen  Länge  gleichförmig 
belastet  ist.  Für  den  ideellen  Stirnzapfen  vom  Durchmesser  dg  gilt 

die  Festigkeitsgleichung:  -^  =  — ^  -^;    die  Werthe    von    Q  aus 

den  beiden  letzten  Gleichungen  einander  gleich  gesetzt,  gibt: 

folgt,  daher  i)  =  32  V -  .^^  =  44"^*";  selbstverständlich  würde  man 
f   48 

QL        ®7c2>» 
denselben  Werth   von  D   direct   aus  der  Gleichung  —^   =  — öö~ 

12* 
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erhalten.    Für  vier  verscliiedene  Querschnitte   des  Schenkels  AC  in 
den  Entfernungen  x[  =  200,  x^  =  400,  x'^  =  600,  xi  =  800—  Tom 


zu- 


1  '2x 

Zapfenmittel  A  erhält  man  nach  der  Formel  y  =  (fj  I  — —   die 

gehörigen    Ordinaten    der    kubischen    Parabel    y[  =  48.    ^  =  60, 
yi  =  69,   yi=76"'"'.    Für    den    Schenkel   BC  hat  man  nach   der 

i/2^ 
Formel  y=D  \^r-  f&r  x"  =300  die  zugehörige  Ordinate 

'■'^'^  =  75,24-. 


y;'-44y 


120 


Dadurch,  dass  man  an  die  kubischen  Parabeln  der  beiden  Schenkel 
Tangenten  als  gerade  Begrenzungslinien  legt,  erhält  man  die  ange- 
näherte Form  der  gleichen  Festigkeit  der  Axe.  Die  Bunde  an  dem 
Halszapfen  erhalten  eine  Breite  und  Höhe,  entsprechend  der  Breite 
und  Höhe  des  Anlaufes  bei  Stimzapfen.  Legt  man  an  die  Parabel 
des  längeren  Schenkels  die  Tangenten  derart  an,  dass  man  den 
geringsten  Materialüberschuss  erhält,  so  wird  man  im  vorliegenden 
Falle  finden,  dass  das  Schenkelende  bei  A  bedeutend  dicker  als 
der  Zapfendurchmesser  d^  ausföllt,  es  ist  daher  der  ganzen  Axe 
angemessener,  den  Durchmesser  d^  >  20  etwa  d^  ^  30*"""  und  dem- 
gemäss  /,  =  45*"**  zu  nehmen. 

Die  graphostatische  Berechnung  der  vorliegenden  Axe,  resp. 
Bestimmung  der  Zapfendrücke  P^   und  P,,  sowie  Verzeichnung  der 

Momentenfläche  geschieht  wie  folgt: 
Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkt 
a  der  Kraftrichtung  Pj  a  6  ||  -4  P,  ver- 
binde einen  beliebigen  Punkt  c  der 
Kraftrichtung  P,  mit  a  und  b;  er- 
richte im  Punkte  a  eine  Senkrechte 
auf  ab,  mache  darauf  d,l  =  Q  (wo- 
bei d  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Senk- 
^'-  ^'  rechten  a,l),  ziehe  1,0  ||  bc,  durch  d 

eine  Parallele  zu  ab,  so  schneiden  sich  diese  2  Geraden  1,0  und 
dO  im  Punkte  0,  dem  Pol,  ziehe  endlich  noch  0,2  ||  ac,  so  ist 
2,d  =  P,,  2,1  =P, ;  da  der  Zapfen  bei  C  gleichförmig  belastet  ist. 
so  ist  seine  Momentenfläche  zwischen  m  und  n  durch  einen  Parabel- 
bogen zu  begrenzen,  daher  amhba  die  gesuchte  Momentenfläche 
der  Axe. 

19.  Es  ist  eine  einfach  tragende  Axe  zu  berechnen,  bei  der  die 
Last  ausserhalb  der  Zapfen,  vertical  nach  abwärts  wirkt  und  der 
Axkopf  zwischen  den  Zapfen  liegt.  (Siehe  Fig.  59.) 
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Auflösung.     Die   Kraft    Q  zerlegt   in   2   zu    ihr   parallelen 
Componenten   i^   und  P,,    die  in   den  Zapfenmitteln  angreifen,   so 


Fig.  59. 

werden  diese  durch  die  ihnen  gleichen,  aber  entgegengesetzt  wirkenden 
Lagerreactionen  Pj  und  P,  im  Gleichgewichte  erhalten.  Für  den 
Punkt  P,  als  festen  Punkt  hat  man  ^ie  Momentengleichung 

Q  («1  +  öfi)  =  Pi  0,,  woraus 


Pi 


folgt;  es  ist  femer 


«1 


0.  ' 


Aus  den  beiden  Zapfendrücken  P^  und  P,  können  nun  die  Zapfeh- 
dimensionen  ef^,  ^j,  (2,,  2,  nach  den  bereits  bekannten  Formeln  be- 
rechnet werden.  Zur  Berechnung  des  Dtirchmessers  D  des  cylin- 
drischen  Axkopfes  zerlegen  wir  die  Kraft  Q  in  die  ihr  j^arallel^n 
Componenten  F^  und  F,,  angreifend  an  den  Axkopfirändem.  Für  den 
Punkt  P,  als  festen  Punkt  hat  man  die  Momentengleichung: 

p. «.  +  »;«. -F.  (<».  +  i)  =  e, 

es  ist  femer  F,  —  F,  =  ^;  diese  beiden  Gleichungen  sind  nach 
Fj  und  F,  aufzulösen.  Den  Werth  von  V^z:=V^  —  Q  in  die  andere 
Gleichung  eingesetzt: 

P,(h  +  {V,—  Q)a,  —  V,  {a.  +  L)  =  B,  oder 

P,a,  +  F,a3— Öa»  — ^lOf  — ^i^  =  »,  oder 
P,(h  —  Q(h  —  y.L  =  9, 

P,<h  —  Q(h 


hieraus  ist  Fj : 


und  für  Pj    den   früher  gefundenen 


Werth  P,  =  ^(^^  +  ^)    gesetzt,  so  ist 
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T^  _  g(«i  +  «.)  ^  gg,  _  e(a,  +  fl>  — q«) 

_  e  (ot  +  q,  —  q, )        ^  _  g  (ai  +  «1  —  «i  —  -^) 

Der  am  meisten  beanspruchte,  also  geföhrliche  Querschnitt  der 
Axe  ist  entweder  der  eine  oder  der  andere  Axkopfrand,  je  nachdem 
Pj  «4  §  Pg  a,  ist ;  bei  einem  gegebenen  Zahlenbeispiel  wird  man  aus 
dem  grösseren  dieser  beiden  Momente  die  Dicke  des  Axkopfes  nach 

der  Formel  Jf  =  — ^ —  berechnen. 

Ist  zufällig  Pia^=Pia^,  dann  gibt  es  an  den  beiden  Ax- 
kopfrändem  gefährliche  Querschnitte,  resp.  zwei  Maximai-Biegungs- 
momente, für  welchen  Fall  man  aus  der  letzten  Gleichung,  wenn 
man  darin  für  Pj   und  P,  obige  Werthe  setzt,  die  Beziehung 

<h  a^  «1  «4 

Denkt  man  sich  die  beiden  nach  abwärts  gerichteten  Kräfte 
P,  und  Fj  zu  einer  Resultirenden  vereinigt,  ebenso  die  Kräfte  P^ 
und  F, ,  so  erhält  man  zwei  Kräfte ,  welche  an  verschiedenen 
Stellen  der  Axe  angreifend,  in  entgegengesetzter  Richtung  wirken, 
weshalb  es  in  der  elastischen  Linie  einen  Wendepunkt  geben  muss 
(siehe  Fig.  60).  In  diesem  Wendepunkte,  dessen  Entfernung  vom 
Unterstützungspunkte  in  B^  mit  x  bezeichnet  sei,  ist  bekanntlich 
das  Biegungsmoment  if  =  B,  daher  die  Axe  an  dieser  Stelle  gar 
nicht  auf  Biegung,  wohl  aber  noch  auf  Abscheerung  beansprucht 
•  wird.    Für  den  Wendepunkt  der  elastischen  Linie  hat  man : 

M=  P^x  —  Fj  {x  —  a^)  =  0,  woraus 

Fj^4  «4 


X{P^  ^l)  =  ^\  <^4,     ^^^    ^  = 


folgt;  setzt  man  noch  für  P^  und  F^  die  oben  gefundenen  Werthe, 
so  ist 


X: 


«4«!  (ai+a4  +  -^) 


{a,+a,)L  a^{a,+a^+L)  —  {a,+(h)L 


oder 


(h  («1  +  «4  +  •^) 

~  <h  (ai  +  Ö4)  — «1-^' 
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.  Für  einen  beliebigen  anderen  Querschnitt  der  Axe  innerhalb 
der  Längen .  ß^  und  a^  hat  man  für  die  Querschnitte  von  den 
Durchmessern  ^^  und  y^  in  den  Entfernungen  x^  und  ar,  vom  linken, 
resp.  rechten  Zapfenmittel: 

wobei  öi  und  (/g,  sowie  l^  und  l^  die  Dimensionen  der  beiden  Zapfen 
bedeuten. 

Zur  Bestimmung  der  Kräfte  P^ ,  jP^,,-  V^  ,  F,  und  Verzeichnung 
der  Momentenfläche  mittelst  Kräfte-  und* Seilpolygbn.  verfahre  man 
wie  folgt:  Man  ziehe  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  a  der  Richtung  der 
Kraft  Q  die  Gerade  ahUB^B^,  er- 
.  richte  darauf  im  Punkte  a  eine  Senk- 
rechte a^3w  trage  darauf  das  Stück 
a,l  ±;=  Q  auf,  ziehe  durch  den  Punkt  1 
eine  Parallele  zu  »6,  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  0  dieser  Parallelen 
mit  a  '■  und  1 ,  so  sind  a  0  und 
1,0  zwei  Polstrahlen;  hierauf  ziehe 
man    durch    a    eine    Parallele    zum  ^^'  ^' 

Polstrahl  a  0  (hier  mit  demselben  zusammenfallend),  verbinde  die 
Durchschnittspunkte  c  und  e  dieser  Parallelen  mit  den  Punkten  h 
und  d  (Durchschnittspunkte  der  Kraftrichtungen  P,  und  F,  mit  a  6), 
ziehe  endlich  2,0 1|  6c  und  3,0\\ed,  so  ist  a,2  =  P,,  1,2  =  P,, 
a,3=^n  1,3  =  Fg  und  cedbc  die  Momentenfläche,  aus  welcher 
ebenfalls  ersichtlich  ist,  dass  im  Punkte  miie  Ordinate  =  Null,  also 
das  Moment  r^:  Null  ist,  daher  die  elastische  Linie  im  Punkte  m* 
einen  "Wendepunkt  besitzt,  in  welchem  die  Biegungsbeanspruchung 
der  Axe  =  Null  ist.    Selbstverständlich   kann  man   auch  hier  die 


verschiedenen  Querschnitte  der  Axe  nach   der  Formel 


y=c?i  y- 


berechnen,  wobei  f,  die  Ordinate  an  der  Wurzel  des  Zapfens  vom 
Durchmesser  d^  und  ^  die  Ordinate  ist,  welche  in  der^ichtung  des 
zu  berechnenden  verticalen  Durchmessers^,  innerhalb  der  Momenten- 
fläche liegt. 

20.  Es  ist  eine  efnfach  tragende  Axe  zu  berechnen,  bei  der 
die  Last  zwischen  den  beiden  Zapfen  angreift  und  der  Axkopf 
ausserhalb  der  Zapfen  liegt.  (Siehe  Fig.  61.) 

V 

Auflösung.  .Zerlegt  man  die  Kraft  Q  in  die  beiden  den  Auf- 
lagerdrücken Pj  und  Pj    gleichen  Componenten,    so  hat  man   aus 
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der  Momentengleicliiuig  F^  (a,  +  «>)  =  ö«f  >  -Pi  = 
P,  +  Pj  =  ö  ist,  so  hat  man 


Q<h 


P,  =  Q-F,  =  Q' 


and  da 


«1 


ttj  +  a. 


»l  +  Oi 


^-■-;i-ZZZ ■ /}     '^'^^    ^^™    Zapfendruck    P^ 

~^        . — .^^""  .;^'    können  die  Dimensionen  des 
"  Stimzapfens   nach   den    be- 


^  kannten  Fonneln  berechnet 
werden.  Wir  zerlegen  ferner 
die  Kraft  Q  noch  in  die 
ihr  parallelen  Componenten 
Q^  und  9,  an  den  Rfindem 
des  Axkopfes  wirkend;  man 
hat  dann  aus  den  Gleichun- 
gen :  C(o,  +  a^)  =QiL  und 
Q^  —  Q^  =  Q  die  Werthe 
von  ft  und  ^i  : 


Fig.  «1. 


Q,=:Q  +  ^(^^ 


Zur  Berechnung  der  Axkopfdicke  D  hat  man  entweder  das  Mo- 

ment  Pi  (a,  -|-  Oj  +  a«)  -|-  P,  a,  = oder  das  Moment  Q^L  = , 

c  c 

für  Q^  seinen  Werth  gesetzt,  gibt:   ^  (a,  +  a,)  =  — öh^-»  woraus 


©TT 


ist.    Zur  Berechnung    des  Halszapfens    vom 


.4 

Durchmesser  d^  hat  man  entweder 

<?.(i  +  «.— |)-ft(«,-|-)  =  ^oder 

für  P,  und  P,  die  Werthe  gesetzt: 

___(^„.  +  a,+  2«.^+^-^^.^  =  -^,  oder 
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0,2,        <>i2,\        €it<^ 


folgt.  In  dieser  Gleichung  für  d,  ist  die  Summe  der  Grössen  o, 
and  -^  als   eine   bekannte,    resp.  gegebene  Grösse   zu   betrachten, 

z.  B.  er,  +  -^  =  a ;  man  muss  daher  bei  der  Berechnung  der  vor- 
liegenden Axe  zuerst  den  Werth  von  d^  berechnen,  hat  hierauf 
i^  =  1^5(2,  und  Oj  =  a  —  -^,  worauf  man  erst  die  anderen  Werthe 

▼on  P,,  P,  u.  8.  w.  berechnen  kann,  da  die  Gleichungen  für  diese 
Grössen  die  Länge  a,  als  bekannte  Grösse  enthalten.  Für  einen 
beliebigen  Querschnitt  der  Axe  vom  Durchmesser  y  in  der  Ent^ 
femung  x  von  dem  Stimzapfenmittel  hat  man 

P,x  +  P,(x-a,  —  a,)  =  .^''^' 

oder  für  Pj  und  P,  die  Werthe  gesetzt; 


32 


•       ^        .(a-_a,  — 0,)  =  -.^,  oder 


0  ©TTV* 

(Ojir  +  Oia;  — aj  — aia,)  =  -^ör'»  ^^^^^ 


«,  +  «>  '         32 

"  —  [a?  (öl  +  o,)  —  aj  (a,  +  o,)]  =     ^J"  ,  oder 


Ol  +  a,  '    '  '   •   ^'        " '  '   '   ^'•'  32 

O  @7iy* 


a, +  a,  '  *   '   ^''  ''       ^'  ''  32 


,=f 


32^(a:  — öO 


iÖTT 


folgt.  In  den  Ausdruck  ^  (x  —  «,)  geht  natürlich  das  ebenfalls  für 
den  Querschnitt  vom  Durchschnitt  y  geltende  Moment 
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M=  Q^  {L  +  a,  +,a,  +  a^  —  a;)  —  ^^  (og  +  a,  Jr<^i.  —  ^) 
über,  wenn  man  für  Q^  und  ^,  die  Werthe  setzt.  Dass 

ist,  geht  sehon  aas  dem  bekannten  Satze  hervor;  dass  das  Moment 
der  Resoltirenden  in  Bezug  ^auf  einen  Punkt  als  Fixpunkt  gleich 
ist  der  Summe  ider  Momente  der .  Oompo^enten  in-JB^zug  auf  den- 
selben Punkt,  weshalb  wir  au6h  von  vornherein  fllr  den  Querschnitt 
vom  Durchmesser  y  das  Moment  Q  {x  —  aj  hätten  aufstellen  können. 
Zur  graphostatischen  Bestfminung  der  Kräfte  Pj,  P,,  Q^^  Q^  und 
Verzeichnung  der  Momentenflilche  verfahre  man  wie  folgt:  Man 
nehme  in  der  Richtung  der  Kraft  Q  einen  beliebigen  Punkt  m  an, 
verbinde  .denselben  mit  zwei  beliebigen  Punkten  a  und  h  der  Bich- 
tungen  der  Kräfte  P^  und  Pj,  verlängere  die  Seiten  am  und  hm 
bis  zu  deren  Dur^rhsrohnitten  c  und  e  nüt  den  Verticalen  aiis  den 
Punkten  A  und  B,  so  erhält  man  in  der  Fläche  amceha  die 
Momentejifläche,  aus  der  die  Biegungsbeanspruchungen  der.  ver- 
schiedenen Querschnitte  der  Axe  ersichtlich  sind.  Trägt  man  femer 

^  auf  einer  zur  Axe  A^C  senkrecht  gezogenen  Geraden  von  einetti 
beliebigen  Punkte  g  derselben  aus  das  Stuck  g,\=^  Q  auf,  zieht 
1,0  II  me,gOW  ac,  2,0  ||  aft  und  3,0  \\ce,  so  ist  2,g  =  P„2,l=P^, 
1,3;=  öl    und    3,pr=(J),.    yfie   man   mittelst   der   Ordinaten    der 

.Momentenfläche  die  verschiedenen  Durchmesser  der  Axe  finden  kann, 
ist  schon  in  den  Beispielen  15  und  19  gelehrt  worden. 

21.  Es  ist   eine   einfach   tragende  Axe  ztt  berechnen,    bei  der 
die  Last  Q  zwischen  den  beiden  Zapfen,  jedoch  nicht  normal,  sondern 

schief    zur   Axe   wirkt    und 

"7 ^yi>yi^:~- ^'^  der    Durchnittspunkt    der 

Kraftrichtung  Q  mit  der  geo- 
metrischen Axe  ausserhalb 
der  Axkopfränder  fällt.  (Siehe 
beistehende  Figur.) 

A  u  f  lö  s  u  n  g.  Zerlegen 
wir  die  gegebene  Kraft  Q  in 
die  Horizontalcomponente  H 
und.  Verticalcomponente  F, 
nehmen  femer  "ah ,  dass  die 
Componente  H  durch  einen 
der  beiden  Zapfen  als  Stütz- 
zapfen wirkend  aufgehoben 
wird  und  dass  die  Wirkung  der  Componente  H  auf  die  Material- 
&serspannung  vemachlässigt  werden  darf  und  zerlegen  die  Vertical- 
componente V  in  die  beiden  den  ünterstützungsdrücken  P,  und  P, 

gleichen  Componenten,  so  hat  man :  P^  l=:Va,  woraus  P^  ^=  -—  folgt. 


Fig.  62. 
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Es   ist  femCT  P,  =  V—  P^  =  V——-    oder   P,  =  ^(^~"). 

Aus  den  Zapfendrücken  P,  und  P,  sind  die  Dimensionen  der 
beiden  Stimzapfen  nach  den  bekannten  Regeln  zu  bestimmen. 
Zur  Bestimmung  der  Axkopfdicke  D  zerlegen  wir  die  Kraft  V  in 
die  beiden  ihr  parallelen,  aber  einander  entgegengesetzt  gerichteten 
und  an  den  Axkopfrandem  angreifenden  Componenten   V^  und   F,. 

Va 
-Man  hat  dann :    V^  =  V^  +  V  und  Va,  =  F,  L,  woraus  ,F«  =  — ^ 

i  ^  L 

j  und   Fl  =  F  +  -^  =  — ^   ^^'^    folgt.     Die  grösste  Biegungs- 

beanspruchung der  Axe  ist  hier,  wie  leicht  ersichtlich,  offenbar  die 
Stelle,    an  .welcher   die  Kraft    Fj    angreift;   hier  findet  das  grösste 

!  Moment  statt ;    nämlich  P,  (o,  +  L)  +  F,  Z  ='F,  {l  —  a^—L)  =  M. 

I  Setzt   man  hierin   für  P^,    P,  iind   F,  die  Werthe,   so   erhält  man 

I  eine  identische  Gleichung.  Wir  wählen  zur  Berechnung  der  Axkopf- 

dicke D  z.  B.  das  Moment  M=zP,  {l  —  o,  —  L);  f ür  Pj  den  Werth 

I  Va 

1  gesetzt,  erhält  man:  M=-j-{l — o,  — L).  Bezeichnet  a  den  Winkel, 

welchen  die  Richtung  der  Kraft  Q  mit  der  Horizontalen  einschliesst, 
so  ist   F=  Q  sin  a,  daher 

aQsina  „  ^^        ®ii2>» 

j- —  (/  —  o,  —  2/)  =  — gg— ,  woraus 


-f 


32a^sina(^  —  o,  — 'Z») 


Zur  Verzeichnung  der  Momentenfläche  und  Bestimmung  der 
Kräfte  Pi,  F^,  V,  und  F,  nach  der  Methode  der  Graphostatik  ver- 
feihre  man  wie  folgt:  Man  ziehe  die  Grade  ah  parallel  zur  geo- 
metrischen Axe,  verbinde  einen  beliebigen  Punkt  d  der  Richtung 
der  Kraft  F  mit  den  Punkten  a  und  6,  falle  aus  den  Axkopfrandem 
Lothe  auf  ab  und  verbinde  die  Durcbschnittspunkte  derselben  mit 
den  Geraden  ad  und  bd^  das  sind  also  die  Punkte  e  und  c  mit 
einander,  so  erhält  man  in  der  Fläche  adecba  die  Momentenfläche. 
Trägt  man  femer  von  einem  beliebigen  Punkte  m  aus  einer  auf 
a b  senkrecht  gezogenen  Geraden  das  Stück  tn,l=V  auf,  zieht 
mO\\ae,  1,0  \\  db,  0,2  \\  ab,  0,3  \\  ec,  so  ist  m,2  =  P,,  2,1  =  P,, 
m,3=V,  und  1,3  =  F,.  Nach  einer  anderen  graphischen  Methode 
findet  man  diese  Kräfte  auch  wie  folgt :  Auf  der  Richtung  der  Kraft 
P,  (siehe  folgende  Figur)  mache  man  ac  =  V,  verbinde  c  mit  i,  so 
schneidet  diese  Gerade  ei  auf  der  Verticalen  aus  F  das  Stück 
nrf  =  aft  =  Pj  ab,  daher  muss,  weil  nh=^ac=V^,  oder  nÄ  = 
=  Pi  +  P^  ist,  das  Stück  dh  =  bc  =  P^  sein;  denn  aus  der  Aehn- 
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bd  =  an  ist,  so  hat  man  aach 


lichkeit  der  Dreiecke  bcd  und  ndi  folgt :  bc:nd=ihd:ni^  oder,  da 

bc         a«     „   .    ,        ,      «-    .. 
^=r-  =  ^=-.  Zwischen  den  Kräften 

nd         ni 

Pi  und  P,  findet  aber,  wie  bekannt, 
die  Beziehong  statt:  P^  :  P,  = 
z=z7ii :  an  (da  der  Angnfbpankt 
der  Resultirenden  der  Kräfte  Pj 
und   P,    der   Punkt  n  ist),   daher 


bc 
nd 


es  ist  femer:  nd  '{'bc  =  Pi  +  P,  laut  Construction ;  lösen  wir 
diese  zwei  Gleichungen  nach  den  unbekannten  nd  und  bc  auf,  so 
hat  man,  den  Werth  von  n  d  aus  beiden  Gleichungen  einander  gleich 
gesetzt : 

Vc 


nd  =  ^' 


P. 


=  -Pi  +  -f«  —  &c,  hieraus  ist 


P,  .ftc  =  P,  P, +PJ  — P,  .ftc  oder 
Ü{P,+P,)  =  P,  P,  H-PJ  =  P,  (P,  +  PO,  woraus 
6 c  =  P,  folgt,  daher  « d  =  Pj  +  P,  —  bc,  oder 
;rä  =  P,  +  P,  — P,  =  P,. 

Zur  Auffindung  der  Kräfte  V^  und  F,  trage  man  auf  der  Richtung 
der  Kraft  V^  das  Stück  rm=V  auf,  verbinde  m  mit  g  und  ver- 
längere diese  Gerade  mg,  bis  sie  die  Richtung  der  Kraft  F  in  Z 
schneidet ;  dann  ist  « ^  =  r «  =  F^  und  hl  =  ms  =  ^c  =  F, ;  denn 
aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  Ims  und  mrg  folgt: 


rm  rg 

ms         Is 


nr 


da  aber  zwischen    den  Kräften   F  und   F,  die   Beziehung   besteht: 


F 


,^  rm  V         V,— 

so  hat  man  -=■  =  -=r-  = — 

ms         ^%  ^% 


V. 


es    ist   femer    laut   Construction    rs  —  ms=  F=  F, 
haben  daher  die  beiden  Gleichungen : 


F.;    wir 


rs- 


ms 


»'.-^.     .- 


ms 


V, 


und  rs  —  m s  =  Fi  —  F, 
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nach    den  unbekannten   rs   und   ms    aufzulösen.    Den  Werth    der 
Differenz  rs  —  ms  der  letzten  Gleichung  in  die  erste  eingesetzt,  gibt: 


ms 

1 
ms 


r. 


woraus 


—  und  w*=  F, 


folgt;    daher  ist  auch  rsz=::V^  —  V^+ sm  =  V^  —  V^'\-V^  =  V^. 

22.  Es  ist  eine  schmiedeiserne  Axe  mit  zwei  Tragpunkten  (siehe 
beistehende  Figur)  für  die  Belastungen  Q  =  3500^^  und  ft  =  4200*^^ 
zu  berechnen;  die  Schenkellängen  sind:  «j  =  700""",  a,  =  400*"*", 
die  Schaftlänge  «=1700'"~ 


s 
Fig.  64. 


Auflösung.  Die  Resultirende  der  gegebenen  Kräfte  Q^  und  Q^ 
in  die  zwei  parallelen  Componenten  jF^  und  JJ|  zerlegt,  und  diese 
durch  die  Lagerreactionen,  welche  nach  aufwärts  gerichtete  Kräfte 
darstellen,  im  Gleichgewichte  erhalten,  so  erhält  man  diese  Zapfen- 
drücke Pi  und  P,  wie  folgt :  Da  für  den  Gleichgewichtszustand  die 
algebraische  Summe  der  statischen  Momente  sämmtlicher  die  Axe 
angreifenden  Kräfte  gleich  Null  sein  muss,  so  hat  man  für  den 
Punkt  B  als  festen  Punkt  die  Momentengleichung: 

Pi  (a,  +  s  +  o,)  —  ft  (5  +  0,)  —  ft  o,  =  e,  woraus  folgt : 


P. 


ft  (*  +  «,)  +  <?.«. 


*['+-C+f)] 


«1  +  «  +  ö, 

3500  flTOO  +  400  A  +  ||)1 


42> 


—     700  -I-  1700  +  400 

Pj  =  3225*'^.  Für  den  Punkt  A  als  festen  Punkt   gilt  die  Momen- 
tengleichung : 

P%  («1  +  «  +  o«)  —  ft  («  +  «i)  —  Qi  «1  =  0,  woraus  folgt : 
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*       a^  +  Ä  +  o,      ''    o,  +  «  +  0« 

1700  +  700  A+?^) 

—  4900  ^    ^^^ 

—  ^VXJ.  7QQ  _^  17QQ  ^  4QQ    ^ 

P,  ^  4475*^;  selbstverständlich  gibt  die  Gleichung 

P,  =  ft  +  ft  —  P,  =  3500  +  4200  —  3225 
denselben  Werth  von  P,,  wie  eben  gefanden  wurde. 
Die  Zapfendimensionen  werden: 
d,  =  1,13  Y^=  1,13  Y3225  =  64-^  l,  =  l,öd,  =  1,5  .  64, 

l,  =  96«»^. 
d,  =  1,13  ^|T,  =  1,13  V4475  =  76~^  k  =  h^d,  =  1,5  .  76, 

^_  114mm 

In  dem  Schenkel  von  der  Länge  a^  vier  Schnitte  angenommen, 
x^  =  175'»'»,  rc,  =  350'»'»,  x^  =  525'»'»,  a,  =  700*»«»  von  dem  linken 
Zapfenmittel,  so  erhält  man  die  zugehörigen  Werthe  von  y  (Parabel- 
ordinaten) : 

y.  =  641^1^  =  124"-,  y.  =  64^ 

A  =  64y 

In  dem  Schenkel  von  der  Länge  o,  auch  vier  Schnitte  angenom- 
men in  den  Entfernungen  x[  =  100""»,  x',  =  200""",  xi  =  SOO*", 
a;i  =  o,  =  400"'"'  von  dem  rechten  Zapfenmittel,  so  hat  man  die 
zagehörigen  Werthe  von  y: 


2-525       ,.-^ 
^6-  =  ^^     ' 


2.700       ,_-„ 
-g-g-  =  156»"'. 


y.'  =  d.^  =  76^ 


2    100_9i, 
114     -^^ 


y;  =  76f^f  =  115--.  ,;  =  76f^  =  132.., 


A  =  76Y 


2-400       ,,_ 
-^^  =  145-. 
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Die  cyllndrisch  zu  gestaltenden  Axköpfe  erhalten  etwas  grössere, 
als  die  ausgerechneten  Durchmesser  von  D^  und  2>,,  damit  man 
gegen  die  angrenzenden  Theile.der  Axe  noch  einen  Anlauf  erhalte, 
welcher  das  Aufstecken  der  Naben  der  die  Axe  belastenden  Maschinen- 
theile,  sowie  das  Einbringen  der  Keilbahnen  erleichtert. 

Was  nun  den  Schaft  (Axenstück  zwischen  den  beiden  Axköpfen) 
betrifft,  so  setzen  wir  die  volle  Kreisfläche  als  Querschnittsform  voraus. 
Die  Durchmesser   der   einzelnen  Querschnitte  findet  man  wie  folgt: 
In  der  Entfernung  x  von  der  Axkopfmitte  C  heisse  der  Schaftdurch-  ' 
messer  y,  dann  gilt  für  diesen  Querschnitt  die  Festigkeitsgleichung : 

P^{a,  +  x)  —  Q,x=^^) 

für  den  Axkopf  C  gilt  die  Festigkeitsgleichung: 

^''''—    32    ' 
diese  zwei  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  gibt: 
y»        f.  (a.  +  a;)  — (?.a;_,    ,    x   /,        <?/ 


woraus 


und  bezogen  auf  den  anderen  Axkopf  E 


r=Ay 


'-JO-f) 


folgt.  In  dieser  letzteren  Gleichung  bezeichnet  x  die  Entfemung^des 
Querschnittes  vom  Durchmesser  y  von  der  Axkopfmitte  E.  Von 
diesem  Punkte  aus  den  Schaft  in  fünf  Theile  zerlegt,  so  dass 
T,  =  400,  :r,  =  800,  0:3=1200,  a;,=  1600,  «=1700'«^  von  E 
aus  nach  links  gerechnet  ist,  so  hat  man  nach  der  letzten  Formel  für  y 
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Indem  man  nun  die  den  einzelnen  Werthen  von  x  entsprechenden 
Werthe  von  y  normal  zur  Axe  aufträgt  und  die  bezüglichen  End- 
punkte der  y  durch  eine  stetige  krumme  Linie  verbindet,  erhält 
man  zwei  Parabelbögen;  dieselben  weichen  jedoch  in  den  meisten 
Fällen  von  der  geraden  Linie  so  wenig  ab,  dass  man  die  Endpunkte 
der  Durchmesser  D^  und  I>,  geradlinig  mit  einander  verbinden  und 
den  Schaft  als  abgestumpften  Kegel  betrachten  kann.  Im  vorliegen- 
den Beispiele  sind  ausserdem  die  Axkopfdurchmesser,  sowie  die  ein- 
zelnen Schaftdurchmesser  so  wenig  von  einander  verschieden,  dass 
man  den  Schaft  und  die  Axköpfe  als  einen  Cylinder  von  156"*"* 
Durchmesser  ausführen  wird.  Die  graphostatische  Berechnung  der 
zweifach  tragenden  Axe  geschieht  wie  folgt:  In  den  Angriffspunkten 
der  Kräfte  Pj,  ^,,  ft  und  P,  Lothe  gefällt  zur  geometrischen  Axe 
der  horizontal  liegenden  Axe   (siehe  folgende  Figur),  auf  der  Rich- 


Fig.  65. 

tung  der  Kraft  P,  von  einem  beliebigen  Punkte  o  aus  die  Strecken 
0,1  =  ^1,  1,2  =  (?j  aufgetragen,  einen  beliebigen  Punkt  0  als  Pol 
gewählt  und  mit  den  Punkten  o,  1,  2  verbunden,  gibt  das  Kräfte- 
Polygon  0,1,2;  da  die  Kräfte  ft  und  Q^  durch  die  Kräfte  P^ 
und  P,  im  Gleichgewichte  erhalten  werden,  also  Pi  +  P«  =  ^i  +  Qt 
sein  muss,  so  stellt  die  Strecke  2,o  auch  die  Summe  der  Kräfte 
P,  -f-  P,  dar,  daher  ist  o,l,2,o  das  geschlossene  Kräftepolygon. 
Zur  Verzeichnung  der  Momentenfläche  ziehe  man  durch  einen  belie- 
bigen Punkt  c  der  Richtung  der  Kraft  Qi  die  Geraden  ac\\o,0  und 
cf\\  1,0,  femer  fh  \\  2,0,  verbinde  h  mit  a  und  ziehe  0,3  ||  ah, 
so  ist  0,3  =  Pi ,  3,2  =  P, .  Zerlegt  man  endlich  noch  die  Lasten  Q^^  und 
Q^  in  je  zwei  parallele  Componenten  Q[,  Q"  und  Q^^  Q[\  welche  an 
den  Axkopfrändem  angreifen,  fallt  aus  diesen  Angriffspunkten  Lothe 
auf  AB  und  verbindet  die  Durchschnittspunkte  derselben  mit  den 
Seiten  des  Seilpolygons,  d.  i.  also  h  mit  d  und  e  mit  g,  so  erhält 
man  in  der  Fläche  abdegha  die  Momentenfläche,  mittelst  welcher 
man,  wie  bereits  bekannt,  für  einen  beliebigen  Kreisquerschnitt  der 
Axe  den  zugehörigen  Durchmesser  finden  kann,  wenn  man  die 
Zapfendimensionen  kennt. 
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23.  Es  ist  eine  zweifach  tragende,  schmiedeiserne  massive  Axe 
mit  einem  freitragenden  Schenkel  (siehe  folgende  Figur)  zu  be- 
rechnen; die  Querschnitte  sind  an  allen  Stellen  volle  Kreisflächen; 
die  Belastungen  betragen:  Q^  =  3500*^^,  ft  =  4200*^^;  die  Schenkel- 
längen sind :  di  ==  TOO*^,  a^  =  400'"'",  die  Entfernung  des  linken 
Axkopfmittels  vom  Halszapfenmittel  ist  «=  1700""",  die  Länge  des 
freien  Axkopfes  ist  L,  =  200'""». 


Fig.  66. 

Auflösung.  Hier  sind  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 
1.  Die  Richtung  der  Resultirenden  der  gegebenen  Kräfte  Q^  und  Q^ 
fällt  zwischen  die  beiden  Lager  (wie  in  der  Figur  gezeichnet);  2.  die 
Resultirende  fällt  ausserhalb  der  beiden  Lager  auf  eine  Seite  der- 
selben (wie  in  der  Figur  ebenfalls  angedeutet);  3.  die  Richtung  der 
Resultirenden  fällt  in  die  Mittellinie  des  Halslagers,  also  in  dieselbe 
Verticale,  in  welche  der  Auflagerdruck  P,   fällt. 

7.  FaU.  Die  Richtung  der  Resultirenden  R  der  gegebenen  Kräfte 
Q^  und  Q^  falle  zwischen  die  ünterstützungspunkte  Ä  und  B  der 
Axe;  dann  findet  man  die  Entfernung  C^=  a  des  Angriffspunktes  E 
der  Resultirenden  von  dem  Angriffspunkte  der  einen  Last  Q^  aus 
dem  Satze,  dass  das  Moment  der  Resultirenden  gleich  ist  der  Summe 
der  Momente  der  Seitenkräfte.  Für  den  Punkt  D  als  festen  Punkt 
hat  man  daher  aus  der  Gleichung: 


R 


(»  +  «,)  —  s  —  «»  =  —  a,  oder  da  fi  =  ß,  -f-  ft   ist : 


(•^  +  «.)  (ft  +  ft)  —<?.(«  +  «.) 
ft  («  +  «.)  _ 


:  a,  oder 


setzt  man  die  Zahlenwerthe   des  vorliegenden  Beispiels   ein,    so  ist 
(1700  +  400)4200 


3500  +  4200 


=  1145,45"""; 


Grmf.  FeatigkeiUlebre. 
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wie  man  sieht,  fallt  also  hier  die  Resultirende  der  Kräfte  Q^   und  Q^ 
zwischen  die  beiden  Lager. 

Zerlegt  man  die  Resultirende  R  in  die  zwei  zu  ihr  parallelen, 
den  Auflagerdrücken  Pj  und  Pg  gleichen,  aber  diesen  entgegen- 
gesetzt gerichteten  Componenten,  so  hat  man,  da  die  Kräfte  P^  -f-  P, 
der  Kraft  Ä  das  Gleichgewicht  halten,  für  den  Punkt  Ä  als  festen 
Punkt  die  Momentengleichung: 

P,  (^  +  «i)  +  Q%  «s  =  Qx  s,  woraus 

_   Q^-Q^  _  3500  .1700 -4200  .400  _  ^,g^,, 

'  «1+5  700  +   1700  ^ 

Für  den  Punkt  B  als  festen  Punkt  hat  man: 
P,  {s  +  (i,)  =  Q,  (a,  +  5  +  «0  +  <?,  a,  =a,  (ft  +  Q,)  +  (?,  (a,  +  ^j, 

woraus 

p  ^  M^  +  ft)  +  ft  K  +  ^)   _ 


_  700  (3500  +  4200)  +  4200  (400  +  1700) 
~  700  +  1700 

Pg  =  5920*^  folgt.  Aus  dem  Zapfendruck  Pj  berechnen  sich  die 
Dimensionen  des  Stirnzapfens  mit 

d,  —  1,13  V^=  1,13  \^178Ö  =  48'""»  und  /,  =  1,5 (/^  =  72«"", 

wofür  wir  jedoch  bei  der  Ausführung  wegen  der  besseren  üeber- 
einstimmung  der  gesammten  sich  durch  die  folgende  Rechnung 
ergebenden  Dimensionsverhältnisse  der  Axe  nehmen:  di  =  öS*"*, 
Ij  ==  80*"***.    Der    Durchmesser    d^    des    Halszapfens    kann    aus    der 

Festigkeitsgleichung  ft  a^  =  '   berechnet   werden ;    hieraus    ist 


^■=f^=\^ 


32  .  4200  .  400       ,  ..^ 
=  140*"*". 


6 . 3,14 

/,  =  1,5  d^  =  1,5  .  140  =  210"»"». 

Der  Durchmesser  Dg   des  freien  Axkopfes    findet    sich   aus  der 
Gleichung 


32  '       y      ©t: 


n,=f 


16  .  4200  .  200  _  gQ„„. 


6  .  3,14 
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Für  irgend  einen  Schaftquerschnitt  vom  Durchmesser  y  in  der 
Entfernung  x  von  dem  linken  Axkopfmittel  hat  man  durch  Division 
der  für  die  Durchmesser  D^  und  y  geltenden  Festigkeitsgleichungen  : 

Pi  (a;  +  Ol)  —  Qy^  x=      —- ^    I        ^.^  ^^^^^  Gleichung  durch  die 

p       ^TzUj  j  untere  dividirt : 

^tOi—      32  ) 

y'  _  Pj  {x  +  gj)  —  gl  a^  _  F^x^        P,a,  _  Q^x_  _ 
=  1  +  —  (^1  —  ~f),  hieraus  ist 

Einen  Punkt  im  Schafte  gibt  es,  für  welchen  die  Biegungs- 
beanspruchung gleich  Null  ist,  weil  dieser  Punkt  ein  Wendepunkt 
der  elastischen  Linie  ist,  in  welchem  also  der  Krümmungshalbmesser  p 
anendlich  gross,  somit  nach  der  bekannten  Grundformel  der  Biegungs- 

EJ 

festigkeit  M= das  Biegungsmoment  3/=  Null,  also  auch  die 

P 
Parabelordinate  =  0  wird.     Die  Entfernung  Xq   dieses  Punktes  von 

dem  linken  Axkopfmittel  findet  man,  wenn  man  in  der  letzten  Glei- 
chung für  y  dieses  =  0  setzt  und  die  Gleichung  nach  x  auflöst, 
oder  das  für  irgend  einen  Schaftquerschnitt  vom  Durchmesser  y  in 
der    Entfernung    Xq     vom    linken    Axkopfmittel     geltende     Moment 

M=  Pi  (xq  +  «t)  —  Qi  ^0  =^  setzt ;   hieraus  ist 

P,  a, 
P,  Xq  -|-  Pj  a,  =  gl  Xq  oder  Pj  r/,  =  x^  {Q^  —  PJ,  woraus  x^  — 


folgt.  Selbstverständlich  kann  man  an  dieser  Stelle  des  Schaftes  y 
nicht  =  0  machen,  weil  dann  nicht  nur  der  Zusammenhang  der 
Axentheile  aufgehoben  wäre,  sondern  weil  auch  der  in  diesem  Schaft- 
querschnitt auftretenden  abscheerenden  Kraft  Rechnung  getragen 
werden  muss.  Man  bestimmt  jedoch  den  Schaftdurchmesser  an  dieser 
Stelle  nicht  aus  der  abscheerenden  Kraft,  sondern  durch  die  Ver- 
bindung des  linken  Axkopfes  mit  dem  Halszapfen  mittelst  eines 
Kegelstumpfes,  dann  ergibt  sich  der  Durchmesser  von  selbst. 

Der  Durchmesser  JJ^   des  linken  Axkopfes  findet  sich  nach  der 
bereits  bekannten  Formel 

13* 
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für  die  verschiedenen  Schaftquerschnitte  in  den  Entfernungen 

X,  =  140,  X,  =  280,  X,  =  420,  x^  =  560,  x,  700'"»' 

von  dem  linken  Axkopfmittel  nach  rechts  gegangen,  erhält  man  die 
zugehörigen  Werthe  von  y  nach  der  oben  entwickelten  Formel 


1/ 


=-.FIFI> 


setzt  man  hierin  die  Zahlenwerthe  für  Dj,  a^,  Q^,  P,  und  für  x 
nach  und  nach  obige  Werthe  von  x^ ,  x^  u.  s.  w.  ein,  so  erhält  man : 
y,  =  120,  y,  =  110,  y,  =  97,  y^  =  79,  y,  =  44«'» ;  für  die  anderen 
Schaftquerschnitte  in  den  Entfernungen  x  =  200,  400,  600,  SOO*"*" 
von  dem  Halszapfenmittel  nach  links  gegangen,  hat  man  durch  Di- 
vision der  beiden  Festigkeitsgleichungen: 

Q^(a,  +  x)-P,x  =  -ff~ 

für  den  Schaftquerschnitt  in  der  Entfernung  x  vom  Halszapfenmittel, 


ft  «a  = 


32 


für  den  Halszapfen  geltend  (die  obere  Gleichung  durch  die  untere 
dividirt) 

V  ^2  /  Qi  ^2  ÖS  «a 

setzt  man  hierin  für  (7j,  «j,  P,,  Q^  die  Zahlenwerthe  und  für  x  nach 
einander  die  Werthe  x  =  200,  400,  600,  800««  ein,  so  erhält  man 
y;  =  130,  yi=117,  y;=102,  y;  =  79««.  Die  Parabelordinate  y 
wird  gleich  Null,  für 

a,P,  700.  1780 

Xn  = — - —  = —  724  4.»»"» 

Qt  —  P,        3500  — 1780  ~'   ' 

vom  linken  Axkopfmittel  nach  rechts  gegangen.  Die  graphostatische 
Bestimmung  der  Kräfte  P^  und  P^,  sowie  die  Verzeichnung  der 
Momentenfläche  geschieht  wie  folgt :  Von  einem  beliebigen  Punkte  o 
einer  zur  Axe  B  D  senkrecht  gezogenen  Geraden  die  Kraft 
9j  =  o,\,    die    Kraft    Q^  z=z  \,2    aufgetragen,    die    Punkte    o,   1,  2 
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mit  einem  beliebigen  Punkte  0,  dem  Pol,  verbunden,  so  erhält 
man  in  0,  1,  2,  o  das  geschlossene  Kräftepolygon.  Man  ziehe  nun 
von  einem  beliebigen  Punkte  b  der  Richtung  der  Kraft  Qi  die 
Geraden  ab\\oO,  bd\\l/J,  dc\\2,0,  so  ist  die  Gerade  ac  die 
Schlusslinie  des  Seilpolygons;  zieht  man  nun  noch  0,3  ||  ac,  so 
ist  0,3  =  P,  und  3,2  =  Pg ;  die  Richtung  der  Resultirenden  li  der 
Kräfte  Q^  und  ft  ist  die  Verticale,  die  man  durch  den  Durchschnitts- 
punkt e  der  Seilpolygonseiten  ab  und  de  zur  Axe  BD  zieht.  Aus 
der  Momentenfläche  ab^b^d c^ c^  a  ersieht  man,  dass  es  in  derselben 
einen  Punkt  z  gibt,  in  welchem  die  Ordinate  y,  also  auch  das  Mo- 
ment für  diese  Stelle  der  Axe  if=fl  ist.  Die  Entfernung  dieses 
Punktes  von  dem  linken  Axkopfmittel  haben  wir  bereits  allgemein 
in  dem  für  Xq  gefundenen  Werthe  bestimmt. 

//.  Fall.  Die  Resultirende  R  der  gegebenen  Kräfte  Q^  und  ft 
fällt  ausserhalb  der  beiden  Unterstützungspunkte  der  Axe  (siehe 
beistehende  Figur).  Man 
zerlege  die  Kraft  R  in 
die  ihr  parallelen  Com- 
ponenten  P/  und  P^,  wel- 
che in  den  Punkten  A 
und  C  angreifen  und  hier 
durch  die  Lagerreactionen 
Pj  und  P,  wieder  zur  Her- 
stellung des  Gleichgewich- 
tes aufgehoben  werden  ; 
die  die  Axe  beanspruchenden  Kräfte  sind  daher  die  Zapfendrücke  P^ 
und  P, ,  sowie  die  Kraft  R  oder  deren  Componenten  ft  und  ft . 
Für  den  Punkt  C  als  festen  Punkt  gilt  die  Momentengleichung: 

^1  («1  +  ^)  +  QiS=  QiOii  woraus 


Fig.  67. 


P.= 


a,+s 


folgt.  Für  den  Punkt  A  als  festen  Punkt  hat  man: 

ft  {Ci  +  9  +  a,)  +  Q^a,  =  Pa  {s  -|-  a,),  woraus 

folgt.  Die  Dimensionen  der  Zapfen,  der  Axköpfe  und  des  Schaftes 
werden  ebenso  wie  im  Falle  /  berechnet.  Die  graphostatische  Be- 
stimmung der  Kräfte  P,  und  Pj,  sowie  die  Verzeichnung  der 
Momentenfläche  geschieht  wie  folgt :  Von  einem  beliebigen  Punkte  0 
aus  auf  einer  zur  Axe  A  E  senkrecht  gezogenen  Geraden  trage  man 
0,1  =  ^1,  1,2  =ft   auf,    verbinde    einen  beliebigen  Punkt  0,    den 
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Pol,  mit  den  Punkten  o,  1  und  2,  ziehe  durch  einen  beliebigen 
Punkt  h  der  Richtung  der  Kraft  (>,  die  Geraden  ah\\  o,0,  bd  ||  1,0, 
cd\\  2,0,  ziehe  die  Schlusslinie  ac  des  Seilpolygons  und  0,3  ||  ac, 
80  ist  0,3  =  Pi,  2,3  =  Pj  und  h^dc^cc^ab^  die  Momentenfläche, 
aus  welcher  ersichtlich  ist,  dass  es  hier  in  der  elastischen  Linie 
keinen  Wendepunkt,  also  auch  keinen  Querschnitt  in  der  Axe  gibt, 
in  welchem  die  Biegungsbeanspruchung  gleich  Null  ist. 

///.   Fall.  Die  Resultirende  R  der  gegebenen  Kräfte  Q^   und  P, 
fällt  gerade  mit  dem  Auflagerdruck  P,   in  dieselbe  Verticale  (siehe 

folgende  Figur) ;  in  diesem 


'^ 


Fig.  68. 


Falle  wird  die  Resultirende 
B  =  Q^  +  Q^  von  dem 
Halslager  in  D  aufgenom- 
men, daher  muss 

sein,  was  sich  übrigens 
auch  wie  folgt  beweisen 
lässt:   Für  den  Punkt  A 


als  festen  Punkt  gilt  die  Momentengleichung: 

Qi  ffi  +  Qi  {^h  +  s  +  öl)  =  P2  (s  -t-  ffg),  woraus 

(tAQi  +  Q:)  +  ^.Q.+  Q.'' 


p,= 


öl  H-^ 


folgt;    da    aber    nach    dem  Satze,    dass    das  statische  Moment    der 
Resultirenden  gleich  ist  der  algebraischen  Summe  der  Momente  der 
Seitenkräfte,  die  Gleichung  statt  hat :   Q18  —  ^^o,  =  /^ .  0  =  0,  also 
Q^s=Q^a^   ist,    so    kann   man    in    dem   letzten    Ausdruck    für  P,  • 
anstatt  a^  Q^  den  Werth   Qi  s  einsetzen ;  man  hat  dann : 

„^  «.«>.  +  ft)  +  ^(«?.  +  ft) ^ («.-i-«)(ft  +  ft)    ^     Q 

0,  +  s  a,+s  V.-hV.. 

Es  folgt  daraus,  dass  P^  =  0  sein  muss,  was  man  aber  auch 
wie  folgt  beweisen  kann:  Für  den  Punkt  D  als  festen  Punkt  gilt 
die  Momentengleichung : 


Pj  (dl  +  5)  +  ()j«8  =  Q^  s,  woraus  P,  = 


ist ;  da  aber,  wie  wir  oben  sahen,  Q^s^  Q^  a^  ist,  so*  ist  der  Zähler 
des  Bruches,  durch  welchen  Pj  ausgedrückt  ist,  gleich  Null,  also 
ist  auch  Pi  =  0,  somit  werden  die  biegenden  Kraftmomente  in  dem 
Stücke  A  B  der  Axe  gleich  Null,  d.  h.  der  Axschenkel  A  B  und  der 
Zapfen  bei  A    haben  nur  den  zufällig  sie  beanspruchenden  Kräften 
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za  widerstehen,  und  können  daher,  weil  sie  von  den  Kräften  Q^ 
und  ft  gar  nicht  auf  Biegung  beansprucht  werden,  unter  Umständen 
sehr  leicht  und  dünn  ausgeführt  werden.  Die  Axköpfe  in  B  und  C 
werden  wie  Stimzapfen  berechnet  unter  entsprechender  Berück- 
sichtigung  der  Veränderung    der  Längen  Verhältnisse  — --  und  — -^ 

gegenüber  den  bei  den  Stirnzapfen  gewöhnlich  gebrauchten  Längen- 
verhältnissen, oder  direct  aus  den  Festigkeitsgleichungen : 

—  und  — 


2  32  2      ~     32    ' 

wobei  Zr,  und  L,  die  Längen  der  Axköpfe,  I>^  und  i),  ihre  Durch- 
messer bezeichnen. 

Ist    das    Axenstück    AB    ziemlich    lang,    so    kann    man    das 

Moment   — ^y-      noch    um    das    von   dem   Eigengewichte    des  Axen- 

stückes  AB  herrührende  Moment  vergrössern,  wobei  das  Gewicht 
aus  den  nach  Gutdünken  angenommenen  Querschnittsdimensionen 
des  Stückes  AB  leicht  berechnet  werden  kann.  Der  Halszapfen 
in  D  wird  wie  bei  den  Fällen  /  und  II  berechnet.  Die  Verzeichnung 
der  Momentenfläche  geschieht  wie  folgt:  Auf  einer  zur  Axe  AC 
senkrecht  gezogenen  Geraden  a,2  trage  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  a  aus  die  Kräfte  (),  =  a,!,  ft=l,2  auf,  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  0  als  Pol  mit  den  Punkten  «,  1  und  2,  ziehe 
aus  einem  beliebigen  Punkte  m  der  Richtung  der  Kraft  ()j  die 
Geraden  mr  ||  (/O,  wn  ||  1,0  und  verbinde  r  mit  n,  so  ist,  wenn 
man  noch  aus  den  Rändern  der  Axköpfe  und  des  Halszapfens  Lothe 
auf  AC  fällt,  m^m^n^n^i\ri\m^  die  Momentenfläche,  wobei  jedoch 
vorausgesetzt  wird,  dass  hier,  sowie  in  allen  früheren  Fällen,  wo 
eine  Axkopfbelastung  Q  in  Componenten  (an  den  Axkopfrändem 
angreifend)  zerlegt  wurde,  Axkopflänge  und  Nabenlänge  der  aufzu- 
keilenden Maschinentheile  übereinstimmen,  da  die  Zerlegung  der 
Last  Q  in  Componenten  nach  den  Nabenrändern,  aber  nicht 
nach  den  Axkopfrändem  zu  geschehen  hat.  Endlich  sei  noch  erwähnt, 
dass  im  vorliegenden  Falle  die  Schlusslinie  rn  des  Seilpolygons 
dem  Polstrahl  2,0  parallel  sein  muss. 

24.  Berechnung  einer  Eisenbahnwagenaxe  (angenähert).  Eine 
Eisen  bahn  wagenaxe  ist  eine  zweifach  tragende  massive  Axe  mit 
zwei  gleich  langen  frei  tragenden  Schenkeln,  die  Querschnitte  sind 
an  allen  Stellen  Kreisflächen,  die  Belastungen  der  beiden  Trag- 
punkte seien  einander  gleich.  (Siehe  Fig.  69.) 
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Auflösung.  Wenn  wir  von  dem  Umstände  absehen,  dass 
ausser  dem  Wagengewichte  auch  noch  andere  Kräfte  die  Festigkeit 
der  Axe  beanspruchen,  wir  also   nur  das  Wagengewicht  allein  (den 

Wagen  beladen  gedacht)  in  Rech- 
nung ziehen,  so  berechnet  sich 
vorstehende  Axe  in  derselben 
Weise,  wie  die  zweifach  tragende 
Axe,  bei  der  die  Belastungen  ft 
und  Q^  zwischen  den  Ünter- 
stützungspunkten  C^  und  C, 
liegen.  Da  die  Belastungen  und 
die  Axschenkel  gleich  sind,  so 
berechnen  wir  nur  die  eine 
Hälfte  der  Axe,  da  beide  Zapfen, 
Axschenkel  und  Axköpfe  je  die- 
selben Dimensionen  erhalten. 
Für  die  Zapfen  hat  man 

~2~  ""  "2 


Fig.  69. 


Ql 

2d 


'     32 
~32 


oder 


und  da  der  Zapfen  250  bis  300  Umdrehungen   pro  Minute   macht, 
80  setzt  man,  wenn  er  aus  Schmiedeisen  ist, 


=  2,    daher    Q 


~32~ 


woraus 


folgt: 


_i/_32^ 


=\' 


®7C 


Für  einen  beliebigen  Querschnitt  eines  Axschenkels    in    der  Entfer- 
nung X  von  dem  einen  Zapfenmittel  hat  man  nach  der  bereits  ent- 


wickelten Formel   y 


=f 


2x 

-y-,    gleich 


dem    Durchmesser    des 


ge- 


fragten Querschnittes.     Die  Dicke  D  der  Axköpfe  (Theile    der  Axe, 
auf  welchen  die  Räder  festsitzen)    wird  stärker  ausgeführt,    als    sie 


sich  aus  der  Gleichung  Qa  = 


""32"" 


ergibt,    da    die   ganze  Axe, 


also  auch  die  Axköpfe,  nicht  nur  durch  das  Gewicht  des  beladen en 
Wagens  allein,  sondern  auch  noch  durch  andere,  hier  nicht  berück- 
sichtigte Kräfte  in  Anspruch  genommen  wird  und  daher  auch,  ent- 
sprechend der  genaueren  Rechnung  stärker  ausfallt,  als  es  obige 
Gleichung  ergibt.  Für  einen  Querschnitt  des  Schaftes  vom  Durch- 
messer 1/  in  der  Entfernung  x  von  dem  einen  Axkopfmittel  hat  man : 


Q.  (^'i  +  ^)  ■ 


Pi^  =  -öö-    Oder  Q,a,+Q,x  —  P,x  =  -       ^  • 
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da  aber  P,  =  ß,  =  0,  =  P,  ist,  so  hat  man 

Q^a,  +  Q,x-Q,x  =  ^^    und    Q^a,  =  Qa  =  ^^', 

da  in  dieser  Gleichung  kein  x  mehr  vorkommt,  so  geht  daraus 
hervor,  dass  alle  Schaftquerschnitte  gleich  gross  werden;  der 
Schaft  also  ein  Cylinder  vom  Durchmesser  gleich  der  Axkopfdicke  D 

wird;    denn  für  letztere  hatten  wir   (?a^  — ^^ — ;  für  alle  Schaft- 

querschnitte  ist  Qa  =  — ^ — ;  diese  beiden  Gleichungen  durch  ein- 
ander dividirt,  gibt  y  =  B. 

Die  Verzeichnung  der  Momentenfläche  geschieht  wie  folgt :  Man 
verzeichne  das  Kräftepolygon:  a,2  J^  AB,  a,l  =  ft,  1,2==^,, 
verbinde  mit  einem  beliebigen  Punkte  0  die  Punkte  a,  1  und  2, 
ziehe  femer  durch  einen  beliebigen  Punkt  d  der  Richtung  der  Kraft  Qi 
Parallele  zu  den  ersten  beiden  Polstrahlen,  nämlich  dm\\aO,dc\\l,0, 
cw  II  2,0,  so  ist  7nn  die  Schlusslinie  des  Polygons,  welche  parallel 
sein  muss  zum  Polstrahl  1,0,  endlich  fälle  man  noch  Lothe  aus  den 
Nabenrändern  der  Räder  auf  die  Axe  AB,  so  hat  man  in  der 
Fläche  dm^m^n^n^cd  die  gesuchte  Momentenfläche. 

25.  Genauere  Berechnung  einer  Eisenbahnwagenaxe.  Bezeichnet 
P  den  auf  die  Axe  A  B  entfallenden  und  im  Wagenschwerpunkt  S 
angreifenden  Theil  des  Wagengewichtes,  so  wirkt  ausser  dieser 
Verticalbelastung  P  ebenfalls  am  Punkte  S  zeitweilig  eine  durch 
Centrifugalkraft  und  Schwankungen  hervorgebrachte  Horizontalkraft 
Pi ,  welche  nach  Scheffler  zu  0,4  P=  P^  vorausgesetzt  werden  kann. 
Die  Resultirende  B  dieser  zwei  Kräfte  P  und  Pj  hat  daher  eine 
schiefe  Richtung  SC  gegen  die  Axe,  welche  sie  in  C  schneidet. 
Man  zerlege  nun  in  diesem  Punkte  die  Resultirende  in  die  Vertical- 
componente  Q  und  die  Horizontalcomponente  H,  das  aus  ersterer 
entstehende  biegende  Moment  kann  für  jeden  Axenquerschnitt  leicht 
aus  dem  Seilpolygon  gefunden  werden.  Die  durch  die  Schienenköpfe 
gegen  die  Radkränze,  also  auch  gegen  die  mit  letzteren  fest  ver- 
bundene Axe  ausgeübten  Reactionen  Pj  und  P,  müssen  mit  der 
Kraft  B  im  Gleichgewicht  sein.  Zerlegt  man  nun  die  letztere  in 
zwei  Componenten  nach  den  Schienenköpfen  S[  und  S^  hin,  so 
werden  sie  durch  die  Reactionen  P,  und  Pj  der  Schienenköpfe, 
welche  die  Unter  Stützungspunkte  der  Axe  sind,  aufgehoben.  Die 
Richtungen  der  Schienenreactionen  Pj  und  P,  schneiden  die  Axe 
in  den  Punkten  F  und  O;  zerlegt  man  nun  von  diesen  Punkten 
aus  die  Kräfte  P^  und  P^  in  die  Horizontalcomponenten  H^  und  //„ 
sowie  Fj  und  F^,  so  müssen  die  beiden  ersteren  mit  der  Horizontal- 


Digitized  by 


Google  


202 


kraft  fr,  die  letzteren  Componenten  J\  und  l\  mit  der  Vertical- 
kraft  Q  im  Gleichgewichte  sein.  Zur  Bestimmung  der  Zapfendrücke 
Qi  und  Q^  (resp.  Axkopfbelastungen)  zerlege  man  entweder  die  Ver- 
ticalbelastung  Q  in  die  parallelen  Componenten  Q^  und  Q^,  welche 
in  den  Zapfenmitteln  A  und  B  angreifen,  unter  Vernachlässigung 
der  Horizontalkraft  H;  oder  man  zerlege  die  Kraft  i?  vom  Punkte  S 
aus  nach  den  Punkten  A  und  B  hin  in  die  Componenten  Z^  und 
Z^  und  jede  dieser  Kräfte  wieder  in  eine  Horizontalcomponente  A"  A' 


Fig.  70. 

resp.  J?"  B*  und  Verticalcomponente  Q^  resp.  ^,,  unter  Vernach- 
lässigung der  Horizontalkräfte  ^"  ^'  =  H^  und  -ö"  B'  =i  H^\  hier- 
bei muss  für  das  Gleichgewicht 

//j  —  ^4  =  H  =  //j  —  H^ 

sein,  so  dass  der  Theil  AN  der  Axe  durch  die  Kraft  H^,  der  Theil 
BM  durch  die  Kraft  //^  und  der  Schaft  LK  durch  die  Kraft 
H^  —  H^  =  H^  —  H^     auf    Zug    beansprucht    wird.     Die    Vertical- 
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componenten  }\  und  V^  der  Schienenreactionen  B^  und  Ä,  rufen  an 
den  Rändern  der  Radnaben  die  einander  entgegengesetzt  gerichteten, 
die  Axe  drückenden  Kräfte  T^  und  Tj,  resp.  S^  und  S^  hervor,  so 
dass  also  die  die  Axe  auf  Biegung  beanspruchenden  Kräfte  (mit 
Ausnahme  des  Eigengewichtes)  Q^ ,  ^„  T„  T^ ,  Ä,  und  S^  sind ;  die 
ersteren  zwei  rühren  von  der  Verticallast  Q,  die  letzten  vier  von 
den  Schienenreactionen,  resp.  d«ren  Verticalcomponenten  F^  und  1\ 
her.  Die  Bestimmung  der  Kräfte  Q^,  ft,  T\,  Fg,  T,,  7^,  S^,  S^, 
sowie  die  Verzeichnung  der  Momentenfläche  geschieht  wie  folgt: 
Auf  einer  zur  Axe  A  B  senkrecht  gezogenen  Geraden  a,2  trage  man 
von  einem  beliebigen  Punkte  o  aus  o,l  =  Q  auf,  verbinde  einen 
beliebigen  Punkt  0,  den  Pol,  mit  den  Punkten  o  und  1,  ziehe  aus 
einem  beliebigen  Punkte  e  der  Richtung  der  Kraft  Q  Parallele  zu 
diesen  beiden  Polstrahlen,  also  ae||o,0,  e«||l,0  und  ziehe  zur 
Schlusslinie  ai  vom  Punkte  0  aus  eine  Parallele,  also  sO\\ai\ 
dadurch  ist  die  Strecke  ö,1  in  die  beiden  Abschnitte  05=^1, 
5,1  =  Q^  getheilt  worden. 

Da  die  Kräfte  V^  und  F,  der  Kraft  Q  das  Gleichgewicht  halten 
müssen,  so  kann  man  Q  in  zwei  Componenten  zerlegen,  die  an  den 
Durchschnittspunkten  F  und  G  der  Kraftrichtungen  /?,  und  i?,  mit 
der  Axe  AB  angreifen,  den  Kjäften  F,  und  Fj  an  Grösse  gleich, 
der  Richtung  nach  aber  entgegengesetzt  sind;  um  diese  Zerlegung 
der  Kraft  Q  nach  der  Methode  der  Graphostatik  auszuführen,  fälle 
man  von  den  Punkten  F  und  G  Senkrechte  zu  A  B,  verbinde  die 
Durchschnittspunkte  derselben  mit  den  Seilpolygonseiten  ae  und  e  1 , 
das  sind  die  Punkte  d  und  /  mit  einander,  und  ziehe  zu  dieser 
Geraden  aus  dem  Punkte  0  eine  Parallele,  also  3,0  ||  c^,  so  ist 
0,3  =  Fi,  3,l=T'a;  zerlegt  man  ferner  diese  Kräfte  J\  und  T*, 
in  die  Componenten  T^,  T„  resp.  Äj,  >S„  an  den  Nabenrändern 
angreifend,  so  fälle  man  aus  den  letzteren,  also  aus  den  Punkten 
N^  Z/,  K  und  M  Senkrechte  zu  AB,  verbinde  die  Durchschnitts- 
punkte der  Senkrechten  mit  den  Seilpolygon  seit  en  in  der  bekannten 
Weise  mit  einander,  ziehe  also  die  Geraden  6  c,  gh  und  Parallele 
hierzu  aus  dem  Pol  0,  also  4,0  \\bc  und  2,0  ||  gh,  so  ist  3,4= T,, 
0,4  =  T^ ,  3,2  =Si,  1,2=6'!  und  abcghia  die  Momentenfläche. 
Trägt  man  jetzt  die  nun  gefundenen  Kräfte  F^ ,  F^,  Q^ ,  Q^  auf  den 
betreffenden  Verticalen  auf  und  ergänzt  die  Kräfteparallelogramme, 
so  hat  man  die  Horizontalkräfte  //,,  7/4,  H^  und  H^  graphisch  ge- 
funden. 

Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass,  weil  die  Horizontalkraft  H 
hier  nach  links  gerichtet  ist  (die  aber  auch  nach  rechts  gerichtet 
sein  kann),  der  stärkst  beanspruchte  Querschnitt  der  Axe,  wie  aus 
der  Momentenfläche  ersichtlich,  die  Stelle  am  Nabenrande  in  L  ist; 
da  nun  die  Axe  symmetrisch  ausgeführt  wird,  so  ist  zur  Berechnung 
der  Axe  nur  der  links  von  der  Verticalen  des  Punktes  S  liegende 
Theil  der  Momentenfläche  zu  benutzen.  Da  es  möglich  ist,  dass  die 
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Zapfenbelastungen  ft  und  Q^  dadurch  stärker  ausfallen  könnten 
(also  auch  die  Zapfen  selbst  stärker  gemacht  werden  müssten),  wenn 
man  nur  die  im  Punkte  S  angreifende  Verticalbelastung  P  allein 
und  die  Horizontalkraft  Pj  nicht  berücksichtigt,  so  ist  es  geboten, 
auch  für  den  letzteren  Fall  die  Rechnung  zu  machen  und  das 
grössere  Resultat  beizubehalten. 

26.  Es  ist  eine  schmiedeiseme  Axe  mit  drei  Tragpunkten  und 
vollen  Kreisflächen  als  Querschnitten  nach  folgenden  Angaben  zu 
berechnen :  Die  Länge  der  Axe  zwischen  den  Zapfenmitteln  betrage 
2,5'",    die  Dimensionen  der  Axschenkel  und  der  Schafttheile  seien: 

a,  =  0,6»»,  s,  =  0,5«,  5,  =  0,9«, 

a,  =  2,5»»  —  (0,6  +  0,5  +  0,9)  =  0,5« 

(siehe  folgende  Figur).  Die  Belastungen  der  Axköpfe  seien: 

^,  =  5000«"^  (?,=:5000^^  <?3  =  7000*^. 


^^^5^S 


'tX'  <  *ä  •'   "^  '^ 


Flg.  71. 

Auflösung.     Für    den    Punkt  B    als    festen   Punkt    gilt    die 
Momentengleichung : 

Pi  («1  +  «1  +  «2  +  «2)  =  ^1  (-^1  +  Si  +  <h)  +  Q2  («2  +  (h)  +  Q3  <h, 
woraus  ' 

p  ^  ft  G^t  +  ^2  +  0  +  ft  (^2  +  g.)  +  ft  «,    ^^^^ 


P.= 


«1  +  «1  +  «2  +  «f 

Ql  Sj   +    ft  ^1  +    ft  ^^2  +    ft  ^2  +    ftg»  +    ft  «3 
«1    +  «1    +  «2  +  «2 


,  oder 


p,  =  (?. . ^^ — Y  ^  1. — - — ^  folgt 

Die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

5000\  .  ^./,   .   5000  .  7000X 


P,=5000 


A-      nn/.    ,    5000\  .  ^,/,   ,    5000  ,   7000X 
2,5 

=  sooo«». 
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Da  Q,  +  Qt-\-Q,  =  Pi-{-  P,  sein  muss,  so  folgt 

P,  =  ft  +  ft  +  ft  —  P,  =  17000  —  8000  =  DOOO*"». 

Direct  erhält  man  den  Werth  von  P,  durch  die  für  den  Punkt  A 
als  festen  Punkt  geltende  Momentengleichung: 

P»i<h  +  -h  +  Ä.  +  «,)  =  Q,  (*,  +  ».  +  «,)  +  ft  («.  +  «0  +  ft  a., 
woraus 

«1  +  «1  +  «t  +  «» 


i\=ft 


-•■0-f)+-0-f+f) 


«1  +  »1  +  ».  +  «1 


folgt;  die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  erhält  man  wie  oben  P,  =  9000*''. 
Die  Zapfendimensionen  werden  demnach: 


d,  =  1,13  V]^=  1,13  V8ÖÖÖ  =  100"", 
i.  =  |.d.  =  |-.  100  =  150"", 

rf,  =  1,13  VA  =  1,13  V9ÖÖÖ  =  107"», 

i.  =  |-d,=  2.107  =  16Ö"". 

I  Für  die  beiden  Axschenkel  von  den  Längen  a^  nnd  a,  bestimmen 

I  wir  wie  früher  in  fünf  verschiedenen  Querschnitten  die  Durchmesser 


l:,=  4f, 


nach  der  Formel :  y  =  <i,  \—j—,  so  dass  man  für  den  Schenkel  a^  hat : 

für  X  =  120,  240,  360,  480,    a»  =  600"", 
y=117,  147,  168,  185,  A  =  200""; 

2x 


-^-n 


für  den  Schenkel  a^  hat  man  nach  der  Formel  y ,  ^ 

für  X  =  100,  200,  300,  400,    a,  =  500"", 
.y  =  115,  145,  166,  183,  i),  =  197"". 

Den  Durchmesser  D,    des   dritten   Axkopfes   erhält  man   auch 
wie  folgt: 

Für  den  linken  Zapfen  in  A  gilt  die  Festigkeitsgleichung 

i  P.i.         ©ud} 


2    ■"     32 
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für  den  Durchmesser  D,  gilt  die  Gleichung: 

P.  (a,  +  «,  +  »,)  —  Qi  (»1  +  «,)  —  ^,s,  =  — 32-'-> 
diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt,  gibt: 

-D;        P.  (ff»  +  ^. +  »,)— ft  («.  +  ».)— ^»«. 


«ix'  ^1^1 


,  oder 


2 

^  _  fift.  +  fi.t.  +  PiS,  —  Q,8,  —  ft  s.  —  ftg. 


2 

oder  Zähler  und  Nenner  des  rechten  Theiles  durch  P,  dividirt : 
,    ^     ,  QiSi        ft«.        QtS, 

-^  = ^^ ,  oder 

2 

«  "-.0-|-)+'.C-f-^) 


2 


,  woraus 


folgt.    Setzt    man    die  Zahlenwerthe    ein,    so  erhält  man    wie    oben 

Setzt  man   in  der  Formel    für  Z),  5,  =  0,    so  erhält  man  den 
Durchmesser  I)^  des  mittleren  Axkopfes,  nämlich 

2>a=218"*'*.  Setzt  man  in  der  Formel  für  D,,  Sa  =  0  und  Si=0, 
80  erhält  man  den  Durchmesser  Z)j    des  ersten  Axkopfes, 
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Die  gefundenen  Werthe  von  D,,  D^  und  Z),  werden,  wie  bereits 
aus  früheren  Beispielen  von  Axenberechnungen  bekannt  ist,  ent- 
sprechend verstärkt  und  erhalten  die  den  aufzusteckenden  Naben 
entsprechenden  Längen. 

Nun  erübrigt  noch,  die  beiden  Schaf ttheile  zu  berechnen. 

Bei  der  Berechnung    der   Schaftquerschnitte    in    dem   Beispiele 
über  die  zweifach  tragende  Axe  hatten  wir  die  Formel: 


-".f+fO-f) 


hier  können  wir  dieselbe  Formel  gebrauchen,  mit  der  Bemerkung, 
dass  X  die  Entfernung  eines  dem  linken  Schafttheil  angehörenden 
Querschnittes  vom  Durchmesser  y  von  der  Mitte  des  ersten  (linken) 
Axkopfes  vom  Durchmesser  I)^  ist.  Für  den  zweiten  Schafttheil  hat 
man  in  gleicher  Weise 


-4-fO-*) 


wobei  X  die  Entfernung  des  dem  rechten  Schafttheil  angehörenden 
Querschnittes  vom  Durchmesser  t/  von  der  Mitte  des  dritten  Ax- 
kopfes vom  Durchmesser  Dg  bezeichnet.  Durch  die  zwei  letzten 
Formeln  für  y  könnte  man,  wie  leicht  ersichtlich,  mehrere  Quer- 
schnitte der  beiden  Schafttheile  berechnen,  die  erhaltenen  Durch- 
messer als  Senkrechte  zur  geometrischen  Axe  auftragen,  die  End- 
punkte der  Ordinaten  mit  einander  verbinden,  und  dadurch  die 
genaue  Form  der  gleichen  Festigkeit  erhalten;  allein  diese  genaue 
theoretische  Profilform  ist,  wie  aus  Früherem  bekannt,  nicht  wesent^ 
lieh  von  der  Form  eines  Kegelsturapfes  verschieden;  man  kann  da- 
her, wenn  es  sich  nicht  um  besondere  Genauigkeit  handelt,  ohne 
weiters  die  theoretischen  Axkopfbegrenzungen  geradlinig  mit  ein- 
ander verbinden. 

Für  eine  vierfach  tragende  Axe  hätte  man: 
nnd  den  Durchmesser  J>4   des  vierten  Axkopfes: 
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Setzt  man  in  dieser  Fonnel  nach  einander  «,,  s^  s^  ^Ö,  so  geht  die 

Formel  über  in  die  für  die  Axköpfe  von  den  Durchmessern  i>,,  Z>j,  D^. 

Die  zeichnerische  Aufsuchung  der  beiden  Zapfendriicke  P^,  P„ 

sowie  der  Momente  nach    der  Methode   der  Graphostatik   geschieht 

wie  folgt :  Die  Axe  hätte 
beispielsweise  fünf  Trag- 
punkte (siehe  beistehende 
Figur).  Man  ziehe  o,5 
senkrecht  zu  A  B,  trage 
von  einem  beliebigen 
Punkte  0  dieser  Senkrech- 
ten die  Strecken 

0,1  =  Q„  1,2  =  ft, 

2,3  =  ft,  SA=Q.. 

Y  4,5  =ft 

Fig.  72.  auf,  verbinde  die  Punkte  o, 

1,  2,  3,  4  und  5  mit 
einem  beliebigen  Punkte  0,  dem  Pol,  ziehe  durch  einen  beliebigen 
Punkt  a  der  Richtung  der  Kraft  Q^  Parallele  zu  den  ersten  beiden 
Polstrahlen,  also  ag  \\  o,0,  ab  \\  1,0,  femer  hc  ||  2,0,  cd  ||  3,0, 
de  II  4,0,  e/\\  5,0  und  ziehe  zur  Schlusslinie  gf  des  Seilpolygons 
aus  dem  Punkte  0  eine  Parallele;  also  0,6  ||  gf;  dann  ist  o,6  =  P„ 
6,5  =  Pj  und  gäbe  de  f  die  Momentenfiäche,  von  der  nebenbei  noch 
erwähnt  sei,  dass  durch  den  Durchschnittspunkt  z  der  ersten  Seil- 
polygonseite ga  und  letzten  Seilpolygonseite  ef,  wie  bekannt,  die 
Resultirende  der  gegebenen  Kräfte  Qi,  ft,  ft,  Q^  und  ft  hin- 
durchgeht. 

Hat    die    mehrfach    belastete    Axe    freitragende    Schenkel,    so 
ermittle  man  zuerst  die  Grösse   und    den  Angriffspunkt    der  Resul- 
tirenden    der    sämmtlichen    gegebenen  Kräfte,    zerlege    diese  Resul- 
tirende  in  zwei  parallele 
Componenten,  deren  Rich- 
tungen in  die  Richtungs- 
linien   der    Zapfendrücke 
Pi  und  Pj  fallen,  diesen  an 
Grösse  gleich,    der  Rich- 
tung nach  aber  entgegen- 
gesetzt sind.    Daraus  er- 
fährt man,   welche  Rich- 
tungen die  Zapfendrücke 
„.    _o  haben  und  kann  nun  wei- 

ri^.  79. 

ter  nach  den  Regeln  der 
Gleichgewichtslehre  und  der  Festigkeit  die  analytische  Berechnung 
der  verschiedenen  Axenquerschnitte  vornehmen.   Die  graphostatische 
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Berechnung  geschieht  wie  folgt:  Man  verzeichne  in  der  bekannten 
Weise  das  Kräftepolygon  0,1,2,3,4,5,  mache  also  o,5  J_  -4  ^,  o,l  =  Qi^ 
1,2  =  Qi,  2,3  =  Qi,  3,4  =  Q^,  4,5  =  ft,  verbinde  mit  einem  be- 
liebigen Punkte  0,  dem  Pol,  die  Punkte  o,  1,  2,  3,  4,  5,  ziehe 
aus  einem  beliebigen  Punkte  A  der  Richtung  der  Kraft  Q^  Parallele 
zu  den  beiden  Polstrahlen  o,0  und  1,0,  also  Ab\\o,0,  ^c  ||  1,0, 
ferner  cd\\2,0,  de\\S,0,  e/||4,0,  /jr  ||  5,0,  ziehe  die  Schluss- 
linie bg  und  0,6  ||  feij',  dann  ist  o,6  =  Pj,  6,5  ^  P,,  Acdefgh 
die  Momentenfläche.  Der  Durchschnittspunkt  z  der  ersten  Polygon- 
seite Ab  und  letzten  Polygonseite  fg  ist  wieder  ein  Punkt  der 
Richtung  der  Resultirenden  der  gegebenen  Kräfte. 

27.  Es  ist  eine  gusseiserne  hohle  Axe  mit  zwei  gleichen  Be- 
lastungen Qi^  Q^  =  Qz=:  5400*^  und  gleichen  Schenkellängen 
ai  =  ai  =  a  =  450"*'"  zu  berechnen ;  die  ganze  Länge  der  Axe 
zwischen  den  Zapfenmitteln  beträgt  2,7*"  (siehe  folgende  Figur). 
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Fig.  74. 


Auflösung.  Im  vorliegenden  Falle  werden  beide  Zapfendrücke 


einander  gleich,  P^  =  P^  = 


Q.  +  Q,         2  (? 


=  — ^—  =  Q,  wir  erhalten  also 


wegen  der  gleichen  Zapfendrücke  und  gleichen  Schenkellängen  ganz 
gleiche  Stirnzapfen,  zwei  gleiche  Axschenkel,  zwei  gleiche  Axköpfe 
und  einen  cylindrischen  Schaft,  wir  brauchen  daher  die  Rechnung 
nur  für  die  eine  Hälfte  der  Axe  durchzuführen. 

Wir  berechnen  die  Axe  zunächst  so,  als  ob  sie  eine  gusseiserne 
massive  von  kreisförmigen  Querschnitten  wäre,  welche  gleichwerthig 
mit  der  gusseisemen  hohlen  Axe  ist,  d.  h.  dieselbe  Tragfähigkeit 
haben  soll,  wie  diese.  Darnach  werden  die  Zapfendurchmesser  der 
massiven  Axe 

d,  =  1,5  Vp=  1.5  VöiÖÖ  =  HO"»»", 

/o  =  1/3  do  ==  1/3  .  110  =  145""".  Nehmen  wir  in  den  Schenkeln 
fünf  Querschnitte  an,  in  gleichen  Abschnitten  von  je  OO*""*,  so  er- 
halten wir  für  die  Schenkelquerschnitte  der  massiven  Axe  nach  der 
Formel 

^'^'^'Vir""'^'Vr'^'^'  yo=iioij/^.\T=26,4V^; 


Orftf,  Festigkeitslehr«. 
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setzen  wir  in  dieser  Formel  x  =  90,  180,  270,  360,  a  =  450** 
ein,  so  erhält  man  die  zugehörigen  Werthe  von  y^  =  118,  149, 
170,  188,  A  =  202«'«. 

Der  Durchmesser  y'^  irgend   eines  Schaftquerschnittes  der  mas- 
siven Gussaxe  ist  nach  der  bereits  bekannten  Formel 


.=4r+:'('--|) 


zu  berechnen,  in  welcher  x'  die  Entfernung  des  Schaftquerschnittes 
vom  Durchmesser  y^  von  dem  linken  Axkopfmittel  bedeutet.  Da  aber 
Pj  =  (>i,  ist  90  wird  y»  =  Dq  imd  da  dieses  für  jeden  Schaftquer- 
schnitt der  Fall  ist,  so  wird  der  Schaft  cylindrisch,  daher  y^  = 
=  IJq  =  202*""*.  Wollte  man  das  Eigengewicht  der  Axe  berücksich- 
tigen, so  verfahre  man  nach  der  schon  früher  erklärten  Methode, 
indem  man  vorläufig  die  Axe  ohne  Berücksichtigung  des  Eigen- 
gevdchtes  berechnet,  aus  den  so  erhaltenen  Querschnittsdimensionen 
das  angenäherte  Gewicht  der  Axe  ermittelt  und  dann  diese  noch 
einmal  unter  Berücksichtigung  des  gefundenen  Gewichtes  berechnet; 
will  man  noch  genauer  verfahren,  so  wird  man  aus  den  nun  zum 
zweiten  Male  gefundenen  Querschnittsdimensionen  noch  einmal  das 
Gewicht  der  Axe  berechnen  und  die  Dimensionsberechnung  der  letz- 
teren nochmals  unter  Berücksichtigung  des  zum  zweiten  Male  ge- 
fundenen Gewichtes  vornehmen.  Will  man  jedoch  das  Gewicht  der 
Axe  nicht  mit  in  Rechnung  ziehen,  so  ist  es  gut,  wenn  man  dem 
Schafte  eine  nach  der  Schwerpunktslage  desselben  hin  zunehmende 
Stärke  gibt,  also  den  oben  ausgerechneten  Werth  des  Schaftdurch- 
messers von  202'"'**  in  der  Schwerpünktslage  des  Schaftes  etwas 
grösser  nimmt.  Nachdem  wir  nun  die  massive  gusseiseme  Axe  be- 
rechnet, verwandeln  wir  die  vollen  Kreisquerschnitte  in  ringförmige. 
Es  heisse  der  äussere  Durchmesser  der  Zapfen  rf„,  der  innere  Durch- 
messer rf„  die  Länge  des   hohlen  Zapfens  7,  so   machen   wir  l  =  Iq 

dt 
und  wählen  das  Höhlungsverhältniss  — -  ==  a  =  0,6 ;    wir    erhalten 

da 

dann  aus  der  bei  der  Berechnung  von  hohlen  Gusszapfen  aufgestellten 

Tabelle  (Seite  145)  für  dieses  Höhlungsverhältniss 

(^,=  1,05(^0  =  1,05. 110  =  116"^*,  c^,  =  0,6^„  =  0,6.116  =  70"'^ 

daher  die  Wandstärke  5  =  23"*^".  Bezeichnen  wir  die  äusseren 
Durchmesser  der  hohlen  Schenkel  in  den  fünf  angenommenen  Quer- 
schnitten mit  y^,  die  inneren  Durchmesser  mit  yt  und  wählen  das- 
selbe Höhlungsverhältniss       *  =  0,6,  so  erhält  man : 
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für  a;  =    90,  180,  270,  360,  a  =  450«"' 

//«=124,  156,  178,  197,  Z)«  =  212'»'» 

yi=    74,  93,  107,  118,  A  =  127"»« 

5  =    25,  31,5,  38,5,  39,5,  S  =    42,5«". 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  für  die  Ausführung  der  Axe  Zapfen- 
und  Axkopfdurchmesser  etwas  vergrössert  werden  müssen,  damit 
die  kubische  Parabel  (welche  wie  bekannt  die  Form  der  gleiche 
Festigkeit  der  Schenkel  ist)  innerhalb  der  Begrenzungalinien  des 
Kegelstumpfes  fällt,  welcher  die  strenge  Form  der  gleichen  Festig- 
keit der  Schenkel  ersetzt. 

Die  Berechnung  einer  hohlen  Axe  kann  auch  so  geschehen,  dass 
man  zuerst  die  hohlen  Zapfen  unter  Annahme  eines  entsprechenden 
Höhlungsverhältnisses  berechnet  und  dann  zur  Berechnung  der 
übrigen  Querschnitte  dieselben  Formeln  verwendet,  welche  wir  bei 
den  früheren  Beispielen  über  Berechnung  von  massiven  Axen  ver- 
wendet haben,  wobei  der  Zapfendurchmesser  dy  auf  welchen  dort 
die  übrigen  Querschnittsdimensionen  der  Axe  bezogen  wurden,  hier 
der  äussere  Zapfendurchmesser  ist;  auf  diese  Art  erhält  man  direct 
sämmtliche  äussere  Durchmesser  der  Axe;  das  Höhlungsverhältniss 
wird  in  allen  Querschnitten  gleich  angenommen.  Darnach  würde 
z.  B.   der  äussere  Durchmesser  des  Axkopfes 


Z)„  =  ,Z,lj/^=116lJ/- 


^•^^«=211,12««. 
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Selbstverständlich  kann  man  auch  unabhängig  von  jenen  Formeln 

©  J     * 

die  Axe    direct   nach    der  Grundfonnel   M= berechnen,    den 

c 

Werth  von     -  = ^r^^ —^  sowie  di=  ocd^  einsetzen  und  die 

c  ö2d„ 

einzelnen    Querschnitte    ausrechnen;    oder    man    kann    auch    durch 

Vergleichung    der    Querschnittsmoduli    des    vollen   Kreis-    und    des 

Kreisring-Querschnittes  die  Dimensionen  des  letzteren  durch  die  des 

ersteren  ausdrücken,  sowie  wir  dies  bei  der  Berechnung  der  hohlen 

Zapfen  gethan  haben.  (Siehe  diese.) 

Anmerkung.     Die  Anwendung   hohler  Formen    bei    Gusseisen    ist 
wegen   der   bedeutenden  Materialersparniss    durchaus  rationell.  Vergleicht 

man  z.  B.  den  Querschnittsmodul  eines  vollen  Kreisquerschnittes  Z  -=  ~  " 

mit  dem  Querschnittsmodul  eines  Kreisringquerschnittes,  Zi  =       ..Vt~» 
bei  welchem  di  =  0,33  d«  sein  mag,  so  hat  man 

Z  dl  1 


Zi         rf;-0,01186d!!        0,988 

14* 
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Die  Materialersparniss,    dargestellt  darch  das  Verhältniss  der  Qaer- 
schnittsflächen,  ist  ersichtlich  aus  dem  Brache 


fi 


-^(rfÜ  — 0,1089  d!) 


0,891  ' 


während  also  die  Festigkeit  des  hohlen  Zapfen s^  dessen  äusserer  Durch- 
messer gleich  dem  Durchmesser  des  massiven  Zapfens  ist,  0,988  der  Festig- 
keit des  massiven  Zapfens  wurde,  also  nahezu  dieselbe  geblieben  ist,  ist 
der  Materialverbrauch  des  hohlen  nur  noch  0,891  des  massiven,  woraus 
hervorgeht,  dass  bei  nur  geringer  Vermehrung  der  äusseren  Durchmesser 
eine  bedeutende  Materialersparniss  erzielt  wird;  abgerechnet  noch  den 
vortheilhaften  umstand,  dass  der  Guss  der  hohlen  Axe  dichter  hergestellt 
werden  kann,  als  der  der  massiven  Axe. 

28.  Berechnung  von  gusseisernen  Flügelaxen.  Diese 
Axen  haben  meist  zwei  oder  drei  Tragpunkte  und  einen  rein  kreuz- 
förmigen, oder  einen  sternförmigen,  oder  endlich  einen  sternförmigen 
Querschnitt  mit  Rand-  oder  Saumnerven  an  den  Flügeln.  (Siehe 
folgende  Figuren.)  Die  Zapfen  sind  cylindrisch,  die  Axschenkel  meist 


i..... 


kreuzförmig  sternförmig 


Fig.  75. 


Fig.  76. 


sternförmig 
mit  Saumnerven 

Fig.  77. 


massiv  und  konoidisch,  die  Axköpfe  massiv  cylindrisch  und  der 
Schaft  allein,  oder  Schaft  und  Axköpfe,  oder  Schaft,  Axköpfe  und 
Schenkel  haben  einen  der  hier  gezeichneten  Querschnitte.  Bevor 
wir  zu  einer  speciellen  Aufgabe  übergehen,  bleibt  noch  zu  unter- 
suchen übrig,  welchen  Einfluss  die  Lage  der  neutralen  Axe  auf  die 
Grösse    des  Querschnittsmoduls,    also  auch    auf  die  Festigkeit    der 

Axe    ausübt     bei    einer    in 


a    V 


jedem  Falle  vertical  nach  ab- 
,  wärts  wirkenden  Belastung. 
In  den  zwei  nebenstehenden 
Figuren  ist  der  reine  Kreuz- 
querschnitt in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  gezeichnet. 
In  der  Lage  I  bildet  die 
Lage  II  Höhe    h    eines    Flügels    mit 

^'^-  '*^-  der  Verticalen  einen  Winkel 

a  =  8 ;  in  der  Lage  II  ist  dieser  Winkel  =  a ;  im  Falle  I  ist  die 
Entfernung   der   am  weitesten    vom  Schwerpunkt   des   Querschnittes 
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gelegenen  Querschnittselemente  =  c,  im  Falle  II  gleich  c\  Es  ist  aber 

für  die  Lage  I   c  =  -^,  für  die  Lage  II  ist  c'  =  -^  cos  a.  Während 

einer  Drehung    der  Flügel    von  Lage  I   um  90®    erhält    cos  a  nach 
einander   die  Werthe   von  1  bis  0;    im   vorliegenden  Falle   kommt 

aber  nur  -^  Drehung,  also  um  den  Winkel  von  45®  in  Frage,  wo- 

o 

bei  die  neutrale  Axe  den  Winkel  zweier  Flügel  halbirt.  Man  hat 
dann  für  eine  Drehung  um  45®  aus  Lage  I,  die  Gleichung : 

-^  \  ,  oder  2c'*  =  -^,  woraus 

c'  =  -L  =  4-.0,7  =  0,35ä 

Y8         2      ' 

folgt,    oder    weil  cos  a  =  cos  45®  =  0,7   ist,    so  hat  man    ebenfalls 

c'  =  cosa.-2r-=:0,7  .-s-  =  0,35ä.  Da  in  der  Formel  if= c  als 

2  z  c 

Divisor  auftritt,  so  wird  der  ungünstigere  Fall  der  sein,  wobei  c  seinen 

1, 

grössten  Werth  erreicht,  d.  i.  also  hier  c  =  -^,    bei  a  =  0,    wenn 

also  ein  Flügel  in  die  Verticalebene  fällt.  Wir  legen  daher  diesen 
Fall  den  folgenden  Berechnungen  zu  Grunde,  weil  sich  für  denselben 
die  geringste  Tragfähigkeit  ergibt,  oder  weil  man  dann  für  eine 
bekannte  Last  P  grössere,  dem  ungünstigsten  Falle  entsprechende* 
Querschnittsdimensionen  erhält.  Die  Berechnung  der  Flügelaxen 
geschieht  wie  folgt: 

Man  berechnet  zuerst  die  Zapfendrücke  aus  den  gegebenen 
Belastungen,  Schenkel-  und  Schaftlängen,  ermittelt  die  Zapfendimen- 
sionen und  die  darauf  bezogenen  Durchmesser  der  Schenkel,  Axköpfe 
und  des  Schaftes  so,  als  ob  alle  Axenquerschnitte  volle  Kreisflächen 
wären.  Unter  Zugrundelegung  des  Satzes,  dass  zwei  verschiedene 
Querschnitte  gleiche  P'estigkeit  haben,  wenn  sie  gleiche  Querschnitts- 
moduli haben,  leitet  man  aus  dem  irgend  einer  Stelle  der  Axe  zu- 
kommenden bekannten,  vollen  Kreisquerschnitte  die  dieser  Stelle 
zukommenden  Kreuzquerschnittsdimensionen  ab. 

Berechnen  wir  z.  B.  den  Querschnittsmodul  des  Sternquer- 
schnittes mit  Saumnerven  (siehe  frühere  Figur)  und  setzen  den- 
selben dem  Querschnittsmodul  des  vollen  Kreisquerschnittes  vom 
Durchmesser  y  gleich,  so  hat  man : 

Das  Trägheitsmoment  des  Kreiskerns  vom  Durchmesser  d  ist 
f'i  =       T-y  das  Trägheitsmoment  der  zwei  horizontalen  Flügel  ohne 
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Saumnerven  ist:     i ,  = ,  das  Trägheitsmoment  der  Saum- 

2  c  (b^ b^) 

nerven  der  horizontalen  Flügel  ist    i,  == ^^-^^ -,     das     Träg- 

heitsmoment    der    zwei    verticalen    Flügel     ohne    Saumnerven     ist 

ft  a»  _  rfs) 
I4  = j^       ,  das  Trägheitsmoment    der  Saumnerven    der    zwei 

verticalen  Flügel  ist  15=  -~ — r^ —;  die  Trägheits- 

momente  ?\  bis  «g   addirt  und  diese  Summe    durch   c   dividirt,    gibt 
den  gesuchten  Querschnittsmodul: 

2 

man  erhält  nun  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Querschnittsmoduli : 

fe»)  6  (Ä »  —  </») 


32    ~Ä:1  64     •        "12  '  12 


12  '  12 

ih.  —  ÄUA8 —  ih. 


[b,  —  b)[h'—(h  —  2  c)»]_l 
12  i 


oder  12  als    gemeinschaftlichen    FsLctor   im   Nenner   herausgehoben, 
den  Werth  {h — 2  c)' ausgerechnet  und  reducirt,   gibt: 


~S2~~  6 


}^  {o,589  d*+(h—  d)  b'  +  2c{b\  —  b')  +  b  (y—d^)  + 

+  (pi  —  h)  [Geh'-  12  c*;*  +  8  c']] (AY 

Will  man  einen  Querschnitt  ohne  Kern  anwenden,  so  setze  man 
in  dieser  Formel  d  =  0,  mit  Ausnahme  des  in  der  Klammer  ent- 
haltenen vierten  Gliedes,  wo  man  rf  =  ft  zu  setzen  hat ;  denn  würde 
man  auch  im  vierten  Gliede  d  =  0  setzen,  so  wird  der  rechte  Theil 
der  Gleichung  etwas  zu  gross,  weil  man  dann  die  Fläche  6',  in 
welcher  sich  die  zwei  Rechtecke  bk  der  Flügelquerschnitte  decken, 
zweimal  in  Rechnung  bringen  würde. 

Setzt  man  ferner  in  der  letzten  Gleichung  ausserdem  noch 
fe,  =  fe,  also  c  =  8,  so  erhält  man  eine  Gleichung  für  den  reinen 
Kreuzquerschnitt.  Am  gebräuchlichsten  sind  bei  Flügelaxen  folgende 
Querschnitte : 

1)  ft=  constant,    b^  =  veränderlich,    c  =  constant,    d  =  0,    im 
vierten  Gliede  d  =  b^ 

2)  b  =  constant,   6,  =  constant,    c  =  constant,    d  =  veränderlich, 
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3)  h  =  constant,  1^  =  1,  d  =  constant   (cylin drischer  Kern)   ohne 
Sanmnerven, 

4)  6  =  constant,  ^1=6,  d  =  veränderlich  (konoidischer  Kern)  ohne 
Saumnerven, 

5)  ft  =  veränderlich,  b^  =  b^  d  =  0,  im  vierten  Gliede  d:=b,  ohne 
Kern  und  ohne  Saumnerven. 

Wir  haben  z.  B.  eine  gusseiserne  Axe  mit  zwei  gleichen  Be- 
lastungen Qj^==Q^=Q  =  5400^^,  mit  gleichen  Schenkeln  «1=  aj  = 
==  a  =  450"**"  und  der  Schaftlänge  ä  =  1,8'"  zu  berechnen.  Zapfen, 
Axschenkel  und  Axköpfe  sollen  massiv  kreisförmig,  der  Schaft  kreuz- 
förmig mit  konoidischem,  sich  nach  der  Mitte  zu  verjüngendem  Kern 
ausgeführt  werden.  Die  Dimensionen  der  Zapfen,  Schenkel  und  Ax- 
köpfe nehmen  wir  aus  dem  vorhergehenden  Beispiele  der  Berechnung 
einer  gusseisernen  hohlen  Axe,  wo  wir  zuerst  die  Dimensionen  der 
ideellen  massiven  Axe  mit  Kreisquerschnitten,  wie  folgt,  fanden  : 
(/o  =  110'~",  /o  =  145*^,  für  die  fünf  Querschnitte  eines  jeden 
Schenkels  fanden  wir  für 

X  =    90,  180,  270,  360,     a  =  450'"-, 
y=118,  149,  170,  188,     />  =  202«« 

Wegen  des  besseren  Ueberganges  zwischen  den  Axköpfen  und 
dem  Schafte  machen  wir  D  =  210"'"',  die  Länge  der  Axköpfe  nehmen 
wir  gleich  280'""'. 

Aus  Beispiel  27  ersahen  wir,  dass  der  massive  kreisrunde 
Schaft  cylindrisch  wird,  also  ij  constant  ist;  wir  setzen  daher  in 
Formel  (A)   5^  =  6  =  einer  constanten  Grösse,    man    erhält    dann : 

^  =  A  1^0,589  (/*-^-(/i-r/)i»  + 6  (/»»-(/»)]....  (J). 

In  dieser  Gleichung  ist  y  =  210"""  die  einzige  bekannte  Grösse, 
während  Ä,  b  und  d  zu  ermitteln  sind.  Die  Flügelhöhe  h  wird  für 
jeden  Schaftquerschnitt  als  bekannt  angenommen  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  man  in  der  Mitte  der  Axe  eine  der  Länge  des  Schaftes 
entsprechende  grösste  Flügelhöhe  h  anninunt  und  die  Endpunkt« 
dieser  Höhe  mit  den  Axkopfbegrenzungen  durch  gerade  oder  krumme 
(Kreis-  oder  Parabel-  oder  Sinoidenbögen)  Linien  verbindet,  so  dass 
das  Flügelprofil  des  Schaftes  geschmackvoll  ausfällt.  Auf  diese 
Weise  werden  die  Flügelhöhen  in  den  verschiedenen  Schaftquer- 
schnitten bekannt.  Sehr  häufig  setzt  man  die  Flügelhöhe  in  der 
Schaftmitte  (resp.  grösste  Flügelhöhe)  gleich  21/;  nehmen  wir  auch 
hier  dieses  an,  so  ist  h  =  2tj=i2  .  210  =  420*""*.  Nun  bleiben  in 
der  Gleichung  aber  noch  die  zwei  Unbekannten  d  und  6,  wovon  d 
veränderlich  und  b  constant  ist. 
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Wir  setzen  zur  Vereinfachung  in  Formel  (Ä)  6^6,  und  d  =  0, 
welche  Vernachlässigung  man  sich  hier  erlauben  darf,  da  im  Quer- 
schnitt der  Schaftmitte  die  in  der  Nähe  der  neutralen  Axe  liegenden 
Flächenelemente  des  Kreiskernes  ohne  wesentlichen  Einfluss  auf  den 
Querschnittsmodul  sind ;  wir  setzen  femer  im  vierten  Gliede  rf  =  6, 
y  =  210,  h  =  420  ein  und  erhalten : 

0,09816  .  (210)»  =  g-^  { 420Ä»  +  b  [(420)»  —  &"]},  oder 


5454358  =  b'  +  1764006 


420 


dieser  Gleichung  genügt  angenähert  der  Werth  b  =  30,  fuhren  wir 
nämlich  diesen  Werth  ein,  so  erhalten  wir  auf  der  rechten  Seite 
5317071  anstatt  5454358 ;  da  aber  der  Kreiskem  noch  dazu  kommt, 
so  können  wir  diesen  Werth  5  =  30  beibehalten ;  wäre  z.  B.  b  zu 
gross  ausfallen,  vielleicht  b  >  60,  so  hätten  wir  für  h  einen  grös- 
seren Werth  als  420  wählen  müssen  und  umgekehrt.  Führen  wir 
nun  in  Formel  (!)  &  =  30  ein,  so  ist: 

g'^-.(210)»  =  ^rO,589rf*  +  (Ä— d)270W 

für  den  Querschnitt  der  Schaftmitte  ist  h  =  420,  daher 

5454358  .  420  =  0,589  d*  +  420  .  27000  —  27000  d 

-f.  30  .  74088000  —  30  rf»,  oder 

2290830360  =  0,689  d*  —  30d»  —  27000(2  +  2233980000,  oder 

56850360  =  0,589  d*  —  30  rf»  —  27000  d, 

dieser  Gleichung  genügt  der  Werth  d=  116"**".  Man  trägt  nun  in 
der  Mitte  des  Schaftes  den  gefundenen  Kerndurchmesser  auf  und 
zieht  von  den  Endpunkten  desselben  Gerade  nach  den  Axköpfen ; 
man  erhält  dann  den  Kern  als  zwei  sich  nach  der  Schaftmitte  hin 
verjüngende  Kegelstumpfe.  Es  ist  dies  eine  hinreichende  Annäherung 
an  die  genaue  Form,  während  man  zur  Darstellung  der  genauen 
Form  noch  für  mehrere  Schaftquerschnitte  die  Werthe  von  d  zu 
ermitteln  und  die  Endpunkte  der  vertical  aufgetragenen  Durchmesser 
durch  stetige  krumme  Linien  zu  verbinden  hätte. 

Weit  einfacher  gestaltet  sich  aber  die  Rechnung,  wenn  man 
die  Kemdicke  d  constant  und  bekannt,  die  Flügeldicke  b  aber  als 
veränderlich  und  unbekannt  betrachtet.  In  Gleichung  (/),  welche 
lautet : 
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beiderseits  durch  Ä'  dividirt  und  statt  des  Zahlencoefficienten  0,589 
den  demselben  gleichen  Werth  -r-^  gesetzt: 


37C 

16 


(i)"=T?-a)*+T['-(4)>a)"o-o^ 


das  letzte  Glied  des  rechten  Theils 


a)'(-4)=^ 


enthält  sehr  kleine  Grössen,  die  sich  auch  noch  zum  Theil  auf- 
heben, also  einen  nur  sehr  geringen  Einfluss  auf  den  Werth  des 
rechten  Theils  der  Gleichung  haben;  wir  können  sie  daher  ver- 
niu^hlässigen  und  erhalten  dann : 


-my-i-AL^-G)-} 


Nimmt   man   nun   d   constant   und  bekannt  an,    so   kennt  man  für 

d  y 

jeden  Schaftquerschnitt  das  Verhältniss  --,  das  Verhältniss  -f-  kennt 

h  h 

man   ebenfalls,   daher   bleibt   noch    das   unbekannte  Verhältniss   — 

n 

allein  zu  berechnen  übrig.    Aus  der  letzten  Gleichung  folgt: 

(l)=(0'-Ä4['-G)-]. 

.    (0"-a)' 


woraus 


16 
3 


H'-(t)"] 


sich   ergibt.    Wir   setzen    z.  B.   für   die   Schaftmitte   ä  =  2  y   und 

—  ==  0,3,    also    d  =  0,Sh  =  0,3  .  420  =  126~'»,    es    ist    ferner 
h 

y        210         1 

rr  =  -r^FT  =  r» »    T^^^  erhält,    wenn   man   diese  Zahlen werthe  ein- 
h         420         2 

setzt: 


b 

'h~    16 
3 


^'■'       ^      ■'    =0,07. 


;i[i-,o,3,] 
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also  b  =  0,07  h  =  0,07  .  420  =  29,40  und  abgerundet  b  =  30*". 
In  gleicher  Weise  hätte  man  nun  für  mehrere  Schaftquerschnitte 
die  ihnen  entsprechenden  Werthe  von  b  zu  berechnen,  als  senkrechte 
Gerade  zur  geometrischen  Axe  aufzutragen  und  die  Endpunkte  dieser 
Senkrechten  durch  stetige  krumme  Linien  zu  verbinden.  (Siehe 
die    folgen  den    Figuren.) 


Schnitt.«* 


b  SS  constant  =  *, 
d  =  veränderlich 


Fig.  80. 


Schnitt  ab 


h  ss=  veränderlich 
d  SS  constant 


Fig.  81. 


29.  Es  ist  eine  gusseiserne  Flügelachse  für  dieselben  Bedin- 
gungen wie  in  Beispiel  28  (siehe  dort)  zu  berechnen ;  der  Querschnitt 
des  Schaftes  sei  rein  kreuzförmig. 

Auflösung.  Die  Dimensionen  der  Zapfen,  Schenkel  und  Ax- 
köpfe  fallen  ebenso  aus,  wie  in  Beispiel  28.  Zur  Berechnung  des 
Schaftes  haben  wir  in  Formel  {Ä)  (Beispiel  28)  zu  setzen :  tj  =  ft, 
c/  =  0  und  im  vierten  Gliede  d^=  b,  man  erhält  dann : 

y  =  210  constant  angenommen,  gibt : 
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5454358  =  5»+ 6  A'  —  -^, 

h 

die  Flügelhöhe  in  der  Schaftmitte  machen  wir  h  =  420*""*,  ver- 
zeichnen die  Flügelprofile  und  erhalten  dadurch  für  die  verschiedenen 
Schaftquerschnitte  die  zugehörigen  Werthe  der  Flügelhöhen.  Man 
erhält  für  Ä  =  420: 

5454358  =  6»  +  176400  b  — X~, 

420 

dieser  Gleichung  genügt  angenähert  der  Werth  h  =  32*"'",  für 
h  =  400  erhält  man  : 

5454358  =  y+  160000  h  —  -^*   , 

dieser  Gleichung  genügt  angenähert  der  Werth  h  =  34*"*" ;  für 
Ä  =  370«'",  erhält  man: 

5454358  =  6»+  136900  h  —  ^1^, 

dieser  Gleichung  genügt  der  Werth :  b  =  39""**  u.  s.  w., 

für  h  =  333  wird  b  =  49*"**', 
»  Ä  =  288  »  b  =  Gb*^'^, 
>    Ä  =  258     >     «>  =  82'"*", 

Diese  Flügeldicken  werden  der  Reihe  nach  in  den  betrefiFenden 
Punkten  als  Senkrechte  zur  geometrischen  Axe  aufgetragen  und  die 
Exdpunkte  dieser  Senkrechten  durch  stetige  krumme  Linien  ver- 
bunden, die  sich  in  der  Nähe  der  Axköpfe  in  die  Flügelprofile  ver- 
laufen. (Siehe  letzte  Figur.) 

30.  Es  ist  eine  hölzerne  Wasserradaxe  aus  nachfolgenden  An- 
gaben zu  berechnen :  die  Länge  der  Axe  zwischen  den  beiden  Zapfen- 
mitteln betragen  2,7*",  die  Schenkellängen  seien  ö,  =  0,8'", 
a,  =  0,45"'  und  die  betreffenden  Belastungen  senkrecht  zur  Axe 
seien  ft  =  4000*J^  und  ^,  =  5000*^,  die  Zapfen  sind  aus  Gusseisen. 

Auflösung.  Zur  Ermittlung  der  Zapfendrücke  P»  und  P, 
haben  wir  die  Gleichung  zu  benützen,  welche  wir  bei  der  zweifach 
belasteten  Axe  in  Beispiel  22  für  P,  entwickelten.  Wir  fanden  dort : 

(h  +  9  +  a^ 

oder  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

4000  (U5  +  0,45)  +  5000  .  0,45  _ 
2,i 
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P  ^ft(^  +  «.)  +  g.a»^5000(1.45  +  0,8)  +  4000.0,45^^g^^^, 

'  a, +  5  +  08  2,7  ' 

selbstverständlich  muss  Pi  +  P,=ft  +  ft,  also  4185*J^  +  4815*J^= 
=  9000^  sein. 

/ 
Wir    nehmen    hier   bei   den  Zapfen    das  Verhältniss        =  1,5, 

d 

wir  haben  daher  die  nach  den  Formeln  für  Gusseisenzapfen  zu  be- 
rechnenden Durchmesser 

d^  =  1,5  yp,  =  1,5  V4T85  =  97 
noch  mit  V-Y-k"   ^^   multipliciren    (siehe    Beispiele    über    Zapfenbe- 


n 


rechnung),    da    die    angewandte    Zapfenformel    für    das    Verhältniss 

--  ==1,3  entwickelt  wurde.  Wir  erhalten  daher 
d 


,,  =  97f-Jj  =  : 


97.1,154  =  112"», 
/,=  1,5.  112  =  170»» 

d,  =  1,5  VA  •  YyI-  =  1,5  V4815  . 1,154  =  120»», 

/,  =  1,5  .  120  =  ISO»". 

Für  die  Durchmesser  Z>,  und  /),  der  Äxköpfe  einer  gleich- 
werthigen  gusseisemen  Axe  haben  wir  nach  der  bei  der  zweifach 
belasteten  Axe  entwickelten  Formel : 

Es  heisse  Tf^  der  Tragmodul  für  Holz,  T^  der  Tragmodul  für 
Gusseisen,  so  hat  man  für  den  Axkopf  der  Holzaxe : 


7C 

32" 


M=^1AT, 


bei  Beanspruchung  bis  zur  Elasticitätsgrenze ;    für  den  Axkopf  der 
Gusseisenaxe  hat  man  unter  der  gleichen  Beanspruchung: 
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die  beiden  Gleichungen  für  M  durch  einander  dividirt: 

Dj,  =  1,553  D^  =  1,553  .  236  =  366'-"  folgt. 

Da  dieser  Durchmesser  dem  grösseren  Äjckopfe  angehört  und 
wir  die  Axe  cylindrisch  machen,  so  brauchen  wir  den  zweiten 
kleineren  Axkopf  nicht  mehr  auszurechnen. 

Nehmen  wir  endlich  noch  an,  der  Querschnitt  der  Axe  soll  ein 
reguläres  Sechseck  sein,  so  haben  wir  vorerst  zu  untersuchen,  bei 
welcher  Lage  des  Sechseckes  die  Festig- 
keit der  Axe  die  geringste  ist.  (Siehe 
beistehende  Figuren.)  Das  Trägheits- 
moment dieses  Querschnittes  ist  für 
beide  Lagen  dasselbe,  aber  der  Quer- 
schnittsmodul    ist    für    die    Lage    II 


der  kleinere,  weil  die  in  der  Formel  M= 


IL  Lage 

Fig.  &S. 


als  Divisor    auftre- 


tende Grösse  c  in  der  Lage  11  die  grössere  ist.  Wir  nehmen  daher 
den  kleineren  Querschnittsmodul  in  Rechnung  und  ersehen  aus  der 
Tabelle  der  Querschnittsmoduli,  dass  für  die  IL  Lage  des  Sechs- 
eckes Z=  0,5413  «>»,  daher 


if=^^2>;k@  =  0,5413  Ä»©  ist,  woraus 


•=A=y- 


=  366  .  0,5656  =  207" 


32  . 0,5413 

als  Sechseckseite  folgt. 

Es  ist  jedoch  noch  zu  erwähnen,  dass  die 
hier  ausgerechneten  Querschnittsdimensionen  der 
cylindrischen  oder  sechsseitigen,  prismatischen 
Axe,  also  die  Werthe  D^  oder  b  noch  wegen  der 
Schwächung  der  Axe  durch  Einbringung  der  Guss- 
zapfen etwas  verstärkt  werden  müssen,  da  man 
sich  ja  überdies  mit  den  Querschnittsdimensionen 
der  Axe  auch  nach  den  Dimensionen  der  Zapfen- 
verbindung richten  muss. 


..!.. 


31.  Ein  Doppel-T-Träger,  dessen  Querschnitts- 
dimensionen  in  nebenstehender  Figur   angegeben 
sind,    ist    an   seinen   beiden   Enden    unterstützt, 
und    soll    auf    seiner    freien    Länge    von    l  =  4*"    eine    über    der 
ganzen   Länge    gleichmässig   vertheilte  Last    tragen.    Wie  gross  ist 


B  =   97*""» 

b  =    ^^mm 

h  =  206»»»» 

Fig.  84. 
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diese  Tragfähigkeit,  a)  wenn  der  Träger  aus  Schmiedeisen,  b)  wenn 
er  aus  Gusseisen  ist? 

Auflösung.    Für   den  vorliegenden  Unterstützungs-   und   Be- 
lastungafall  haben  wir  die  Formel : 

-^-  =  (g  z,  woraus  Jr  = — 

BH^ bh'^ 

ist,  oder  für  Z  den  Werth  Z= —  gesetzt,  erhält  man: 

86  {BH^  —  fc/i»)  _  8  .  7,5  [97(232)^—77(206)^] 
~  6lH  ""  6 .  4000 : 232  ' 

^=5798^^^. 


Die  Tragfähigkeit  eines  gusseisernen  Trägers  von  denselben 
Querschnittsdimensionen  findet  man  entweder  dadurch,  dass  man 
in  obiger  Formel  für  P,  für  die  Spannung  ©  den  dem  Gusseisen 
entsprechenden  Werth,  also  ©^=2,5  einsetzt  und  den  Werth  von 
P  berechnet,  oder  man  findet  die  Tragkraft  P^  für  den  guss- 
ei semen  Träger  aus  der  Proportion : 

P, :  P^  =  ©,  :  ©^,  woraus 

P,  =  ^®^  =  ^^^5:^^^  =  1932,(5Ä>  folgt. 

32.  Ein  abgestutzter  Kegel  aus  Gusseisen  ist  an  einem  Ende 
in  horizontaler  Lage  eingemauert  und  am  anderen  Ende  durch  eine 
vertical  nach  abwärts  wirkende  Last  P  auf  Biegung  beansprucht. 
Die  Halbmesser  der  beiden  Grundflächen  seien:  Ä  =  300""*,  und 
r  =  200"''",  die  freie  Länge  des  Kegelstutzes  sei  l  =  ÖOO"*"*.  Man 
fragt:  a)  Wo  ist  der  gefährliche  Querschnitt?  b)  Wie  gross  ist 
die  Tragfähigkeit  dieses  Kegelstutzes  bei  der  angegebenen  Art  der 
Belastung,  wenn  im  gefährlichen  Querschnitt  eine  Spannung  von 
©  =  2,5*"^  pro  Quadrat-Millimeter  gestattet  ist?  c)  Hat  der  Kegel- 
stutz die  Form  der  gleichen  Festigkeit   oder   nicht?    d)  Wie  gross 

ist  die  Tragfähigkeit  eines  Cylinders, 
dessen  Halbmesser  gleich  dem  mittleren 
Halbmesser  und  dessen  Länge  gleich  der 
dos  Kegelstutzes  ist? 

Auflösung.    Angenommen,   es  sei 
in    der   Entfernung   z   vom    freien   Ende 
"^  ^P      des  Kegels    (siehe   nebenstehende  Figur) 

^'fi^-  ^^-  der   gefährliche   Querschnitt   vom    Halb- 

messer   X,     so     ist    für    diesen    Querschnitt    das    Biegungsmoment 

37=  ©Z=        — ,    die    Ebene    dieses    Querschnittes    ist   also    die 
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Brechangsebene ;     für    diese    mass    die   Grösse    P=  —    zu  einem 

z 

Minimiim   gemacht  werden;    man   kann   daher  fragen,    für  welchen 

Werth  von  z  wird  P  ein  Minimum?  Ziehen  wir  durch  den  Punkt  m 

eine  Parallele  mh  zur  Axe  des  Kegels,   so  folgt  aus  der  Aehnlich- 

keit  der  Dreiecke  amh  und  mn«  die  Proportion  : 

ab  :n8  =  l:  z,   oder  (R  —  r) :  (x  —  r)  =  1:  z,   hieraus  ist : 

(R  —  r)z        ,  rl  +  (R  —  r)z 
^           ^      und  X- — 


l  l 

diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  M=  -  — j —  eingesetzt,  gibt : 

M=^—  r{^  —  r)z  +  rl'l \^^p^M^  en[{R  —  r)z  +  rr\' 

4    L  ^  J  ^  4Z'^ 

=  Minimum. 

Da  in  diesem  Ausdrucke  für  P  die  Grösse  -r-rr  constant  ist, 

4P 

so  fragt  es  sich  jetzt  nur,  für  welchen  Werth  von  z  wird  der  Aus- 

[m  —  r)z-+-rl]' 

druck —  zu  einem  Minimum?  Setzen  wir  den  ersten 

z 

Differential-Quotienten    dieses  Ausdruckes    nach    z   gebildet,    gleich 
Null,  so  ist: 

3[(R  —  r)z  +  rl\*iR  —  r)z  —  [{R  —  r)z  +  rl]' 

7^ =  * 

oder  mit  z^  beiderseits   multiplicirt   und   [{R —  r)z-\-riy  heraus- 
gehoben : 

[{R  —  r)z  +  rq^{3z{R  —  r)  —  [{R—r)z+rl\}=0 

Da  der  Factor  [{R  —  r)^-|-r/]*  nicht  =  0  werden    kann,  so   muss 
der  andere  Factor  gleich  Null  werden,  d.  h.  es  wird: 

rl 
3z{R  —  r)  =  (R  —  r)z  +  rl,  woraus  ^  = ---— - 

Z{K—r) 

folgt;   diesen   Werth    von    z   in    die    obige    Glieichung    für   P   ein- 
gesetzt, gibt: 

4Z«  L^         ''^~2(R—r)  "^''  J  _©7t  /rl  +  2rl\ »  2{R—r) 
~  rl  ~  Al^\       2       /  *        rl 

2{R  —  r) 
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oder 


27@7cr'(Jg— r) 
16; 


Wenn  nnn  dieser  Ansdruck  das  Minimum  der  Belastung  P  für  den 

rl 
Werth  von  z  =  -^r-— vorstellt,  so  muss  offenbar  in  dem  Quer- 

2{E  —  r) 

schnitte,  der  sich  in  der  Entfernung  z  vom  freien  Ende  des  Kegels 
befindet,  die  Materialfaserspannung  ein  Maximum  sein,  d.  h.  an 
dieser  Stelle  ist  der  gefährliche  Querschnitt.  In  die  Gleichungen 
für  P  und  z  die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  hat  man: 

p       27  ■  2,5. 3,14  ■(200)'(300- 200)  _  ,o»sQ7^,, 
F- jg-^gg  _  1U5375  ', 

es  ist  ferner 

200.500     _ 
2(300-200)-^""    ' 

somit  liegt  der  gefährliche  Querschnitt  an  der  Einmauerungsstelle 
des  Kegels,  und  es  würde  daher  an  dieser  Stelle  der  Bruch  bei 
vermehrter  Belastung  erfolgen. 

tI  t 

Setzt  man  z  =  ^  ._ —  =  Z,  so  folgt  hieraus  -pr-  =  J?  —  r 

z  (/?  —  r)  2 

2 

und  r  =  -^B,  d.  h.  also,  wenn   die  Halbmesser   der  Grundflächen 
o 

p  Q 

des  Kegelstutzes  in  dem  Verhältniss  —  =  -^    stehen,    so    ist    der 

gefährliche  Querschnitt  immer  an  der  Einmauerungsstelle  und  für 
diesen  Fall  hat  man,   wenn  man  in  die  Gleichung  für  P  anstatt  r 

2 

den  Werth  r  =  -s-  -R  einsetzt,  die  Tragfähigkeit : 


p=  ^'^'^ 


16/ 


/2     X»    B        ©Tri?' 
(.3  V  -T^^J-' 


also  denselben  Werth,  als  wenn  man  in  der  Gleichung  M=Pl=&Z 

für  Z  den  Werth  Z=-— — eingesetzt  hätte. 

• 
Der  Kegelstutz   hat  nicht  die   Form   der   gleichen   Festigkeit, 
denn  an  der  Einmauerungsstelle  ist  die  Spannung  ®  =  2,5  und  in 
einer  beliebigen  Entfernung  z   vom   freien   Ende   ist   die  Spannung 
aus  der  Gleichung 

©7^     [{R  —  r)z  +  rl\' 
~    4     *  l^z 

zu  finden,  nämlich 
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e  = 


4P/» 


d.  h.  für  die  verschiedenen  Werthe  von  e,  also  für  verschiedene 
Querschnitte  des  Kegelstutzes  ist  ©  verschieden  gross,  somit  hat 
der  Kegelstutz    keine  Form    der   gleichen  Festigkeit.    Ein  Cylinder 


von  dem  Halbmesser  r^  = 


R  +  r 


300  +  200 


2     '    '~  2 

bei  derselben  Länge  wie  die  des  Kegels  eine  Tragfähigkeit 


=  250~"*  hat 


P  = 


TZfie        344  (250)« ,  2,5 


=  61327,5^^ 


gQrnm 


4.1  500 

also  weit  geringer,  als  der  Kegelstutz. 

33.  Ein  Doppel-T-Träger  aus  Walzeisen,  dessen  Querschnitts- 
dimensionen aus  nebenstehender  Figur  ersichtlich  sind,  ist  an  seinen 
beiden  Enden  unterstützt  (liegt  frei  auf),  die 
freie  Länge  zwischen  den  Stützen  beträgt 
^  _-.  5m .  welche  Last  P  kann  dieser  Träger 
in  der  Mitte  seiner  Länge  tragen,  wenn 
achtfache  Sicherheit  gewünscht  wird? 

Auflösung.  Für  diesen  Belastungs- 
und ünterstützungsfall  hat  man  in  der  Glei- 
chung ,,i¥=@Z*'  einzusetzen: 

PI              BH^  —  bh' 
__,  z- g^^ _ 


Mz 


..Y._ 


/Sr^wM 


80(140)'  — 72(122)' 


6.140 
daher  ist  die  Tragkraft: 

iM       A<S>Z 


=  105688, 


40 
4  .  ^  .  105688 

O 


l 


l 


5000 


Fig.  86. 


:  422,75*'^. 


34.  An  dem  Arme  AB  des 
schmiedeisemen  Hebels  ABC  (siehe 
beistellende  Figur)  wirkt  in  horizon- 
taler Richtung  die  Kraft  P=  250^^, 
um  den  Widerstand  Q  am  Hebel- 
arme J5C  im  Gleichgewichte  zu  er- 
halten; welche  Querschnittsdimen- 
sionen muss  der  Arm  AB^n  der  Nabe 
des  Hebels  erhalten,  wenn  zehnfache 
Sicherheit  gewünscht  wird? 

Auflösung.  Der  Hebelarm  AB   ist  als  ein  an  dem  einen  Ende 
in  B  eingemauerter  und  am  anderen  freien  Ende  A  belasteter  Balken 

Graf,  Festigkeitslehre.  15 
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zu  betrachten,  daher  der  Querschnitt  an  der  Nabe  zu  berechnen 
ist,  nach  der  Formel:    Pl=^Z;    wählen  wir   für  den  Arm  einen 

rechteckigen  Querschnitt,    mit    dem  Verhältniss   der  Seiten  —  =  3 

b 

und  legen  die  Dimension  /*  in  die  Ebene  der  Kraftrichtung,  so  ist : 

^bh*  h 

Pl=—-     ,  hierin  b  =  -^  eingesetzt,  gibt: 

o,        ©Ä»                  ,       ^7l8P7       V/rS .  250 .  500 
PI  =  -j^,  woraus  h  =  V     ^-  --  =  V/ ^ 

'  10 

h 
h  =  82«'»  und  fe  =  --  ==  27  *  '."^  folgt, 
o 

35.  Ein  gusseiserner  Balken  von  einem  in  nebenstehender  Figur 
angegebenen  Querschnitte  ist  an  einem  Ende  in  horizontaler  Lage  ein- 
gemauert  und   am    anderen    freien   Ende   durch 

U- — l^ »;  ^      eine  Last  P  =  2500*^  auf  Biegung  beansprucht  ; 

y?*^^^^P         ^.^   ^^^.^   Länge    des  Balkens  ist  l  =  2"'.     Wie 

_j. R^ — j —       gross     sind     die     Querschnittsdimensionen     zu 

"*1*^'  i  machen? 

^    jXJL  Auflösung.     Für    den    vorliegenden    Be- 

"    y^S""  lastungs-   und  ünterstützungsfall    hat   man    zur 

Querschnittsberechnung  die  Formel:  Pl  =  &Z, 

'^'  da  aber  dieser  Querschnitt  in  Bezug  seiner  Höhe 

nicht  symmetrisch  ist,  d.  h.  der  Schwerpunkt  S  liegt  nicht  in  der 

Mitte  der  Höhe,  so  hat  man  offenbar,  wenn  man  die  Entfernungen  des 

Schwerpunktes   von  der   oberen    und    unteren  Kante   mit  c,   und  c, 

J  J 

bezeichnet,  die  zwei  Querschnittsmoduli  Z^  =  —  und  Z^  =  — ,  wir 

führen  in  die  Rechnung  den  kleineren  Werth  Z,  ein.  Allgemein  soll 
für  die  günstigste  Material verwerthung  der  Querschnitt  so  angeordnet 
werden,  dass  die  zulässigen  Maximalspannungen  auf  der  Zug-  und 
Druckseite  gleichzeitig  eintreten;  dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Pro- 
portion stattfindet:  c,  :  Cj  =  «Si  :  ®,,  wenn  ©^  die  Zug-  und  ©, 
die  Druckspannung  bedeuten.  Querschnitte  dieser  Anordnung  heissen 
bekanntlich  ,,  Quer  schnitte  gleicher  Festigkeit' ^  weil  bei  denselben 
die  volle  Zug-  und  Druckfestigkeit   des  Materials   ausgenützt  wird. 

©  c  1       . 

Bei  Gusseisen  ist  -— ^  =  2,  daher  soll  -  --  =  -^  sein. 
©,  '  c,        2 

Bestimmen  wir  nun  die  Entfernung  c^ .  Nach  der  Schwerpunkts- 
lehre   ist    c,=  "  ^{/^,    wobei    S  (frl)  =  f,  d,  +  /,  «7,  +/» ^,    die 
t 
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Samme  der  Producta  aus  den  einzelnen  Flächentheilen  /i,  /,,  /^ 
des  ganzen  Querschnittes  vom  Flächeninhalte  F  in  die  Entfernungen 
ihrer  Schwerpunkte  d^,  d^^  d^  von  der  oberen  Kante  des  Quer- 
schnittes bedeutet.  Setzt  man  nun  in  der  Formel  für  c^   die  Werthe 

/,  =  12i.»,     /,  =  106',     /,=    36«, 
(/.=   0,5ft,  d,=    6b,      d,  =  n,ob 

und  F=/,  +/,+/,  =  256'  ein,  so  hat  man 

12ft» .  0,56  +  106' .  66  +  36» .  11,56 
c.=  — 2^^, =  4i, 

somit  c,  =  8  ft  und     "  =  2,  also  ist  der  vorliegende  Querschnitt  ein 

Querschnitt  gleicher  Festigkeit.  (Die  Werthe  c,  =  4  ft  und  c,  =  8  6 
sind  in  der  Aufgabe  als  unbekannt  zu  betrachten.)  In  diesem  Falle 

ist  ©1  Z,  =  e,  Z,  =  .¥;    ist  aber  ©,  Z^  ^  ®,  Z,,    also  —  §:  ;^, 

c,         ®, 

somit   der  Querschnitt    nicht   ein  Querschnitt    gleicher  Festigkeit, 

so  ist  der  kleinere  Werth  der  beiden  Producte  ©i  Z^   und  ©,  Z^   in 

Rechnung  zu  nehmen.  Für  gusseiseme  Träger  hätte  man  daher  das 

kleinste    zulässige    Biegungsmoment    M=  ©,  Z^    zu    wählen,    wenn 

c  1 

— -  >  -TT-    ist,    denn    dann    ist    Zi  ©,  <1  Z,  ©, ;    man    wird    jedoch 

c,         2 

c         1 
M=  Z^  ©,  wählen,  wenn  — -  <1  -^  ist,  denn  dann  ist  auch  Z^  ©,  <;  Zi  ®, . 

Setzt  man  in  der  Formel  für  das  Trägheitsmoment  des  vor- 
liegenden Querschnittes  die  in  der  Figur  angegebenen  Verhältniss- 
zahlen ein,  so  erhält  man  J=442b*^  also 

J  442  ft*  ..oe^r. 

^«  =  -.7  =  ~85--  =  ""'2^'' 

man  erhält  somit  aus  der  Gleichung 

„P/  =  5  .  55,25  fe»  =  276,25  b^''  (®,  =  5  eingesetzt) : 


u-\["P^      _  1/2500,  2000  _ 
^- V  276,25  -V^2m25—-^^     ' 

Die  obere  Flantsche  wird  nun  12  .  26  =  312"»'"  und  die  untere 
Plantsche  3  .  26  ==  78"**~  breit. 

36.  Ein  gusseiserner  Balken,  dessen  Querschnitt  seiner  Form 
nach  in  Fig.  89  dargestellt  ist,  wird  durch  das  Moment  3/  auf 
Biegung  beansprucht;*  es  sollen  die  Dimensionen  des  Querschnittes 
so    ausgemittelt    werden,    dass    derselbe    ein    Querschnitt    gleicher 

15* 
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Festigkeit  werde.     Hierbei   seien  m  und  n  bekannte  ganze  Zahlen, 

die  beiden  Plantschen  und  der  verticale  Steg  haben  dieselbe  Dicke  h; 

die  Höhe  des  Querschnittes  sei  ein  nfaches,  die 

\^ i^— ..Jl^ Breite  der  unteren  Plantsche  ein  tnfaches   der 

f:        Stegdicke  b ;  die  Breite  x  der  oberen  Plantsche 

-J f    '"t""      und    die  Dicke  b  sind   zu  finden,    resp.  durch 

jjy       das  Moment  M  und   die  Spannung  ©    auszu- 
*i  i        drücken. 

— * S^    *"'  Auflösung.     Die   Bedingung,    dass   der 

''^'^  Querschnitt  von  gleicher  Festigkeit  sei,  ist  aus- 

'^*  ^***  gedrückt  durch  den  Satz,  dass  die  horizontale 

Schwerlinie  die  Höhe  des  Querschnittes  in  zwei  solche  Theile  zer- 
lege, die  sich  zu  einander  verhalten,  wie  1  zu  2.  Zerlegt  man  den 
ganzen  Querschnitt  in  die  Flächentheile/j,/,, /j,  deren  Schwerpunkts- 
abstände  von  der  obersten  Kante  des  Querschnittes  a^,  ag,  a,  sind,  so 
lautet   die  Bedingungsgleichung   für   ein  Profil    gleicher  Festigkeit: 

-^  =  S(/a)    oder  da    F=f, +/,+/,    und 

ist,  so  hat  man: 

-3-  (/i  +A  4-/3)  =./i  Ol  -h  /»  ff«  +  fi  ff«, 
setzt  man  nun  in  diese  Gleichung  die  Werthe : 

/,  =  xb,         f,  =  (;/-2)  h^  /,  =  m b\ 

a,  =  0,56,     «3  =  (n  —  2)  "2  +  ^     «s  =  w6  —  y 
und  h  =  nb  ein,  so  hat  man: 
"^^x b  +  {n-2)b'+,nb''^  =  -2  '  +{„-2}b' [(« _ 2) |-  +&]  + 

+  n,b'(jib  —  ~y 

diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst,  gibt: 

(nfe»         6'-\        /    ,         -,.\  nb         mnb*    ,     2nb 
-3 2V  =  V"'^^'7   2 3-  +  -3 

w'5*            ,„           mb^ 
\-  mb^n -^r— ,  woraus 

n«6»— 2n6«+4wiw&5_3m6» 
X— ---^ ,  oder 

b^  (2  n  —  6) 
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ft3  (;,«_  2n  +  4mH  —  S  m)  _  /;  [n  (n  —  2  +  4  m)  —  3  m] 
b'^~(2'n  —  S)  '~  2«  —3 


folgt.     Dieser  Werth  von  x  ist   in    die   Formel    für   das  Trägheits- 
moment des  vorliegenden  Querschnittes 

J=  y  fxcl  +  mbcl  —  (x  —  b)  (c,  —  hy—  (mb  —  b)  {c,  —  6)»"] 

einzusetzen.     Zur  Erleichterung    der  Rechnung  führen  wir  folgende 
Abkürzungen  ein: 

ft  f  n  («  —  2  +  4  m)  —  3  m] 
In  —  6 

<?,  =  -  ^    ==  ß  ftj  Ca  =  2  ß  &,  also    —  =  ß ;  man  erhält  : 
J=  -  -  fafeß^ft»  +  mb,  8  ?«ft»—  (aft  —  5)  (?fe  —  6)»  — 

—  ft(m  —  l)(2ß&  — &)»"], 

oder  innerhalb  der  Klammer  bei  den  zwei  letzten  Gliedern  b  heraus- 
gehoben : 

J=-rafe*ß  +  mß».8&*  — ft*(a— l)(ß— 1)»— 6*(m— l)(2ß— 1)*"| 

oder  6*  herausgehoben,  die   angezeigten  Operationen  verrichtet  und 
reducirt : 

J=|^r9ß»  +  3fi*(a~5+4m)-f.3ß(3  — a  — 2m)— 2  +  a+-^wT 

für  ß  und  a  die  Werthe  gesetzt: 

^        n         ,             w  («  —  2  +  4  m)  —  3  m 
?  =  T  und  2nir3 ' 

so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduction : 

ft^«*— 6/*»+14m«— 13m»*+15m»— 15»  +  4mn»— 6m4-6-l 
•       3  L  27^=^3  J' 

oder 
j_  b'  Un  —  Syn^  +  n^{b  +  m  (4  n  — 13)]  -f. 3  (m  —  1)  (5  n  —  2)| 

3  1  2  n  —  3  i' 
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oder  innerhalb  der  Klammer  n'  herausgehoben : 

b*  in*  [{n  —  3)'  +  5  +  »t  (4  n  —  13)]  +  3  (m 

•^— si 


1)  (5  «  —  2)) 


2«  — 3 


der  Querschnittsmodul  wird: 

J _  6* f»'[(«— 3)'+5  +  »'(4 w —13)]  +3 {»> -l)(5>i— 2)\   h n 
'~c~^\  "  2«"— 3"  r"3 


■oder 


6»  {„>[(„_  3)«  4-  5  +  „,  (4  „  _  13)]  +  3  („,  _  1)  (5  „  _  2)} 


setzen  wir  z.  B.  w  =  12,  m 
U2b* 


n  [2  n  —  3) 
=  3,  so  wird  J=  442  h*  und 


Ab 


J        442  fe* 
nO,öh\     Z,=       =— ^     =  55,25  &« 


ferner  o;  =  12,1  &  oder  abgerundet  x=  12  ft,  also  dieselben  Weiihe, 
wie  in  dem  speciellen  Beispiele   Nummer  35.     Setzt    man    aus    der 

Gleichung  Jlf  =  ©i  Z,  den  Werth  Z^  =     -     dem  oben  für  Z,  gefun- 

M 

denen  Werthe  Z^=  110,5 6 ^  gleich,  so  erhält  man  :  -^  =  110,56*, 


woraus 


.=il 


M 


y  110,5^1 


=  .2,lf- 


M 


b=rfZ0^m\ 


110,5®, 

folgt.  Nimmt  man  daher  für  m  und  n  verschiedene  Werthe  an,  so 
kann  man  mittelst  der  Formeln  für  x,  J  und  Z  die  Dimensionen 
verschiedener  T- förmiger  Querschnitte  gleicher  Festigkeit  berechnen. 
Setzt  man  m  =  1 ,  so  erhält  man  die  bezüglichen  Formeln  für  den 
einfachen  T- Querschnitt  gleicher  Festigkeit. 

37.  Es  ist  die  Tragfähigkeit  eines  guss- 
eisernen Balkens,  dessen  Querschnitt  seiner 
Form  und  Grösse  nach  in  nebengezeichneter 
Figur  dargestellt  ist,  zu  berechnen,  wenn  der 
Balken  an  einem  Ende  eingemauert  und  auf 
seiner  ganzen  freien  Länge  Z  =  1"*  gleich- 
massig  belastet  werden  soll. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Breite 
der  horizontalen  Flantsche  mit  b  =  120"^, 
die  Dicke  des  verticalen  Steges  mit  b^  =  20"^, 
sowie  die  Differenz  dieser  zwei  Dimensionen 
mit  6j,  also  b  —  bi  =  b^=  100*""*,  so  ist  das 
Trägheitsmoment : 

J=i(6cJ  +  ft.c3-6,c»). 
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Nach  der  Schwerpunktslehre  findet  man  die  Entfernung  c^  des 
Schwerpunktes  des  Querschnittes  von  der  oberen  Kante  durch  die 
Gleichung:  Fc^  =  ^(/d)^  worin  Fdie  ganze  Quer schnittsfläche  und 
2]  {fd)  die  Summe  der  Producte  aus  den  einzelnen  Flächentheilen 
des  Querschnittes  in  die  Enfernungen  ihrer  Schwerpunkte  von  der 
oberen  Kante  bedeuten;  es  ist  also: 

F=/, +/,=  120. 20  + (300—20)  20=2400  +  5600=8000««^ 
d,  =  lO«*»,  d^  =  ^^^  ^^  +  20  =  160«"*,  somit 

-  •^L^L±/«A  _  2400  .  10  +  5600 .  160  _ 
^*—     f^^f^     —-     240Ö  +  5600  ~  ' 

und  Cg  =  300  —  115  =  185««;  die  Zahlenwerthe :  h  =  12^«, 
c,  =  11,5«",  b,  =  2^,  c,=  18,5^,  &,=  10^,  c,=  115  —  20  = 
=  95««  =  9,5*^*  in  obige  Formel  für  J  eingesetzt,  gibt : 


J=  ^  ri2  (11,5)»  +  2  (18,5)'*  —  10  (9,5)«1  =  744 


J  J 

Da  es  hier  die  zwei  Querschnittsmoduli  Z^  =  —  und  Z^  =    - 

gibt,  so  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  ZiSi§^g©2  ist,  weil  wir 
den  kleineren  der  beiden  Werthe  Z,  Sj  und  Z^®,  dem  Momente  Af 
gleich  zu  setzen  haben. 

Ist    z.    B.    ©1  ^Ti  <!  ©j  2fj,    so    ist    auch  <-      ,    oder 

(\  c^ 

-  '-  <  --  ,    somit    — -  >  -=r^ ,     ist    jedoch    Z,  ©,  <  ^i  ©i ,     also 
c,  c,  c,  ©, 

<' oder  -  -  kcT  -    -,    so  ist  auch    -  -  <;     -;    und  ist 

c,  Ca  c,  Ci  Cg  (&2 

©jj  ©,J  ©i  ©8 

endlich  Z^  ©^  =  Z,  ©„  so  muss  auch = oder =        , 

C|  Cj  Cj  Cj 

c  © 

oder     "  =  — ~  sein,   welches   letztere   beim   Querschnitte    gleicher 

1 1 F^ 
Festigkeit  der  Fall  ist.     Im  vorliegenden  Falle   ist     -^  =    -^^  =: 

23  ^  1        .      .,  ,   .  ^  ©X        1  .  ,        .  ,  c,         ©, 

=  v^-   >  -pr-,  und  weil  bei  Gusseisen  -z^  =  ^  ist,  so  ist  —  >  -  — , 
37        2  ©2        2  <?2         ®8 

woraus  nach  Obigem  folgt,  dass  ©i-^T^  <^  ©aZ,  ist;  wir  setzen  also: 

.,       ^    .,        ©1«/        250.7447         P/ 

if  =  ©,  Zj  =  —     = iy~5~  ~  ~  2  '  ^^^^^^ 
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38.     Es    sind   die  Querschnittsdimensionen   eines   gusseisemen 

Balkens   zu   berechnen,    der   an   einem   Ende   eingemauert   und   auf 

seiner   ganzen  freien  Länge    Z  =  1"*  gleichmässig 

'r^—jy— ■»}  belastet   werden    soll.     Der    Querschnitt   sei   von 

Ä^^^'l^'"  gleicher  Festigkeit  und  habe  die  einfache  T-Form. 

-_.|. 1 (Siehe  nebenstehende  Figur.) 

1        I  Auflösung.  Die  Bedingung,  dass  das  Profil 

<i'j*i     I  die  Form  der  gleichen  Festigkeit  haben  soll,  ist 

-* H  bekanntlich    die,    dass   die  neutrale  Axe  mn  den 

^'  Querschnitt  in  zwei  Theile  zerlege,    deren  Höhen 

'^*  sich    zu    einander  verhalten    sollen    wie    1    zu  2, 

Angenommen,  die  Dicke  der  Flantsche  und  des  Steges  sei  =  b,  die 

ganze   Höhe  werde   =126    angenommen,    so   muss   Cj  =  46   und 

Cj  =  8  6  sein,  damit  —  =  ^  sei.  Nach  der  Schwerpunktslehre  muss 


Ca  2 


sein,  es  ist  aber 


A  =  hx,    /,=  116«,     <^i  =  -2'     (h=Q,ob, 

diese  Werthe  in  die  Bedingungsgleichung  für  das  Profil  der  gleichen 
Festigkeit  ,,{fi +ft)  4:b=f^d^ +f^d^"'  eingesetzt,  gibt: 

4ft(&a?+ 116*)=  ^'--fllft*.  6,56;     hieraus    ist    x  =  7,86  6. 


Das  Trägheitsmoment  wird: 
J=  -^  r7,866  .  (46)»  +  6  .  (86)»  —  6,866  .  (36)»"!  =  276,66*. 

Hier  ist  es  gleichgiltig,  ob  wir  Z^  ©^  oder  Z^  ©,  dem  Biegungs- 

Pl 
momente  Jf  =  -^  gleichsetzen.  Setzen  wir 

PI        ^   r.  .      ,.  .,  PI         . 

—^-  =  @,  Zj,  so  ist  hieraus  Z,  =  ,  oder 


es  ist  aber  auch 


3000.100 
Z,=  -2-.^-  =  300, 

^        J        276,66* 

Z,=    -  =  — ^—      =34,66», 

c,  ob 


man  hat  daher  durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  Z^ : 

33,6 6»  =  300,  woraus  6  =  V -oTß-  =  ^'^"^  ^^^S^' 


Digitized  by 


Google 


233 

Die  Höhe  des  Trägers  wird:  h=12b  =  25,2"'»,  die  Flantachen- 
breite  b  =  x—  7,86  .  2,1  =  16,5'™. 

I  11  m  IV 


iT-    4- 


.......1  ...t....|  ...i.-..J  illÄ.i., 

i  Fig.  92.  Fig.  93.  Fig.  94.  Fig.  95. 

Für   die   durch   die  Figuren  92,  93,  94  und  95  dargestellten 
I  vier  T-  Querschnitte  die  Rechnung  in  gleicher  Weise  gemacht,  erhält 

man:   Aus  der  Schwerpunktsgleichung  für  Fig.  92 

„2b(xb  +  5b^)  =  -^g-  +  56« .  3,56" 
ist  x  =  b  b,  man  findet  ferner : 
J  =33,336*, 

r.        J        J        33,336*        ^«^ 
^'  =  ^  =  46=-4ö-    =«'^^*' 
Aus  der  für  Fig.  93  geltenden  Gleichung 

„46(2a;6+ 10i>')  =  2a;6.ft  +  10ft».7ft" 
folgt  a;  =  5  6,  femer  ist 

J  =  266,67  h\ 

J_  266.67  6«  _ 
»~86-        86        -^^'rf^*- 

Aus  der  für  Fig.  94  geltenden  Gleichung 
„46  (a; .  1,56  +  10,56)  =  1,5x6  .  0,756  -+-  10,56« .  6,75r 
folgt :  a;  =  5.926;  femer  ist 

J  =  271,33  6^ 

2;  =  Z  =  A'i«»l  =  33,92.., 

Cj  ob 

Aus  der  für  Fig.  95  geltenden  Gleichung 
„46  (26a; +  86«  4- 46«)  =  26a;.  6 +  86».  66  4- 46-.  116'' 
ist  X  =  7,33  6,  femer  findet  man 

J  =408,816*  und 

^        J        408,816* 

Z,  =  g^  =  — g^— =  ol,16^ 
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Setzt  man  beim  einfachen  T- Querschnitt  die  ganze  Höhe  des- 
selben h  =  nh,  also  gleich  einem  vielfachen  der  Stegdicke  b,  und 
wendet  den  Satz  aus  der  Schwerpunktslehre  an,  dass  das  statische 
Moment  der  ganzen  QuerschnittsfläcÄe  in  Bezug  auf  eine  Gerade 
(hier  die  oberste  Kante  von  der  Länge  x)  gleich  ist  der  Summe 
der  statischen  Momente  der  einzelnen  Flächentheile  in  Bezug  auf 
dieselbe  Gerade,  so  hat  man  für  das  T- Profil  von  der  Form  der 
gleichen  Festigkeit  die  Gleichung: 

J^-^=Äd,+f,d,,  oder  da  F=/,+f,  =  xb  +  {n—l)b\ 


■->'+»= ^.+.) 


ist,  so  hat  man  auch: 

^^b  +  („  _    1)  J.J  l'^_  =  a;ft  .*+(„_    1)  J.  .  I  („  +  1); 

diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst,  gibt: 


hierbei  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  hori- 
zontale Plantsche  des  Querschnittes  auch  die 
Dicke  =  b  hat.  (Siehe  beigezeichnete  Figur.) 

Setzt  man  in  die  Formel  für  das  Träg- 
heitsmoment dieses  Querschnittes 

für  X  den  oben  gefundenen  Werth  ein   und  bedient  sich  dabei  der 

n 
Abkürzungen :  x  =  {a  -\-  l)b  und    ^  =  ß,  so  erhält  man : 

J=i{(a  +  l)6*ß«-i-p«ft*.8-[(a  +  l)&-&](ß5-6)»j, 
nach  gehöriger  Reduction  des  Ausdruckes  in  der  Klanuner  erhält  man : 

J= -^*- (^9  ß»  +  3  aß»  -  3  aß  +  a^, 
für  ß  und  a  die  Werthe  gesetzt,  gibt: 


"~  3'  L  3 


+  -i 


3(2«  — 3 


3«' 

3(2»  — 3)  "•"  "2 


— -1 
«  — 3  J' 
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auf  gleiche  Benennung  gebracht   und  reducirt: 

b*  rn^{n^  —  2n-\-  1)  H  _  w«  (w  -   l)*b* 
~YL  2n  —  3         J~~3T2ir— 3) 

Die  Querschnittsmoduli  sind: 

J  n^(n  —  lYb*       3  7i{n  —  1)H^ 


Z. 


nh  3(2«  — 3)     '  nh  2// 

3 


_      J     _n>(M— l)«ft*        3     _w(/i— l)>/>^ 
'•  ""  TwT  ""    3  (2  n  — ^)     *  2 mV  "~  '2(2«  —  3)  ' 
3 

Setzt  man  endlich  noch  in  die  Formel  für  den  Flächeninhalt  F 
des  Querschnittes  ,,^=  och  -^  {n  —  1)  fe''S  für  x  den  obigen  Werth, 
so  erhält  man: 

5«(2M+n«— 3)  ,  ^       ,^^,     25'«4-«*6«— 3ft»+(w^*— '>*)(2w— 3) 
^=    -2;^3       +("-l)^= —27=3 ' 

oder  reducirt: 

3««ft'  — 3«/>*  _  3«y(«— 1) 
—        2n  — 3        —~~2n  —  'i      ' 

Setzt  man  in  die  für   a:,  »/,  Z^  und  /'  gefundenen    Formeln    für    n 
nach  einander  die  Werthe  n  =  6,  7,  8,  9,  10,  11,  12,  so  erhält  man: 

für  w  -  6  für  n  =  7  für  n  -  8 

X  =    5  &  a:  =    5,455  h  X  =   5,923  ?> 

J  =  33,33  6^  J  =  53,455  fe*  J  =  80,41 2^* 

Z,=    8,33  ft»  Z,=  11,455  5*  2r,=  15,077  &» 

/'  =  10  6«  F  =  1 1,455  V  F  =  12,923  ä« 

für«  =9  fürn=10  fürn=ll 

^-  =      6,4  i5>  a:  =      6.882  h  x  =      7,368  6 

J  =  115,2  5*  J  =  158,824  ft»  J  =  212,281  b* 

Z,=    19,2  5»  Z,=    23,823  5»  Z,=    28,947  6» 

F=    14,4  6«  iJ'=    15,882  6*  F=    17,368  6* 

für  n  =  12 

X  =     7,857  6 
J  =276,5716* 
Z^=    34,5716» 
F=    18,875  6*. 

Aus    der    Gleichung    M  =  ©,  Z^  ist  Z,  =  — ,  da   aber   auch 

«6»(«  — 1)*    .  ,  , 

2  (2  «  —  o) 
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.V         nb'{n  —  l)*  ,       iT2(2n  — 3).V 

—  woraus   b  . —  " 


e,  ~  2  (2  n  —  3)  '  T   « (^^  —  1)*  ©2 

folgt;  hier  ist  nun  M  und  n  als  bekannt  anzusehen  und  die  Druck- 
spannung Sj  =  5*^  pro  Quadratmillimeter  einzusetzen ;  hat  man 
nun  b  ausgerechnet,  so  ist  auch  die  Flaut schenbreite  x  und  die 
Höhe  des  Querschnittes  bekannt. 

Es  sei  z.  B.  ein  an  einem  Ende  eingemauerter  gusseisemer 
Balken  von  1*"  Länge  mit  P  =  3000*^  gleichmässig  auf  seiner 
ganzen  Länge  belastet;  der  Querschnitt  sei  ein  T- Profil  von  der 
Form  der  gleichen  Festigkeit,  es  sind  die  Dimensionen  desselben 
auszurechnen. 

^    .  ,   ,,       PI       3000.1000      ,-^,^  ,  ^ 

Es  ist  M=  — —  = =1500000;  wir  setzen  z.  B. 

w  =  8,  dann  ist  nach  der  oben  entwickelten  Formel  die  Dicke  b 
des  verticalen  Steges 


^     V/2  (2n- 3)3/        V/2 


(2.8  —  3)  1500000  _ 


8(8  — 1)«.  5 

hiermit  wird  x  =  5,923  b  =  5,923  .  27  =  löO«"»,  und  die  Höhe  h 
des  Querschnittes 

Ä  =  w&  =  8.27  =  216"« 

39.  Ein  gusseiserner  Träger  von  2,5"  lichter  Weite  liege  an 
den  Enden  frei  auf  und  sei  auf  seiner  ganzen  freien  Länge  ^=2,5"' 
gleichmässig  mit  P=3600^^  belastet;  derselbe  soll  ein  T- Profil 
von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  erhalten,  dessen  Höhe  h  aus 
constructiven  Rücksichten  240"^  betragen  soll ;  es  sind  die  übrigen 
Querschnittsdimensionen  auszurechnen. 

Auflösung.  Benützen  wir  die  im  vorigen  Beispiele  gefundene 
Formel  für  die  Dicke  b  des  verticalen  Steges, 


_V/ 2  (2  w  —  3)  M 


in  Verbindung  mit  der  Gleichung  h  =  nb  zur  Auflösung  dieser 
beiden  Gleichungen  nach  den  Unbekannten  b  und  w,  so  kommt  man 
durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  b  aus  beiden  Gleichungen  auf 
die  kubische  Gleichung 


G)' 


die  geordnet 


2  (2  «  —  3)  M 


<£,;i'"\        /»€,/i 


iM 
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gibt.  Um  diese  kubische  Gleichung  zu  umgehen,  erlauben   wir    uns 
in  der  Formel  für  h  eine    kleine  Vernachlässigung,    die    wir    später 

wieder  corrigiren.  Wir  setzen  b=\  —  - — ,-— — ^  -,    nehmen    also 

im   Nenner  statt  des  Factors   n  —  1  den   grösseren   Werth    n,   wo- 
durch offenbar  der  Werth  des  Bruches  unter  dem  Wurzelzeichen  um 

; — r-mal   kleiner    und   der  Werth    von  b  um    1/-; 77T--mal 

(«  —  1)  ^  1   i^—  1) 

kleiner  wird.    Rechnen  wir  mit  dieser  Vernachlässigung  den  Werth 


"  V(^i)" 


Ton  b  aus  und  multipliciren  denselben   mit    l/- — r,  so  erhalten 

y  (m  —  1)^ 

wir   offenbar   den   angenähert  richtigen  Werth  von   b  mit  einer  für 
die  Praxis  genügenden  Genauigkeit.    Setzen  wir  nun 


-f 


2  (2  n  —  3)  M        h 


und  lösen  diese  Gleichung  nach  m  auf,  so  erhält  man: 

2  (2  w  —  3)  M  h^  ®,  +  6  M 

^'  —  woraus   n  • — 


~  6,  '  AM 

folgt ;  offenbar  ein  etwas  zu  grosser  Werth,  den  wir  wieder  dadurch 
corrigiren,  dass  wir  die  Höhe  h  durch  den  verbesserten  Werth  von 
b  dividiren.  Man  erhält: 

h    _  h  4hM 


n   ~"  h'^^+ßM  ~  h'(B,  +  6  M  ' 
AM 

diesen  Werth  von  b  multiplicirt  mit    y — ^,  gibt  den  corrigir- 

ten  Werth 


/h'@,  +  6  M  \ ^ 
V AM  _) 


AhM 


AM 


h 
der  verbesserte  Werth  von  n  ist  n^  =  — ;  mit  diesem  Werthe   von 

n^  die  Grösse  b  noch  einmal  nach  der  genauen  Formel  ausgerechnet, 
gibt  einen  noch  genaueren  Werth  der  Stegdicke ;  die  beiden  gefun- 
denen Werthe  von  w^  und  61  in  die  Formel  für  x  aus  dem  vorigen 
Beispiel  eingesetzt,  gibt  die  Flantschenbreite  des  Querschnittes. 
Führen  wir  diesen  Rechnungsgang  durch  und  berechnen  zunächst 
n  aus  der  Gleichung: 
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■  A'e. -|-()J/ 


(24)».  500  + 6. 


3600  ■  250 

8 


iM 


6912000 

45(3000 


4. 

675000 


3600 .  250^ 

8 


oder 


=  16,86; 


h  240 

hiermit  wird  6  ^       ==  —-  —    =  14,23""" :    der    corrigirte   Werth 
n  lb,8D 

von  h  wird 

bi  =  14,7992,  oder  abgerundet  b^  =  lö*""'.     Der  verbesserte  Werth 

h  9J.0 

von  n  wird  /^^  = -— i^  — -.  - 1^  16:  setzt  man  jetzt  diesen  Werth 

bi  lo 

von  n^  in  die  genaue  Formel  für 


_-i'/2(2/t  — 3)3/  _  -i'/ "2".  29  .  1125< 
—  y  ;,  („  _  ly  <B,   ~  ]l  16.  (15f .  o( 


112500 
500" 
ein,  so  erhält  man  abgerundet  &=16''*^;  die  Flaut schenbreite  wird 

oder  X  =  157,2"**",  oder  abgerundet  x  =  157""" ;  die  Dicke  der 
Flantsche  wird  wie  die  Stegdicke  b  =  16"*"*.  Die  Dimensionen  des 
vorliegenden  Querschnittes  können  aber  auch  noch  auf  eine  andere 
Art,  wie  folgt,  berechnet  werden :   Aus  der  Gleichung 


PI 

M=-^=z(^,^Z,  ist  Z^  = 


P/  _  ^00^250  _ 
«®2~      8.500'    — '^^^• 


Von  den  Dimensionen  des  Querschnittes  nehmen 
wir  die  Flantschenbreite  a?  und  die  Dicke  b  des 
verticalen  Steges  als  unbekannt  und  die  Dicke  der 
Flantsche  als  bekannt  an.  Wir  bestimmen  die  zwei 
Unbekannten  aus  den  zwei  Bedingungen,  dass  der 
Querschnitt  die  Form  der  gleichen  Festigkeit  habe 
und  einen  Querschnittsmodul  Zj  =  225  besitze. 
Nehmen  wir  die  Dicke  der  horizontalen  Flantsche 
mit  4^"'  an,  so  ist  die  Bedingungsgleichung  für  die 
Form  der  gleichen  Festigkeit  des  Querschnittes : 

8(4,r  +  20Z^)  =  4a;.2  +  20ft.  14, 

(siehe  nebenstehende  Figur)  reducirt,  gibt :  x  =  bb. 

*)  Siehe  Beispiel  38,  Seite  234. 


Digitized 


by  Google 


239 
Das  Trägheitsmoment  wird : 

J=^rx.8'  +  b.l6'  —  {x  —  b)4^\  oder 

.  3J=448:r  + 41606, 

andererseits  ist  aber  auch 

3  J=  3 Zjc,  =  3  .  225  .  16,  oder  3  J=  10800, 

daher  erhält  man  durch  Gleichsetzung  der  zwei  Werthe  von  SJ: 
448 a:  +  4160 6  =  10800,  oben  fanden  wir :  x=6b.  Diese  zwei 
Gleichungen  nach  x  und  b  aufgelöst,  erhält  man :  b  =  16,87,  ab- 
gerundet 17**^  und  x  =  bb  =  5  .  16,87  =  84,35,  oder  abgerundet 
X  =  85"^.  Berechnet  man  den  Querschnittsmodul  Z^  des  nach  der 
ersten  Methode  gefundenen  Querschnittes,  so  findet  man : 

=  15,7  .  8.  +  1,6    .6- 141  .^5)1  ^  223,37, 
o  .  Ib 

PI 
also   nahe   genug    dem  aus  der  Gleichung  Z,  =  =  225  nach 

o  ^2 

der  zweiten  Methode  gefundenen  Querschnittsmodul. 

Wäre  hingegen  die  Breite  x  der  horizontalen  Flantsche  des 
Querschnittes  gegeben  und  es  sollen  die  übrigen  Dimensionen  unter 
der  Bedingung  ausgerechnet  werden,  dass  der  Querschnitt  die  Form 
der  gleichen  Festigkeit  habe,  so  nimmt  man  am  zweckmässigsten 
die  Dicke  b  des  verticalen  Steges,  gleich  der  Dicke  der  horizontalen 
Flantsche  an ;  z.  B.  im  vorliegenden  Falle  nehmen  wir  b  =  15"'"*, 
die  Flantschenbreite  sei  mit  x  =  160"*'"  gegeben ;  dann  ergibt  sich 

aus  der  Gleichung  x  =  b  (  -^ ^  +  11,  wenn  man  diese  nach  n 

als  Unbekannte  auflöst: 

(2n  — 3)a;  =  2n6H-6n«  — 36,  woraus 

bn*  —  n{2x  —  2b)  =  3b  —  3x,  oder 

n(2x  —  2b)        3b  — 3  X 
n* ^^ = und 


■C-'i^)"- 


i=j^+vr-7^Y+"-'' 


folgt.    Setzen  wir   die  Zahlenwerthe  x  =  160,   ft  =  15  ein,    so  er- 
hält man: 


160—15 


—  15   ,  -iZ/ieO— 15\',    3(15  —  160)        Oft  .   Q 
r5— ±V(      "15     -)+---i5— =  9'6  +  «. 


Digitized  by 


Google 


240 

offenbar  kann  man  hier  nur  den  Werth  «  =  9,6  +  8  ^  17,6,  oder 
abgerundet  »:=:17  gebrauchen.  Diesen  nur  probeweise  ausgerech- 
neten Werth    von  «=17  setzen  wir  in  die  Fonnel  für  den  Quer- 

Schnittsmodul  Z,  =  -^ .—    ein    und    sehen    zu,    ob   der   da- 

2  (2  h  — 3) 

durch  erhaltene  Werth  dem  durch  das  Biegungsmoment  M  und 
die  Spannung  ©,  bestimmten  Querschnittsmodul  Z,  =  -^  =      ^ 

nahe  genug  kommt ;    hier  wird  Z,  =  — ^^T^ ^v        =  236 ; 

erforderlich  ist  jedoch  nur  der  Querschnittsmodul  von 

PZ    _  3600.250  _ 
•-8®;-"   87500"'-'''^^' 

somit  würden  die  angenommenen  Werthe  a:=  160  und  h=lb 
genügen. 

Untersucht  ipan  endlich  noch,  ob  der  Querschnitt  wirklich  die 
Form  der  gleichen  Festigkeit  hat,  so  darf  man  nur  aus  der  Schwer- 
punktsgleichung Ci  F=f^di -\-/^d^  den  Werth  von  c^  bestimmen; 

es    ist    c,  =  ^-^^^^    und    da/,  =  160.15,   /,  =  240.15, 

(fi  =  7,5  und  J,  =  135  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die  Zahlen- 
werthe  einsetzt  und  ausrechnet  c,  =  84*"*" ;  da  nun  die  ganze  Höhe 
des  Querschnittes  h  =  nb 

A  =  17  .  15  =  255"'«  und  A  =  .^^^.  =  85«"» 

ist,    so  ist   der   gefundene  Werth   von  c^,    der  =  -^  sein  soll,    mit 

84mm  genau  genug,  damit  das  Profil  als  ein  Querschnitt  von  der 
Form  der  gleichen  Festigkeit  angesehen  werden  könne. 

40.    Bei    einem    gusseisernen   Doppel-T-Träger    mit    ungleich 

breiten  Flantschen,  dessen  Querschnitt  die  Form  der  gleichen  Festig- 

^  keit  habe,  seien  auszurechnen :  Die 

:* ^ ,  Breite  der  grösseren  Flantsche,  das 

-^.öii Trägheitsmoment,  der  Querschnitts- 

^^        modul  und  der  Flächeninhalt   des 
Querschnittes.  (Siehe  nebenstehende 
Figur.)  Die  Höhe  des  Querschnittes 
sei  Ä  =  12  ft,  die  beiden  Flantschen 
fl^MljÄ""i        ^  ^^i^^  gleich  dick=:2fe,  die  Breite 

\<r.^^  der  kleineren  Flantsche  sei  =  3  6, 

'  Fig.  98.  der  Querschnitt  des  verticalen  Steges 

3 
sei  ein  Trapez  von  den  Parallel-Seiten  h  und  -^  b. 
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Auflösung.  Zur  Bestimmung  der  Flantschenbreite  x  benützen 
wir  den  Satz  von  der  Schwerpunktslehre: 

Fc,=f,d,  +/,(f,  +f,d,  +Ad,, 

Q 

(^  =  66,  d^=  ^-b  +  2h  =  4,61b,  A  =  6b*  und  d^=llb,   die 
Zahlenwerthe  eingesetzt,  gibt: 

46  (26a: +  86'' +  26» +66«)  = 
=  26  JT.  6 +  86«.  66 +  26«.  4,67  6 +  66«.  116; 
diese  Gleichung  nach  x  aufgelöst,  erhält  man: 

a;  =  9,896. 

Das  Trägheitsmoment  J^  des  Querschnittes  mit  Vernachlässigung 
des  Dreieckes  acd  ist: 

J,  =  1  r9,896  (46)«  +  36  (86)«  —  26  (66)«  —  8,896  (26)«!  = 

=  555,286*, 
das  Trägheitsmoment  i  des  Dreieckes  acd,  bezogen  auf  seine  horizon- 
tale Schweraxe  w»,  ist  f=     '   nr* — ^=7,11^*;  der  Abstand  der 

ob 

neutralen  Aze  des  Träger-Querschnittes  von  der  Schweraxe  des  Drei- 

g 

eckes  ist  ^-  6  —  26,  der  Flächeninhalt  des  Dreieckes  acd  ist  =  26«, 
o 

somit  das  Trägheitsmoment  »\  des  Dreieckes,  bezogen  auf  die  neu- 
trale Axe  des  ganzen  Querschnittes: 

t,  =  7,1 1 6*  +  2  6«  (  g  6  —  2  6 y=  8  6* ; 

hiermit  wird  das  Trägheitsmoment  J  des  ganzen  Querschnittes: 
J=  555,28  6*  +  8  6*  =  563,28  6^ 

der  Querschnittsmodul  wird: 

Z.  =  -/^.,oderZ.  =  ^i-^-  =  70,4U.; 

der  Flächeninhalt  des  Querschnittes  wird 

F=2b  .  9,896  +  86«  +  26«  +  66«  =  35,786«. 

Gr»t  Festigkeitslehre.  16 
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Anmerkung.  Da  es  erlaubt  ist,  die  Theile  eines  Querschnittes  in 
horizontaler  Richtung  zu  verschieben,  ohne  das  Trägheitsmoment  dadurch 
zu  ändern,  so  kann  man  auch  zwei  verschiedene  T- Querschnitte  von  den 
Formen  der  gleichen  Festigkeit  und  eleich  dicken  Flantschen  zu  einem 
neuen  Querschnitte  von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  verbinden,  dessen 
Trägheitsmoment  durch  einfache  Addition  der  Trägheitsmomente  der  zu 
verbindenden  Querschnitte  erhalten  wird.  (Siehe  die  folgenden  Figuren.) 


I          II             III 

IV 

fe.....!..] md' 

^tiT       --'i^           -^iÄ'! 

Fig.  99.         Fig.  100.                Fig.  101. 

Fig.  102. 

Die  Profile  /  und  11  horizontal  in  einander  geschoben,  geben 
das  Profil  ///. 

In  Beispiel  38  sind  die  Trägheitsmomente  der  Profile  /  und  // 
unter  den  Nummern  IV  und  //  angegeben  mit  J/  =  408,81 6*, 
Jii  =  266,67  &*,  durch  Addition  der  Trägheitsmomente  Jj  und  Jn 
erhält  man    Jm  =  J/  +  Jn  =  408,81  h*  +  266,67  b*  =  675,48  b\ 

Setzt  man  im  Querschnitte  111  statt  b  nur  -^,   so  erhält  man 

das  Profil  IV ^  dessen  Trägheitsmoment 

und  dessen  Querschnittsmodul 

Jry         42,226« 

wird.  Von  der  Richtigkeit  dieser  Operation  überzeugt  man  sich,  wenn 
man  für  Profil  IV  den  Abstand  der  horizontalen  Schwerlinie  von 
der  oberen  Flantschenkante,  d.  i.  die  Grösse  Cj  und  das  Trägheits- 
moment auf  gewöhnliche  Weise  sucht.  Man  erhält; 

_  6,17 &^ 0,56 +  4&«.  36 +  l,5&^5,5&_23,335&_^ 
''  -  6,176^  +  46^+1,56«  "  "Ii:67~  -  ^^'  "^""^ 

Jjy  =  -^  ^6,17  .  2'  +  1,5  .  4«  -  5,17  .  P  —  0,5  .  3»\  oder 

J/r  =  42,23  6*. 

Bei  den  bis  jetzt  besprochenen  T-  Querschnitten  von  der  Form 
der    gleichen    Festigkeit    haben    wir    stillschweigend    vorausgesetzt, 
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dass  die  biegende  Kraft  eine  constante  Richtung  habe;  ist  dies 
jedoch  nicht  der  Fall,  wie  es  in  Wirklichkeit  bei  den  Fällen  der 
Biegongsfestigkeit  im  Maschinenbau,  wie  überhaupt  bei  allen  beweg- 
lichen Constructionen  meist  vorkommt,  so  ist  es  nöthig,  dass  die 
Widerstandsföhigkeit  des  betreffenden  Körpers,  sowohl  bei  der  Um- 
kehr der  Kraftrichtung  (wenn  also  die  biegende  Kraft  abwechselnd 
in  entgegengesetzter  Richtung  angreift),  als  auch  dann  unverändert 
bleibe,  wenn  sich  die  Kraftrichtung  fortwährend  so  ändert,  dass 
die  neutrale  Axe  sich  um  den  Schwerpunkt  des  Querschnittes  dreht. 
Der  erste  Fall  findet  statt  bei  den  Zähnen  der  Zahnräder,  den 
Armen  von  Rädern  und  Riemscheiben ;  der  zweite  Fall  bei  Trag- 
axen ;  daher  muss  in  diesen  Fällen  auch  bei  Anwendung  von  Guss- 
eisen der  zweiaxig  symmetrische  Querschnitt  gewählt  werden,  so 
dass  Ci  =  Cj  wird,  und  muss  man  deshalb  hier  auf  die  gleichmässige 
Verwerthung  der  Zug-  und  Druckfestigkeit  des  Gusseisens  ver- 
zichten und  die  zulässige  Zugspannung  (weil  sie  die  kleinere  ist) 
in  die  Rechnung  einführen.  Schmiedeisemen  Trägem  gibt  man  am 
vortheilhaftesten  solche  Querschnitte,  bei  denen  c^  ==  c,  ist ;  auch 
bei  den  Querschnitten,  welche  durch  die  neutrale  Axe  nicht  in  zwei 
symmetrische  Hälften  der  Höhe  nach  getheilt  werden,  und  welche 
man  oft  für  schmiedeiseme  Träger  anwendet,  z.  B.  bei  den  Quer- 
schnitten der  Eisenbahnschienen  und  der  Blechträger  mit  ungleichen 
Gurtungen,  sucht  man  das  Material  auf  beiden  Seiten  der  neutralen 
Axe  so  zu  vertheilen,  dass  der  Schwerpunkt  möglichst  in  der  Mitte 
der  Höhe  zu  liegen  kommt.  Ehe  man  einen  gusseisernen  Träger 
anwendet,  es  ist  nöthig,  sich  über  die  Gestalt  der  elastischen  Linie 
zu  Orientiren.  Man  muss  nämlich  die  Flantsche  des  T-Trägers, 
oder  wenn  zwei  Flantschen  vorhanden  sind,  die  grössere  von  beiden 
nach  der  Seite  hinlegen,  nach  welcher  die  elastische  Linie  convex 
ist,  da  diese  Seite  offenbar  die  gezogene  ist.  Aus  den  nachfolgenden 
Figuren  ist  ersichtlich,  wie  der  T-Träger  anzuordnen  ist. 


Fig.  103. 


Fig.  104. 


Fig.  106. 


Fig.  107. 


Fig.  105. 


Fig.  108. 


In  den  drei  letzten  Figuren  zeigt  die  elastische  Linie  Wende- 
punkte, weshalb  auch  eine  ümkehrung  des  Profiles  eintreten  muss ; 
da  dies  aber  in  der  Praxis  nicht  gut  ausführbar  ist,  so  folgt  dar- 

16* 
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ans,  dass  man  ohne  Materialyerschwendnng  einen  gasseisemen 
Träger  dort  nicht  anwenden  darf,  wo  die  elastische  Linie  Wende- 
punkte hat. 

41.  Ein  prismatischer  Balken  von  der  Länge  l,  der  mit  seinen 
beiden  Enden  frei  auf  Stützen  aufliegt,  hat  die  Tragkraft  P,  wenn 
er  auf  seiner  ganzen  Länge  gleichmässig  belastet  wird ;  diese  Trag- 
kraft soll  dadurch  vermehrt  werden,  dass  man  die  Stützen  nach 
innen  rückt;  man  fragt: 

1)  Um  wie  viel  sind  die  beiden  Stützen  von  den  Enden  des  Bal- 
kens nach  innen  zu  rücken,  damit  derselbe  die  grösstmög- 
lichste  Tragkraft  bei  der  angegebenen  Belastungsart  erlange, 
und 

2)  wie  gross  wird  diese  grösste  Tragkraft,  resp.  wie  viel  mal 
wird  sie  grösser,  als  die  Last  P,  welche  der  Balken  tragen 
kann,  wenn  er  an  seinen  Enden  unterstützt  wird?  (Siehe 
nebenstehende  Figur.) 

Auflösung.    Die  Entfernungen  der  Unterstützungen  des  Bal- 
kens von  den  Enden  desselben  seien  mit  e,  e,  das  Biegungsmoment 
^^^^^^^^^^^^^^         für    den    Querschnitt    in    der    Mitte 
jfHHB^^HmHUI         der    Länge     des     Balkens     mit    Mc, 

j         i!  £ Z._,! J        die  Biegungsmomente   für   die   Quer- 

1*6  ■^*'-^"*'      ^     !*^"^"^!        schnitte  in  den  Unterstützungspunkten 
j<-j^-^  jip  A  und  B  mit   Jf^  und  Mb  bezeich- 

'    *     H  net,  letztere  beide  Momente  sind  ein- 

Fig.  109.  ander  gleich. 

Wir  haben  zu  untersuchen,  wo  der  gefährliche  Querschnitt 
liegt,  d.  h.  zu  ermitteln,  welches  von  den  beiden  Momenten  M^  und 
Mc  das  grössere  ist.    Für  den  Punkt  C  hat  man: 

_2P{l-2e)        PI  _P,j       ,. 

Bezeichnet  p  die  Belastung,  welche  auf  die  Balkenstrecke  A  E 
entfällt,  so  findet  offenbar  die  Proportion  statt:  p:  P=e:l,  woraus 

Pe 

p  =  — r—  folgt ;  diese  Kraft  2>  wirkt  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  an 

den  Hebelarm  e,  daher  das  Moment  über  der  Stütze  in  A: 

Pe      e         Pr 

^'  =  ~r'Y=  2r 

die  Bedingung  dafür,  dass  Mji  §  Mc  sein  soll,  lautet  daher,  wenn 
man  für  3/^  und  Mc  die  Werthe  setzt: 
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^    PI        PI       ,       ^  P 

+  ^§-g-,   oder   Ä»  +  <f§— , 


denkt  man  sich  die  beiden  Ungleichheitszeichen  durch  das  Gleich- 
heitszeichen ersetzt  und  die  dadurch  erhaltene  unreine  quadratische 
Gleichung  nach  e  als  unbekannte  aufgelöst,  so  erhält  man,  wenn 
die  Ungleichheitszeichen  wieder  eingeführt  werden  : 


4' 
und,  da  e  nicht  negativ  werden  kann,  so  ist 

—  y  +  y  V2,   oder  .  §  1  0^  -  1),  oder  e  ^  0,207  h 


e^ 


Ist  e  >  0,207  /,  also  Mj^  >  J/c,  so  hat  man  zur  Querschnitts- 

J/i         Pl^ 
berechnung  des  Balkens  den  Querschnittsmodul  Z=-—--=^—-^^ 

Mc        P(l  —  4:e) 
ist  e  <  0,207  Z,  so  ist  Z=  -—-= —  ^  ^ zu  setzen;  im  ersten 

Falle  ist  das  Balkenmaterial  beim  Punkte  C  nicht  völlig  verwerthet 
(sobald  der  Balken  prismatisch  ist) ;  im  zweiten  Falle  wird  das  Ma- 
terial bei  den  Querschnitten  in  den  Punkten  A  und  B  nicht  völlig 
ausgenützt;  deshalb  wird  die  günstigste  Lage  der  Stützen  offenbar 
die  sein,  bei  der  6  =  0,207/  ist,  dann  ist  Mji  =  Mc  =  MB,  d.  h. 
in  den  Punkten  A,  B  und  C  sind  gefährliche  Querschnitte.  Für 
diesen  Fall  ist 

.V=^W^-  =  0,0214  P^ 

und  da  M=^Z  ist,  so  hat  man  0,0214  P/  =  ®Z,  woraus 

®Z  46,7  ®Z 


P= 


0,0214 1  l 


folgt;    ist    der  Balken    an    den  Enden   unterstützt,    dann    ist    seine 

Tragkraft  P= — -—    ;    somit  wird  letztere  um   — '   -  =  5,8,  also 
l  o 

nahezu  sechsmal  vergrössert,  wenn  die  Stützen,  je  um  0,207  /  von 

den  Enden  des  Balkens  nach  innen  entfernt  gelegt  werden. 

42.  Ein  prismatischer  Balken  von  der  Länge  /  =  3*/,"'  ist  an 
zwei  Punkten  seiner  Länge  A  und  B^  welche  von  den  Balkenenden 
A^  und  B^  0,5**  und  1"*  entfernt  sind,  unterstützt  und  durch  eine 
auf  seiner  ganzen  Länge  gleiohmässig  vert heilten  Belastung  von 
P=  8000*'^  und  noch  durch  drei  einzelne  Lasten  von  P,=:800^^ 
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am  linken  Balkenende  im  Punkte  ^,  angreifend,  P,  =  1000^^  im 
Punkte  Ci,  Vj^^  von  A^  entfernt,  und  Pj  =  600^^,  am  rechten 
Balkenende  im  Punkte  B^  angreifend,  auf  Biegung  beansprucht;  es 
ist  zu  untersuchen,  ob  die  elastische  Linie  Wendepunkte  hat,  d.  h. 
mit  anderen  Worten,  ob  man  hier  einen  gusseisemen  Träger  mit 
Vortheil  anwenden  kann  oder  nicht.    (Siehe  Beispiel  40.) 

Auflösung.  Wir  bestimmen  für  einige  Querschnitte  des  Bal- 
kens die  Biegungsmomente;    haben    sie   alle   gleiche  Vorzeichen,    so 

hat  die  elastische  Linie  keine 
Wendepunkte,  haben  aber  die  Mo- 
mente verschiedene  Vorzeichen,  d.  h. 
es  sind  positive  und  negative  Mo- 
mente vorhanden,  so  ist  dies  ein 
Zeichen,  dass  die  elastische  Linie 
Wendepunkte  hat,  denn  das  Mo- 
ment kann  von  dem  positiven  in 
den  negativen  Werth  nur  durch 
die  Null  hindurch  gehen,  d.  h.  an 
irgend  einem  Querschnitte  des  Bal- 
kens ist  das  Moment  :=:  Null  und 
an  dieser  Stelle  ist  daher  ein 
Wendepunkt  der  elastischen  Linie. 
Wir  bestimmen  vorerst  die  Auflagerdrücke  in  den  Punkten  Ä  und  B, 
(Siehe  Fig.   110.) 

Es  seien  die  Grössen  dieser  Drücke  mit  A  und  B  bezeichnet. 
Für  den  Punkt  B  als  Drehpunkt  hat  man  zur  Bestimmung  von  A 
nach  dem  Hebelgesetz  die  Gleichung: 

^  .  2  -h  600  .  1  =  800  .  2,5  -f  1000  .  1  +  8000  .  0,75, 

woraus  ^  =  4200*J^  folgt.  Der  Stützendruck  B  wird  daher: 

B  =  8000  +  800  +  1000  +  600  —  ^  =  10400  —  4200  =  6200  ^^. 

Um  zu  erfahren,  wo  es  ein  Maximum  eines  Biegungsmomentes 
gibt,  wo  also  ein  gefährlicher  Querschnitt  ist,  suchen  wir  von  A^ 
aus  die  verticalen  Schubkräfte  für  einige  Querschnitte;  wir  be- 
zeichnen die  nach  aufwärts  wirkenden  Verticalkräfte  als  positive, 
die  nach  abwärts  wirkenden  als  negative.  Für  den  Punkt  A  ist 
die  Verticalkraft : 

Vj,  =  4200  —  800  —  -J^-  .  0,5  =  2257 » /,  ^^ 


Fig.  110. 


für  den  Punkt  Q  hat  man: 
Vc,  =  4200  —  800  —  1000 


8000 
3,5 


.  1,5  =  — 1028V7^J 
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^^  ^Ä  positiv  und  F^,  negativ  ist,  so  mass  es  ein  Maximalmoment 
zwischen  den  Punkten  A  und  C^  geben,  denn  der  positive  Werth  der 
Verticalkraft  kann  nur  durch  die  Null  hindurch  in  einen  negativen 
Werth  übergehen;  dort  aber,  wo  die  Verticalkraft  zwischen  den 
Stützen  =  Null  ist,  ist  bekanntlich  ein  Maximalbiegungsmoment. 
Die  Entfernung  x  des  Querschnittes,  in  welchem  ein  Maximal- 
biegungsmoment stattfindet,  vom  Balkenende  Ai  findet  sich  daher 
aus  der  Bedingung,  dass  für  diesen  Querschnitt  die  Verticalkraft, 
hier  im  Punkte  C  gleich  Null  ist;  man  hat  daher: 

8000 
F^  =  0  =  42OO  — 800  — -^^.a:,  woraus 

a;  =  1,488'»  folgt. 
Das  grösste  positive  Biegungsmoment  ist: 
Mc  =  4200  (1,488  —  0,5)  —  800  .  1,488  —  ^^  -^^^¥^,   oder 

Bilden  wir  von  links  aus  die  Momente,  so  ist  das  Moment 
über  der  Stütze  in  A  negativ  (die  rechts  drehenden  Momente  gelten 
als  positive,  die  links  drehenden  als  negative).  Es  ist 

ir.  =  -800.0,5-«^-i^  =  -686, 
6,0        l 

das  Moment  Mc  ist  positiv  und  das  Moment  über  der  Stütze  in 
B^  nämlich 

ifÄ  =  4200  .  2  —  800  .  2,5  —  1000  .  1  -  -^^-^^^  =  -1743, 

ist  negativ,  daher  muss  es  sowohl  zwischen  A  und  C,  als  auch 
zwischen  B  und  C  je  einen  Wendepunkt  der  elastischen  Linie  geben, 
weil  zwischen  den  Punkten  A  und  B  ein  zweimaliger  Zeichenwechsel 
des  Momentes  eintritt.  Die  Entfernung  y  des  Wendepunktes  W  vom 
linken  Balkenende  findet  man  aus  der  Bedingung,  dass  für  den 
Punkt  W  das  Biegungsmoment  =  Null  ist ;  man  hat  daher  für  den 
Punkt   W  die  Momentengleichung: 

4200  (y- 0,5) -800y-  ^^  ■^^^) 

diese  Gleichung  geordnet  und  nach  y  aufgelöst,  gibt : 

y«  — 2,975  y+ 1,8375  =  0, 
hieraus  ist: 
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y  = 


2>975 
2 


+ 


fm 


975")' 


1,8375, 


oder  y  =  1,4875  +  0,6125,   da   aber  y  <  1,5   sein  muss,   so   gilt 
hier  das  negative  Vorzeichen,  also  ist 

y  =  1,4875  —  0,6125  =  0,875". 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Entfernung  y,  des  zureiten 
Wendepunktes  der  elastischen  Linie,  W^  vom  rechten  Balkenende 
aus  der  Gleichung: 


600  y.  4- 


8000     yj 
3,5 


|--62OO(y,-l)  =  0, 


welche  Gleichung  ebenfalls  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  für  den 
Punkt  W^  das  Biegungsmoment  =  Null  ist.  Die  Gleichung  geordnet 
und  aufgelöst: 

yj  —  4,9  yi  +  5,425  =  0,  hieraus  ist : 


4,9    , 


y(-^-)'- 5,425,  oder 


y,  =  2,45  ±0,76, 

da  aber  y^  kleiner  sein  muss  als  2*",  so  ist  das  negative  Zeichen 
zu  nehmen,  also  hat  man 

y,  =  2,45  — 0,76  =  1,69-; 

einen  gusseisemen  Träger  kann  man  demnach  im  vorliegenden  Falle 
nicht  mit  Vortheil  anwenden,  weil  die  elastische  Linie  Wendepunkte 
hat.  Eine  graphische  Darstellung  der  Biegungsbeanspruchung  des 
Balkens  erhält  man  dadurch,  dass  man  die  Momente  für  eine  Reihe 
von  Querschnitten  als  Ordinaten  an  die  Gerade  A^B^  anträgt,  und 
zwar  positive  Momente  als  nach  aufwärts,  negative  Momente  als 
nach  abwärts  gehende  Senkrechte  auf  A^B^]  die  Endpunkte  der 
Ordinaten  durch  eine  stetige,  krumme  Linie  mit  einander  verbunden, 
gibt  die  in  der  Figur  durch  schraffirte  Theile  dargestellte  Biegungs- 
beanspruchung des  Balkens.  Aus  dieser  Figur  ist  ersichtlich,  dass 
in  den  Punkten  A  und  B  je  ein  negatives,  im  Punkte  C  ein  positives 
Maximalbiegungsmoment  und  im  Punkte  B  das  absolut  grösste 
Biegungsmoment  stattfindet,  nach  welchem  der  Querschnitt  des  Balkens 
aus  der  Gleichung:  Mb  =  ^Z=  1143^^  zu  berechnen  ist. 

43.  Ein  prismatischer  Balken,  der  auf  seiner  ganzen  Länge 
gleichmässig  mit  P*^  belastet  werden  soll,  ruht  mit  dem  einen  Ende 
frei  auf  einer  Stütze  auf,  es  ist  die  Lage  der  anderen  Stütze  derart 
zu  bestimmen,  dass  der  Balken  ein  Maximum  trägt.  (Siehe  Fig.  111.) 
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Auflösung.  Angenommen,  wir  hätten  die  Lage  der  Stütze  Ä^ 
d.  i.  die  Entfernung  e  schon  gefunden.  Wir  suchen  nun  das  zwischen 
den  Stützpunkten  Ä  und  B  wirkende 
Maximalbiegungsmoment ;  angenommen, 
dieses  finde  im  Punkte  C  in  der  Ent- 
fernung X  vom  linken  Balkenende  statt ; 
hat  nun  die  Stütze  A  eine  solche  Lage, 
dass  das  Moment  über  derselben  gleich 

dem  Maximalbiegungsmomente  im 
Punkte  C  ist,  dann  ist  offenbar  das  Maxi- 
mum der  Tragkraft  des  Balkens  er- 
reicht, denn  dann  hat  letzterer  zwei 
gefährliche  Querschnitte,  und  ausserdem  wird  das  Balkenmaterial  an 
zwei  Stellen  vollkommen  ausgenutzt.  Die  Entfernung  x  des  gefähr- 
lichen Querschnittes  in  C  vom  Punkte  Ä^  findet  man  aus  der  Be- 
dingung, dass  im  Punkte  C,  wo  das  Maximalbiegungsmoment  statt- 
findet, die  den  Balken  auf  Abscheerung  beanspruchende  Vertical- 
kraft  F=0  ist. 

Die  Verticalkraft  im  Punkte  C  ist  gleich  dem  Stützendrucke  Ä 
im  Punkte  -4,  weniger  dem  Theil  der  Last  P,  die  auf  die  Strecke 
Ä^C  entfällt,  es  heisse  dieser  Theil  P^,  so  findet  offenbar  die  Pro- 


Fig.  111. 


portion  statt :  Pj :  P=  a?  :  /,  woraus  P,  = 


l 


folgt;   somit  ist 


V=A 


Px 


0; 


AI 
hieraus  ist  rr=      -.    Zur  Bestimmung   des  Stutzendruckes  A  hat 

man  für  den  Punkt  B  als  Drehpunkt  die  Momentengleichung: 

.    ^(^-^)  =  -2-»  ^^raus  A  =  -^-j--^ 
folgt;    diesen   Werth    von    A    in   die    Gleichung   für   x   eingesetzt, 

Das  Moment  im  Punkte  C  wird: 
Px      x 


Mc  =  A{x  —  e)- 


l 


Px* 

^  =  A{x^e)--^--, 


für  A  und  x  obige  Werthe  gesetzt: 
PI 


Mc  = 


2{l-e) 


I2  {l-ej       "J 


P 
"27 


l* 


oder 
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PI       rl*—2le-\-2e*~\  PI* 

MC  :=  ■ 


2{l  —  e)\_       2{l  —  e)       J       8(1— ey 

oder  auf  gleiche  Benennung  gebracht: 

Pl(2l*—'ile  +  4e*)  —  Pl>       , 
Mo= ___ ,  oder: 

Pl{l*—Ale-\-^e*-lrl*)  —  Pl» 
Mc= g^^—^^ -,  oder: 

Pl[{l-2ey+l*]-Pl* 

Mc=  ■ —^^ZT^, , 

oder  PI  herausgehoben: 

Pl[{l-2ey+P-l-'\         PHl-2ey 


Mc 


8  (/  —  «)«  %{l  —  ey 


Diesen  Werth  für  Mc  kann  man  etwas  kürzer,  auch  wie  folgt, 

Px* 

finden  :  Setzt  man  in  die  Gleichung  Mc  =A{x  —  e) ^—  statt 

Px 

——  den  Werth  A,  so  ist 

Mc=^A{x  —  e)- —  =  — Ae  =  a(-^  —  «Y  da  aber 

-,  also  


2{l  —  ey  2  ^il  —  e)  ~  4(/  — e) 

X  {l-2ey   ,  ^  ^  ^  ^        A{l  —  2ey        , 

oder  -=-  —  e  =  -j-— ^  ist,   so  hat  man :  Mc  =  —rr. ;—  ^iid 

2  4(/  —  e)  4(Z  —  e) 

für  A  den  Werth  gesetzt: 

_        PI  {l—2ey  _  Pl{l  —  2ey 

^~  2{l  —  e)  '  4:{l  —  e)~    S{l  —  ey' 
wie  früher. 

Das  Moment   über   der  Stütze   in  A  ist  gleich  dem  Theil  der 

ganzen  Last  P,  der  auf  die  Strecke  A^  A  entfällt,  multiplicirt  mit  ^  ; 

es  heisse  die  für  die  Strecke  A^^  A  entfallende  Belastung  Pj,  so  gilt 

Pe 
die  Proportion:  P^:P=e:l,  woraus  P,  =  — —  folgt.    Somit  wird 

Pe      e         Pe* 
Mji  =  — —  .  —  =  -qT-  ;  da  nun  zur  Bestimmung  von  e  die  Momente 

Mji  und  Mc  einander    gleichgesetzt   werden   müssen,    so   hat   man 
durch  Gleichsetzung  der  für  Ma.  und  Mc  gefundenen  Werthe: 
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P«' _  PZ_(|— 2^' 
'21  ~"8{l-^ey~' 

diese   Gleichong   nach  e  als  Unbekannte    geordnet    and   aufgelöst: 

beiderseits  die  Wurzel  gezogen: 

e  =  -^— -^,  oder  e*  —  2te  =  —  -^,  woraus 

^  [C 6j  u 


'=^±y^'-y=^±y^=^±7^=  folgt. 


i 

ff 


Da  e  kleiner  sein  muss  als  Z,  so  mass  man  offenbar  das  nega- 
tive Vorzeichen  der  Wurzel  nehmen  und  hat  demnach: 

g  =  ; — r  =  /  (  1 —  y  oder 

g  =  0,293/. 

Diese  Strecke  e  kann  man  auch  durch  Construction  wie  folgt 
finden :  Man  halbirt  die  Strecke  A^  B  in  C^,  zieht  6\  D  senkrecht 
zu  A^ J9,  macht  C^D=^C^B  und  BA  =  BD;  es  ist  dann : 

l 
AC^  =  AB—BC^z=zAB  —  —,  oder 


'"'■  =  «*- 2  =  VT+4- 2  =V2 

A^A  =  e  =  A,B  —  ABz=A^B  —  DB  =  l  —  V  ^  +  -^ , 


'='-^='0-vr> 


Vi 


wie  oben.  Die  gleichzeitig  erhaltene  Strecke  A  C^  ist  diejenige  Ent- 
fernung, in  welcher  beide  Stützen  von  den  Enden  des  Trägers  ent- 
fernt nach  innen  angeordnet  werden  müssten,  wenn  der  Balken, 
symmetrisch  in  Bezug  seiner  Mitte  unterstützt  und  gleichmässig 
auf  seiner  ganzen  Länge  belastet,  ein  Maximum  tragen  soll,  ein 
Fall,  der  schon  im  Beispiel  41   behandelt  wurde. 
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Das  grösste  Moment  im  vorliegenden  Fall  ist  Mji  oder  Mc. 
weil  beide  gleich  sind,  und  dient  eines  dieser  Momente  zur  Quer- 
Schnittsbestimmung  des  «Balkens. 

Es    ist    M^=^-^  =  -^'Z        ^  ==0,0429  PZ,    wenn    man 

nämlich  für  e  den  gefundenen  Werth  einsetzt.  Da  der  Querschnitts- 

.  ,   ^       ^A   .  ,         ,   ,            „       0,0429  P; 
modul  Z-=—r  ist,  so  hat  man  z  = — ,  woraus 

©/__  23®Z 
~  0^0429/  ~       l 

folgt;    die  Tragkraft  ist  also  nahezu  3mal  so  gross,    als  wenn  die 

Stützen  an  den  Enden  stehen,  in  welch  letzterem  Falle  bekanntlich 

8®Z 
die  Tragkraft  P=  — —  ist. 

L 

Auch  hier  hat  die  elastische  Linie  einen  Wendepunkt,  denn 
das  Moment  in  Ä  ist,  von  links  aus  gebildet,  negativ,  im  Punkte  C 
positiv,  ein  gusseisemer  Träger  ist  also  auch  hier  nicht  mit  Vor- 
theil  anwendbar. 

44.  Ein  prismatischer,  gusseiserner  Balken  von  der  Länge  l 
soll  an  zwei  Punkten  seiner  Länge  so  unterstützt  werden,  dass 
die  elastische  Linie  keinen  Wendepunkt  habe  und  der  Balken  ein 
Maximum  trage,  wenn  er  auf  seiner  ganzen  Länge  gleichmässig 
belastet  wird.  Man  fragt,  wie  weit  müssen  die  Stützen  von  den 
Balkenenden  entfernt  nach  innen  angeordnet  werden.  (Siehe  die 
folgende  Figur.) 

Auflösung.    Damit    die   elastische  Linie    keine  Wendepunkte 
habe,    dürfen  auf  der  ganzen  Länge  des  Balkens  Biegungsmomente 
/»  -p  mit  verschiedenen  Vorzeichen  nicht  vorkom- 

^^^^^^^^^^^^  men ;  dieses  wird  dann  der  Fall  sein,  wenn 
P[^HHh^|H||^|  das  für  die  Mitte  des  Balkens  im  Punkte  C 
V'e'^^      F       re^'\     geltende  Moment  gleich  Null  ist;  dann  gibt 

p-y: ^K ~Ji—^\     es  in  den  ünterstützungspunkten  A  und  B 

'         p  ^       '     z'^ei  gleich  grosse  negative  Momente,  welche 

^^»-  "2.  auch  zugleich  Maximalbiegungsmomente  sind. 

Setzt  man  das  für  den  Punkt  C  geltende  Moment  gleich  Null, 
so  hat  man: 

P /l  \        P     l  l 

^^=2  \2  ~  V  ~  2"  '  4  "^  ^  ^'^""^^^  '^^'  ^  "^  4" 
Für  die  Pui/kte  A  und  B  hat  man  die  Momente: 

Pe      e         Pe\ 
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da  dieses  Moment   das  grösste   ist,    so  dient   es    zur  Querschnitts- 
berechnong  des  Trägers;  man  hat  daher  zu  setzen: 

"">  Z  und  für  e  den  Werth  e  =  , 


eingesetzt,  gibt: 


(0' 


^^       ^^  «       32@Z 

=  ^^  =  @  Z,  woraus  P  : 


21       "32        -    ^   —  —  —        i 

folgt;  die  Tragkraft  ist  also  4mal  so  gross,  als  wenn  die  Stützen  an 

8@Z 
den  Balkenenden  wären,  für  welchen  Fall  bekanntlich  P=  — - —  ist. 

Ir 

45.  Ein  prismatischer  Balken  von  der  Länge  l  soll  auf  seiner 
ganzen  Länge  gleichmässig  belastet  werden.  Mit  dem  einen  Ende 
ruht  er  auf  einer  Stütze  auf;  es  soll  die  Lage  der  anderen  Stütze 
so  bestimmt  werden,  dass  der  Balken  ein  Maximum  trage  und  die 
elastische  Linie  keine  Wendepunkte  habe,  also  ein  gusseiserner  Träger 
angewendet  werden  könne.  (Siehe  folgende  Figur.) 

Auflösung.  Damit  die  elastische  Linie  keine  Wendepunkte 
habe,  darf  kein  Zeichen  Wechsel  in  den  Momenten  vorkommen;  dieses 
wird  dann  der  Fall  sein,  wenn  das 
zwischen  den  Stützen  A  und  B  vorhan- 
dene grösste  Moment,  etwa  im  Punkte  C 
gleich  Null  wird.  In  Beispiel  43,  welches 
denselben  Fall,  wie  den  vorliegenden  be- 
handelt, jedoch  mit  dem  Unterschiede, 
dass  dort  nicht  verlangt  wurde,    dass  die  ^«-  ^*^- 

elastische    Linie    keine    Wendepunkte    haben    dürfe,    fanden  wir  für 
das  grösste  zwischen  den  Stützen  vorhandene  Moment:  (siehe  dort) 

Pl(l  —  2ey 
Mc=  ~-,    femer  die  Entfernung  x   des  Punktes  C 

^{l  —  ey 

linken   Balkenende :    x  =  -^r— r-    Setzt    man    Mc  =  0 ,    so   ist : 

2{l  —  e) 

Pia  —  2ey 

-—  =  0,  diese  Gleichung  nach  e  aufgelöst,  gibt : 

o{l  —  ey 

g  =  -^,  sonach  wird  x  =  - 
^  2 


vom 


('-0' 


oder  x  =  l,  d.  h.  der  Punkt  C  fallt  mit  dem  Punkte  B  zusammen. 
AUe  Momente  von  A^  bis  B  sind  negativ,  das  grösste  Moment 
findet  im  Punkte  A  statt;   für  diesen  Punkt  ist: 
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Jf^= 

Pe     e 

l   '  2 

Pe' 

~  21 

0  hat 

man 

Mj,= 

4 

"    21    ~ 

PI 

~   8  ' 

l 


nach  diesem  Momente  ist  der  Querschnitt  des  Balkens  zu  berechnen; 
man  hat  also: 

—^  z=®Z,  woraus  P=  —  — 

folgt;    die  Tragkraft   des  Balkens   ist   also   hier   ebenso   gross,   als 
wenn  beide  Stützen  an  den  Enden  stehen  würden. 

46.  Ein  prismatischer  Balken  von  der  Länge  l,  der  auf  seiner 
ganzen  Länge  gleichmässig  belastet  werden  soll,  wird  in  der  Ent- 
fernung a  von  dem  einen  Ende  unterstützt;  es  fragt  sich,  in 
welcher  Entfernung  e  vom  anderen  Ende  muss  die  zweite  Stütze 
angebracht  werden,  damit  die  elastische  Linie  keine  Wendepunkte 
habe  und  der  Balken  ein  Maximum  trage.  (Siehe  die  folgende  Figur.) 

Auflösung.   Soll  die  elastische 

1^  tff  Linie  keine  Wendepunkte  haben,  dann 

muss  das  zwischen  den  Stützen  A  und 


,      '"'"  '^^"'   \'\(;^'''^Ji     \  *  ^  auftretende  grösste  Biegungsmoment 

Y     e"""t^'cr^lJ\^ \^~'d"A  gleich   0   gesetzt   werden.    Angenom- 

^.l.__^_-^-.«.'___.^ >j  men,    im   Punkte    C   in    der   Entfer- 

jf,  I       *  nung  X  vom  linken  Ende  A^  sei  das 

"^^      "^'~ **  grösste  Biegungsmoment,  dann  ist  be- 

^^-  ^^*-  kanntlich    für    diesen   Querschnitt  in 

Fx 

C  die  Verticalkraft  V=  A —  =  0,  wenn  A  den  Stützendruck 

AI 
in  A  bedeutet.  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  x  =  — ^.  Zur  Be- 
stimmung  des   Stützendruckes  A   hat   man   für   den    Punkt  B    als 
Drehpunkt  die  Momentengleichung: 

Pa^         P  (l  —  a) 

A(l-e-a)+-^-^  =  -{l-a)^^^,  oder 

Pa^  P 

A(l  —  e-a)  +  -^=^(P—2al  +  a%  oder 

A{l  —  e  —  a)  +  -~—  =  -g ^a  +  -j^,  reducirt : 
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hieraus  ist 


.          P{l  —  2a)        ,,  ., 

A  ^  .— :; '—-,  daher  wird 

2  (l  —  e  —  o) 

£      P(l-2a)  ^^J_il-2a) 

P-  2{l  —  e  —  a)'  2(1  — e  —  a) 

Das  Maximalbiegongsmoment  Mr  den  Pankt  C  ist: 

Jfc=  ^  (a;  —  e) j—  .-^=:A{x  —  e)  — 


oder,  für  x  und  A  die  obigen  Werthe  gesetzt: 

Mo=  I^-^"^.  \J-^^^^  -  .1  -  i .  .',?  -'^,  oder 


2a)    r    Z(^-~2a)  "1 P_     r(/  — 2a)', 

_  a)  {Yi^  —  e  —  a)       ^  J       "27  '  4  (/'— 7-^' ' 

2P(^--2a)[;(;  — 2a)  — 2e(;  — e  — a)]  — P;(Z  — 2a)* 


2(/  — e 


8(/  — «  — a)' 

Führen  zur  Er 
l  —  2a  =  n 

2Pn[ln  —  2e{l  —  e  —  a)]—Pln 


setzen  wir  nun  Mc  =  0  und  führen  zur  Erleichterung  der  Rechnung 
die  Abkürzung  ein,  dass  wir  l  —  2a  =  n  setzen,  so  hat  man: 


=  0,  oder 


S(l  —  e  —  ay 
2Pn[ln  —  2e{l  —  e  —  a)]—Pln^z=e,  oder 

2Pn[ln  —  2e{l  —  e  —  a)]z=Pln\ 
beiderseits  durch  Pn  dividirt: 

2(/n  — 2ß;H-2e'  +  2ae)  =  Zn; 
die    Gleichung    nach    e    als  Unbekannte    geordnet    und    aufgelöst: 
In  —  4e^  +  4e'H-4ae  =  0,  oder 
4e«_4e(/  — a)-|-/»  =  0,  oder 

In 
^  —  e(/  —  a)-|--^-  =  0,  hieraus  folgt: 


l  —  a    ,  -xl/l  —  a  X'       in 

fSr  n  den  Werth  gesetzt: 

l  —  a    ,  -iZ/i  — « V       «('  —  2a)'      , 
*  =  -2--  +- .  V  (-2--) 4— ■  °***' 
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_  l  —  a    ,  i/P— 2ai  +  o»— P+2aJ 


^V 


2     ^V T 


oder 


l  —  ö        "1 /a'  l  —  a         a 


.^        1     _x^                l^a  +  a         l        ^  l  —  2a 

von  den  zwei  W nrzelwertnen  e^  = ^ =  -^  und  e^  =  — ^ — 

/  —  2a 
ist  offenbar  nur   der   zweite  Werth   e^  = ^ zu   gebrauchen, 

/ 
denn  für  «  =  «    ^^rde 

l{l-2a)        _l{l-2a)_ 

d.  h.  das  Maximalbiegungsmoment,  das   gleich  Null  gesetzt  wurde, 

liegt  nicht  zwischen  den  Stützen,    sondern  am  Balkenende  B^,  was 

aber  gegen  unsere  Yoraussetzung  ist,  denn  wir  gingen  davon  aus, 

dass  das   zwischen   den   Stützen   befindliche   Maximalbiegungs- 

moment  zu  Null  werden  müsse,  d.  h.  es  müsse  x>e  und  a;  <  /  —  a 

werden,  also  kann  x  nicht   gleich  l  sein ;    wir   müssen    daher    den 

/  —  2a 
Werth  e  = ^ beibehalten ;  damit  wird : 


('-'^-') 


Der  Querschnitt  des  Trägers  wird  nach  dem  Momente  M^  oder 
Mb  zu  berechnen  sein,  je  nachdem  e^a  ist,  für  «  >  a  ist  Mji  und 
für  c  <  ö  ist  Mb  zu  wählen,  weil  offenbar  im  ersten  Falle  Ma  ,  im 
zweiten  Falle  Mb  das  grösste  Moment  ist.  Man  hat  daher  zur  Quer- 
schnittsberechnung das  Moment: 


Pf__^   /^  — 2a\«_  P{l  —  2ay 

81 


^'--2r-^\—2—)- 

hieraus  ist  die  Tragkraft: 

SIM^    _    Siez 
~{l  —  2ay~(l  —  2ay'' 

stehen  die  Stützen  an  den  Enden,  so  ist  die  Tragkraft  Pt= , 

^    ^      .        8ZSZ         8©Z  l 

offenbar  ist  — ö~vr> — ; — »  ^^^^  <^ö  beiden  Brüche 


{l  —  2ay^       l      '      "     -.^  .M.x«^^  X,....«.   ^^_2^^, 
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1                                                                           l^ 
und  —   auf   gleiche    Benennung   gebracht,    gibt   — y-^^     ^^^^ 

l  eil  —  ^  d) 

— -7z-^—  und  da  1^>{1  —  2  a)*  ist,  so  ist   auch  P>  P.\   es  sei 

l{l  —  2aj» 

z.  B.  /  =  4",  a=l»,  so  ist  (_J^)=(^)=4, 

ist  also  P=4Pi,  d.  h.  die  Tragkraft  ist  viermal  so  gross,  als 
wenn  die  Stützen  an  den  Enden  stehen  würden.  Wenn  das  Mo- 
ment ^fB  zur  Querschnittsbestimmung  benutzt  wird,  so  zeigt  es  sich 
auch  hier,  dass  die  Tragkraft  grösser  ist,  als  wenn  die  Stützen  an 
den  Enden  stehen  würden. 

Es  ist  Mß  =  ~nr  =  ®  -^^    woraus    folgt :    P  = ^  — ,    ver- 

8®Z 
glichen  mit  der  Tragkraft  P^  =  — - — ,  ersieht  man  sofort  aus  den 

21  8  21^  8a» 

Brüchen  — --  und  — -,  oder  — --  und  — — -,    oder   P  und  4a*,    dass 
a»  /  a^l        .     a^l 

P>  P^^  weil  im  Allgemeinen  />2a  ist,  für  l  =  2a,  wird  P=  P^ 

l 

und  e  =  0,  für  a  =  g  wird  M^  =  Mß  und  a  ==  «  ==  -r-. 

4 

Verzichtet  man  im  vorliegenden  Beispiele  darauf,  dass  die 
elastische  Linie  keine  Wendepunkte  haben  solle  und  verlangt  man 
nur  die  Bestimmung  der  Grösse  e,  dass  der  Balken  ein  Maximum 
trage,  so  hat  man  das  Maximalbiegungsmoment  Mc  zwischen  den 
Stützen  gleich  zu  setzen  M^  oder  Mb\  die  weitere  Ausführung  dieses 
Falles  bleibe  dem  Fleisse  des  Lesers  überlassen. 

Setzt  man  Mq  =  Mq  und  macht  die  Annahmen :  Z  :^  5*",  a  =  1*", 
so  findet  man  aus  einer  quadratischen  Gleichung,  bei  der  man  den 
negativen  Wurzelwerth  zu  wählen  hat : 


_13      i/225^_13 

'~  7    -V  392  ~  7 


+ '" 


19,799  ' 


13  15  254"* 

mit  dem  Werthe  von  e  =  -^ fq  7 öq"  ^^  ~9Qf~  "^  1,099»^  findet 

man  x  =  2,5858"*. 

47.  Ein  prismatischer,  schmiedeiserner  Balken  von  quadra- 
tischem Querschnitte  mit  der  Quadratseite  s  =  100"*"*  trägt  eine 
ihn  auf  Biegung  beanspruchende  Last  mit  einer  zweifachen  Bruch- 
sicherheit; es  soll  dieser  Balken  durch  einen  anderen  schmiedeisernen 
von  kreisförmigem  Querschnitte  ersetzt  werden,  der  sechsfache  Bruch- 
sicherheit gewährt,  wie  gross  ist  der  Durchmesser  dieses  zweiten 
Balkens  zu  machen? 

Graf,  Festigkeitslehre.  17 
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Auflösung.  Das  Biegungsmoment  wird  für  beide  Balken  als 
gleich  vorausgesetzt,  da  über  die  Art  der  Belastung  und  Unter- 
stützung  des  Balkens    in  der  Aufgabe   nichts  gesagt  ist.    Für  den 

ersten    Balken    ist    das   Moment    M=  Q  Z= — - — ,    beim    zweiten 

D 

Balken  soll  die  Sicherheit  dreimal  so  gross,  d.  h.  also  die  Spannung 

dreimal  kleiner  sein,  als  im  ersten  Balken,  somit  ist  in  die  Gleichung 

® 
M=  S>Z  anstatt  @    nur  -^  zu  setzen ;  man  hat  dann : 

o 


Mz 


"32" 


© 


und  da  M-. 


s^<B 


3  ' "^~     6 

ist,   so  folgt  durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  M: 

•/3Ö    3^ 

d  =  sV-  ^^—  =  100  \'5'=  171'"'"  resultirt. 

y  0 .  71 

48.  Eine  an  einer  verticalen  Wand  befestigte,  resp.  mit  einem 
Ende  eingemauerte  gusseiserne  Lagerconsole  wird  in  einer  Ent- 
fernung 1=1^  von  dem  gefährlichen  Querschnitte 
durch  einen  Druck  F=4b0^^  auf  Biegung  bean- 
sprucht, es  sind  die  Dimensionen  des  gefährlichen 
Querschnittes  zu  berechnen.  (Siehe  die  nebenstehende 
Figur.) 

Auflösung.  Für  den  vorliegenden  Belastungs- 
fall ist  das  Moment  M  =  Fl^  da  eine  Console  als  ein 
an  einem  Ende  eingemauerter  und  an  einer  Stelle 
seiner  Länge  auf  Biegung  beanspruchter  Balken  an- 
zusehen ist.   Der  Querschnittsmodul  ist: 

6.(''?  — ä5)  +  ö,(7,|  — /,;) 


■rzf- 


c^ 


Fig.  115. 


z= 


6K 


Da  in  dieser  Gleichung  fünf  Unbekannte  vorkommen,  und  nur  ßine 
Gleichung  gegeben  ist,  so  machen  wir  folgende  Annahmen : 

b,  =  '^    Ä,  =  0,9  A. ,  6,  =  0,05  K ,  A,  =  ^, 

wir  drücken  nämlich  die  Unbekannten  bi,  6,,  Ä,,  ä,  durch  Ä,  aus 
und  erhalten  dadurch  nur  die  Unbekannte  ä,  .  Die  angegebenen  Sub- 
stitutionen ausgeführt,  erhält  man : 

K 
„       4 


j-  [ä!  -  (0,9  A.)»  -f  0,05 A.  1^(0,9  A.)«-  (-gi-)'] 


6A, 
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die  angezeigten  Operationen  verrichtet  und  reducirt,  gibt: 

Z=  0,016325  Äf. 
Ans  der  Gleichung  M=&Z=Pl^  folgt:  Z= 
man  durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  Z: 


PI 


daher   erhält 


PI 
0,016325/1?  =  -:;^,  woraus  sich  ergibt: 


.  _V        ^l _il  450.1Ö00'  _ 

'       )  0,016325  ®  ~  V  0,016325  .2  ~        '  ' 

oder   abgerundet  Äj  =  240*""* ;    hiermit   werden    die    anderen    Quer- 
schnittsdimensionen : 

b,  =  -^  =  ^=   60««,  Ä,  =  0,9 K   =  0,9  .  240   =  216-^, 

Ä,  =  Y  =  ^g-  =  120'«'»,  h,  =  0,05  K  =  0,05  .  240  =    12-«». 

49.  Durch  zwei  ineinandergreifende  gusseiserne  Zahnräder 
(Stirnräder)  wird  von  einer  Transmissionswelle,  die  w  =  40  Um- 
drehungen pro  Minute  macht,  eine  Arbeit  von  N^=20  Pferde- 
kräften auf  die  zweite  Welle  übertragen,  es  sind  die  Querschnitts- 
dimensionen eines  Zahnes  zu  berechnen;  der  Theilkreishalbmesser 
des  Rades,  das  40  Umdrehungen  macht,  ist  R  =  900~"». 

Auflösung.  Der  Zahn  eines  Stirnrades  kann  annähernd  als 
ein  stabförmiger,  prismatischer  Körper  angesehen  werden,  der  an 
dem  einen  Ende  (am  Radkranze)  eingemauert  und  in  einer  gewissen 
Entfernung  von  diesem  Ende  durch  eine  Kraft  (zwischen  den  Zähnen 
stattfindender  Druck  oder  kurz  Zahndruck)  P  auf  Biegung  bean- 
sprucht wird.  Obzwar  im  Allgemeinen  die 
Kraft  P  im  Theilkreise  des  Rjides,  also  in 
einer  gewissen  Entfernung  von  dem  freien 
Ende  des  Zahnes  denselben  angreift,  so  ist 
es  für  den  Zweck  der  Rechnung  doch  nöthig, 
den  denkbar  ungünstigsten  Fall  der  Angrififs- 
weise  der  Kraft  P  anzunehmen,  und  das 
ist  der,  dass  die  Kraft  P  am  Ende  des 
Zahnes  in  einer  Ecke  desselben  angreift. 

Die  radial  gemessene  Länge  des  Zahnes 
ABCD  (siehe  nebenstehende  Figur),  auch 
Höhe  des  Zahnes  genannt,  sei  m  n  =  y,  die 
Höhe    des   Zahnes,   auch   Zahnstärke   oder   Zahndicke   genannt,   sei 
x=:AD,  die  Breite  des  Zahnes    sei  AG  =  ^;   in  der  Ecke  bei  (' 

17* 


Fig.  116. 
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greift  die  Kraft  P  an.  Angenommen,  diese  wäre  so  gross,  dass  sie 
einen  Bruch  des  Zahnes  herbeiführen  würde,  so  könnte  dieser  Bruch 
in  irgend  einer  Linie  ÄE,  deren  Lage  vorläufig  noch  unbestimmt 
ist,  erfolgen. 

Für  die  Bruchstelle  A  E  ist  der  Hebelarm  der  Kraft  P  offenbar 
die  Senkrechte,  die  man  von  dem  Punkte  B  auf  AE  fällen  kann, 
also  die  Gerade  BF,  daher  ist  das  Moment  der  Kraft  P\ 


_  j^  ß 

oder,  da  B  F=  A  B  sin  y  und  AE= ist,  so  hat  man  : 

cosy 

^     -    -    .  ÄB.ÄDK^ 

P.ABsmy=z   ^ , 

o  cos  // 

oder  wegen  AD  =  a,  Psin  y  =  -7^ ,  woraus  P=  -^ :: 

D  cos  //  o  cos  y .  sm  y 

folgt.  Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  die  Bruchstelle  AE 
des  Zahnes  eine  solche  Lage,  d.  i.  also  der  Winkel  y  eine  solche 
Grösse  haben  wird,  dass  für  denselben  P  ein  Minimum,  oder  in  dem 
obigen  Ausdrucke  für  P  der  Nenner  6  cos  y .  sin  y,  oder  cos  y .  sin  // 
ein  Maximum  wird.  Den  ersten  Differentialquotienten  dieses  Aus- 
druckes gleich  Null  gesetzt,  gibt:  cos*  y  —  sin*  y  =  0,  woraus 
cos  1/  =  sin  y  und  daher  ^y  =  45'^  folgt;  oder  auf  elementarem 
Wege  :  Es  ist  cos  y  siny  =  * /a  sin  2  //,  der  grösste  Werth  von  sin  2  // 
ist  offenbar  =  1,  weil  der  grösste  Werth  des  Sinusses  eines  Win- 
kels überhaupt  =  1  ist,  dem  entspricht  ein  Winkel  von  2y  =  90^ 
also  «/=:45°  da  nun  cos  45  =  sin  45  ist,  so  hat  man: 

a"©      _  a'®  _  a«@ 
~  6  cos* 45  "~  ^^7  "~  ~'3'~' 

—  folgt. 

Denkt  man  sich  den  Zahndruck  P  nicht  in  der  Ecke,  sondern 
in  der  Mitte  der  Kante  BR  angreifend,  so  hat  man  zur  Querschnitts- 
berechnung des  Zahnes   die  Gleichung :   Py  =  — ^ — '    ^^®^    wenn 

3 

man,  wie  es  gewöhnlich  im  Maschinenbau  geschieht,  y  =  —  a  setzt : 

3  ®ßa* 

P.  ^  a=  — /."~ >  beiderseits  durch  ß  dividirt,  gibt: 
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^-  y  (f )  =  T'  "'"•"^^ " = ^ Vi  ( j) 

folgt;  far  -^  =  -      wird    auch    hier    a  =  l/— ^-,  wie  oben.     Ge- 
p         o  f    ® 

all 
wohnlich  wird  im  Maschinenbau  "ö"  ^=^  1~  ^^^  "^  genommen,  u.  zw. 

1«. 
für  sogenannte  Krahnräder,  das  sind  solche,  die  bis  zu  -^     Theil- 

OL  1 

kreisgeschwindigkeit  haben,  nimmt  man        =  — ,   und   für   Trieb- 

?  •* 

OL  1 

werkräder,  die  eine  grössere  Umfangsgeschwindigkeit  haben,  —  =  --. 

ß         6 

Sollen  beide  Berech nungsarten  der  Zahnstärke  a  dieselben  Werthe 

Ä 
geben,    so  muss   für   einen   beliebigen  Werth    von  -7-  nothwendiger 

P 

Weise    im   zweiten  Falle    für  @    eine    andere  Spannung    eingesetzt 

werden,  als  im  ersten  Falle;  man  hat  dann: 


woraus 


~-  =  -^-  .—,    oder   -   =  ^  .  —    und    ©,  =  3  ®  (  -,    )    folgt. 


3P 


Bei  Maschinen,  die  durch  Menschenkraft  bewegt  werden,  also 
auch  nur  mit  geringerer  Geschwindigkeit  laufen,  wie  z.  B.  bei 
Winden,  Erahnen,  nimmt  man  ß  =  4  a,  man  hat  dann : 

3©        3.3        9 

wenn  man  als  erlaubte  Faserspannung  ©  ==  3  annimmt.  Den  Werth 
©j  =        in  die  Formel  ,,a  =  3V'-;^.      *'  eingesetzt,  gibt: 

OL  ^  .     ,       ^  O/wl  ®  3  -ICLT.- 

setzt  man  —  =  b,    so    ist  ©,  =  ö  ©  .    -  =  -    =—-==1,0,    hier- 
mit  wird  a  =  3yj:j=3fj^.l  =  VP. 


von 
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■'-Hd 


Aus  der  Formel  ©^  =  3  ®  (  -,    1  ist  ersichtlich,    dass   die  in 


die  Formel    für   die  Zahnstärke  a   einzusetzende  Spannung  ©i   ab- 

oc 
hängig  ist  von  dem  Verhältnisse  -^,  Diese  Abhängigkeit  hat  folgende 

praktische  Bedeutung :  Die  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen 
eines  Zahnes  hat  nicht  blos  mit  Rücksicht  auf  seine  Festigkeit 
allein,  sondern  auch  mit  Rücksicht  auf  seine  Abnützung  und  mit 
Rücksicht  auf  den  Umstand  zu  geschehen,  dass  bei  Rädern  mit 
grösserer  Umfangsgeschwindigkeit  durch  die  zwischen  den  Zähnen 
auftretenden,  unvermeidlichen  Stösse  und  Erschütterungen  in  Folge 
der  grösseren  Geschwindigkeit  die  Zähne  stärker  beansprucht  werden, 
als  bei  langsam  gehenden  Rädern  von  demselben  Zahndrucke,  wes- 
halb der  Zahn  stärker  gemacht,  oder  die  zulässige  Spannung  kleiner 
genommen  werden  muss.  Die  Abnützung  der  Zähne  wird  um  so  grösser 
sein,  je  grösser  die  Umfangsgeschwindigkeit  der  Räder  ist;  je  grösser 

das  Verhältniss  —  gemacht  wird,  desto  mehr  wird  der  Abnützung  vor- 
a 

gebeugt,  je  breiter  die  Zähne  sind,  desto  mehr  vertheilt  sich  der  Druck, 

desto  geringer  muss  offenbar  die  Abnützung  werden;  es  erscheinen 

Ö 
daher  sowohl  die  Spannung,  als  auch  das  Verhältniss  --  als  Functionen, 

d.  h.  abhängig  von  der  Umfangsgeschwindigkeit  r  des  Rades.  Man 

©             3 
erzielt  gute  Resultate,  wenn  man  setzt :  ©^  =    — ^-  = ,  wobei  die 

Umfangsgeschwindigkeit  r  in  Metern  ausgedrückt  ist.  Setzt  man 
diesen  Werth  von  ©,    gleich  dem  oben  für  ©,    gefundenen  Werthe 

ßx         3©a  ,^ 

©,  =  -  -^  ,  so  hat  man : 

■  P 

a  ©  ß  ,  — 

3©^  =  — =r,  woraus  -^  =  3}^v»'  folgt. 

ß     ^[^  « 

3  3  — 

Die  beiden  Formeln  „©,  =  -._-  und  ^-:=3^v'-'    sind    jedoch 

Y??  a 

nur  dann  anzuwenden,  wenn  die  Umfangsgeschwindigkeit  v  grösser 
als  4"»  ist,  für  r<4  ist  die  oben  entwickelte  Formel  a  =  Y^  zu 
gebrauchen.  Im  vorliegenden  Falle  ist 

nRu  _  3,14.0.9.40  „o.gg« 
'-     30" 30  -^'7t)»  , 

somit  die  Zahnstärke  a  nach  der  Formel  a  =  ^P  zu  berechnen. 
Da  in  der  Aufgabe  der  Zahndruck  P  nicht  gegeben  ist,    so  finden 
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wir   diesen   dadurch,    dass  vir   in  der  bereits  bekannten  Gleichung 
N  =  — ,jv-  für  V  den  Werth  r  =  — ^^r —  einsetzen,   man  hat  dann : 

P.nR''u 

2250  A'_      2250.20      _ 
^-^^-V-  3Tl4To:9T4Ö"-^^^'"^' 

oder  abgerundet  P  =  400*^  folgt ;  hiermit  wird 

a  =  V^=  V4ÖÖ  ==  20'"'«  und  ß  =  6  a  =  6  .  20  =  120""'». 

2250  iV^ 

Führt  man  in  die  Gleichung  F= =; dem  Halbmesser  R 

TZ  R'^u 

in  Millimetern,  anstatt  in  Metern  ein,  so  hat  man: 

2250^  1000  .N  _  71 6560  iV^ 
"~    344"ä'»'».w    ~        Ru       ' 


gibt: 


diesen  Werth  von  P  in   die  Formel  a  =  31/ -p-  (  ^  )  eingeführt, 
^i/Tl656ÖF~T  ^1    K     ^a"\ 

OL  1 

und  im  vorliegenden  Falle,  wo  —  = -^  und    ®  =  1,5   eingesetzt 
wurde,  hat  man: 

a=846,33y-^. 

Da  man  im  Maschinenbau  die  Theilung  des  Rades  (Entfernung 
einer  Zahnmitte  von  der  Mitte  des  nächsten  Zahnes,  gemessen  auf 
dem  Theilkreise)  bei  gleichem  Material  der  Zähne  beider  Räder 
gleichsetzt  2,1  a,  so  ist  die  Anzahl  der  Zähne  Z  des  Rades  be- 
stimmt durch  die  Bedingung,  dass  das  Product  aus  der  Zähnezahl  Z 
und  der  Theilung  t  eines  Rades  gleich  sein  müsse  dem  Umfange 
des  Theilkreises. 

Es    findet    also    die    Gleichung    statt:    Zt=:2Rn,    oder    da 

2tzR 
t=:  2,1  a  gesetzt  wird,  so  muss  Z.  2,1  a  =  2nR,  oder  Z=       - 
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sein;  diese  Zahl  Z  muss  aber  offenbar  eine  ganze  Zahl  sein;  da 
nun  im  vorliegenden  Beispiele  i?  =  900*"*  gegeben  und  a  =  20** 
ohne  Rücksicht   darauf,    dass  Z  eine   ganze   Zahl    sein    müsse,   ge- 

fanden   wurde,    so   wird    auch    der   Bruch  -^- —  keine  ganze  Zahl 

lf\  OL 

liefern;  wir  finden 

2^Ä  _  2^3,U  .  900  _ 

2.1«  ~~    2/1.20       "~  '' 

es  ist  daher  diese  gemischte  Zahl  auf  eine  ganze  Zahl  abzurunden, 

4 

indem  man  den  Bruch  —  zu  einem  Ganzen  ergänzt,  oder  weglässt; 

wählen  wir  hier  Z=  134,  so  ist  noch  eine  kleine  Correctur  vor- 
zunehmen, indem  man  aus  der  Gleichung  2r^  =  2i?7C  mit  den 
Werthen  von  Z=  134  und  ^  =  2,1  a  =  2,1  .  20  =  42—,  den 
Halbmesser  i?,  oder  bei  unabänderlichem  R  den  Werth  von  t  aus 
der  angegebenen  Gleichung  sucht.  Nehmen  wir  Z=134  und  <  =  42, 
so  ergibt  sich  aus  „2r^=2i?7i'': 

^-2rt-  2.3,14  -'^■^'^'^^^     ' 

Übrigens  hat  man  es  in  seiner  Gewalt,  die  Zahnzahl  Z  so  zu  wählen, 
dass  der  Halbmesser  oder  Durchmesser  von  einer  ganzen  Zahl  mög- 
lichst wenig  abweicht;  dies  erreicht  man  häufig  dadurch,  dass  man 
den   durch  Rechnung   gefundenen  Werth   von   t   so   abändert,    dass 

—  eine  solche  ganze  Zahl  gibt,  welche  im  Durchmesser  ohne  Rest 

71 

Zt  t         2R 

enthalten  ist ;    denn  aus  der  Gleichung  B  =  -^ —  folgt :  —  =  — — ; 

2tz  71  Z 

t  2i? 

ist  z.  B.  —  =  n=i  einer  ganzen  Zahl,  so  ist  Z= ;  kann  man 

7C  n 

t  und  R  etwas  verändern,  so  kann  man  mittelst  der  letzten  Glei- 
chung Z  leicht  als  ganze  Zahl  bequem  so  bestimmen,  dass  der 
Halbmesser  R  sich  als  ganze  Zahl  mit  dem  Zirkel  abgreifen  lässt. 

t  42 

Wir    fanden    ^  =  42  ,     daher    ist    -  =  -ö-.-tt7t-  =  13,36  .  .  .  ., 

71  o,141b 

nehmen  wir  — =14  und  2R=  1820,  so  ist 
y-  2ä  _  1820 

die    Theilung    wird :    ^  =  14  .  3,14  =  43,9824 ,    oder    abgerundet 

t  44 

t  =  44*"*",  was  eine  Zahnstärke  von  (x=  -^   -  =  -^   -  =  20,95  und 

^/l         ^/l 
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abgerundet  a  =  21"*"*  gibt.  Wenn  hölzerne  Zähne  mit  gusseisernen 
zusammen  arbeiten  sollen,  so  kann  man  die  Dicke  des.  Holzzahnes 
aus  der  Eisenzahndicke,  wie  folgt,  finden : 


für  den  Gusseisenzahn  ist 


n/3P 


»       >     Holzzahn  >       olh 

aus  diesen  zwei  Gleichungen  den  Werth  von  P  bestimmt   und   die 
erhaltenen  Ausdrücke  einander  gleichgesetzt,  gibt: 


P=  -  ^ —  =  ,  woraus 


folgt.   Für  die  Spannung  @^  haben  wir  aber  den  bereits  früher  ge- 

3  @  Ä  oc 

fundenen  Werth    ©^  =  ©^  =  — -^—  =  3.3.^    zu    setzen  ;     man 

erhält  dadurch 


i  v».? 


a*         \/o^       «         1/ o    o    ^ 


2  a         1 

Setzt  man  für  Holz  ©*  =  —  ,  so  hat  man  für  -  -  =     -, 

o  p  4 


«A 


o,       -i/  8"       2,8284       ,       a*       1  ao      ,  100 

a*  =V^  =  "571962'  '^''    a;=l^.^'  '^^^'^  a,  =  1,83  a,. 

Für  -Q-  ==  — -  hat  man  : 
P  6 

,  oder   --=1/-^    =--,    also   a*  =  1,5  o^, 

a         1 

man  hat  daher  für  das  Verhältniss  --  =  — -  die   Dicke  des  Eisen- 

P  4 

a  1 

Zahnes  mit  1,83,  für  das  Verhältniss  ~     =   -      mit  1,5  zu  multi- 

^         6 

pliciren,  um  die  Dicke  des  Holzzahnes  zu  erhalten. 
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Allgemein  findet   man   die  Holzzahndicke   ans   der  Gleichung: 


«*  =  «,!' 


2 
-  einges 

3 


®j  ^  1,5  und  ©»  =  -  -  eingesetzt,  erhält  man  sogleich 


VT  W9 


oder  ajt  =  OLg  .  —  =  1,5  a^,  wie  oben. 

50.  Auf  eine  Handkurbel  von  400"""  Länge  wirkt  ein  Druck 
von  F^  =  50  ^^ ;  ein  auf  der  Kurbelwelle  aufzukeilendes  Rad  von 
Z=  20  Zähnen  soll  die  Kraft  auf  die  nächste  Welle  übertragen; 
man  fragt  nach  den  Querschnittsdimensionen  eines  Zahnes. 

Auflösung.     Die  Stärke   des  Zahnes  sei  mit  a,  seine  Breite 

2 

mit  ß,  seine  Länge  mit  y  =  -^  a   bezeichnet,    so   findet   man   aus 

3  ßa«© 

der  Festigkeitsgleichung :  P .  —  y  =  ---^  —  die  bereits  im  vorigen 

Beispiel  für  die  Zahnstärke  a  entwickelte  Formel: 


multiplicirt  man  anter   dem  Wurzelzeichen  Zähler  und  Nenner  mit 
R,  d.  i.  mit  dem  Theilkreishalbmesser  des  Zahnrades,  so  erhält  man: 


da  das  Product  PR  das  statische  Moment  der  den  Zahn  be- 
anspruchenden Kraft  P,  also  gleich  ist  dem  Producte  aus  der 
Kurbellänge  und  dem  auf  der  Kurbel  ausgeübten  Drucke,  somit 
if  =  Pi?=  Pj  i?i,  wenn  mit  P,  die  Kurbellänge  bezeichnet  wird, 
so  hat  man  für  die  Zahnstärke: 


='V^Kf> 


Bezeichnet  t    die  Theilung   des    Rades,    so    ist   aus   der   bereits   be- 

Zt 

kannten  Gleichung  „Z/=2P7c":  P=  ^     ,  diesen  Werth  von  R  in 

die  Gleichung  für  a  eingesetzt  und  quadrirt: 
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,_  9.2nM      a_ 

für  t  den  Werth   gesetzt:   t  =  2,l  <x   und   dann  beiderseits  mit   a 
multiplicirt,  gibt: 

18r.M      a     ,. 


®z  •  ß 


a  a  1 

im  vorliegenden  Falle  gelte  -r-  für   ein  Krahnrad,  daher  — -  =  — r- 

P  P  4 

und  die  Spannung  @  ist  nach  der  im  vorigen  Beispiel  entwickelten 

Gleichung  ®i=3.©.-ö-  =  3.3.-7-  =  -7-,  diese  Werthe :  —  =    -, 
p  4  4  p        4 

9 
®  =  -j-,  sowie  i¥=  400.50  und  Z  =  20  eingesetzt,  gibt: 


-»vf; 


400     1  _  Q-i7  lOOÖ  _ 


4  -"^y    9 


14,42" 


hiermit  wird  die  Theilung  (vorläufig) 

( =  2,1  a  =  2,1  .  14,42  =  30,282'"". 
Runden  wir  diese  Zahl  so  ab,  das»  sie  durch  %  theilbar   wird,    so 

t         31.4 
hat  man  z.  B.     -  =  v'fT  =^  1^'  somit  wird  der  Halbmesser 
71         o,14 

endlich  wird  die  corrigirte  Zahnstärke: 

(x  =  ^  =  ^'^  =  lb^  und  [i==4a  =  4.  15  =  60~« 
2,1         2,1 

51.  Durch  zwei  ineinandergreifende  Zahnräder  wird  von  einer 
Transmissionswelle  auf  eine  zweite  eine  mechanische  Arbeit  von 
JV"=30  Pferdekräften  übertragen,  das  kleinere  Rad  soll  Z=60  Zähne 
erhalten  und  u  =  96  Umdrehungen  pro  Minute  machen.  Man  fragt 
nach  den  Querschnittsdimensionen  eines  Zahnes. 

Auflösung.  In  Beispiel  49  haben  wir  für  die  Zahnstärke  a 
die  Formel  entwickelt: 


«  =  ^M»VZ*F 
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da  aber  hier  nicht  der  Halbmesser  R^  sondern  die  Zahnzahl  Z  des 
Rades    gegeben   ist.    so  fuhren   wir   in  die   Formel    für  a    den  aus 

Zt 

der  Gleichung  2nR=  Zt   resultirenden  Werth    von  R=       -  ein, 

man  erhält  dadurch : 


271 


v 


für  t  den  Werth  gesetzt:  t  =  2,lx  und  beiderseits  qnadrirt,  gibt: 

beiderseits  mit  a  multiplicirt : 

..  =  ,2539)..  jUf^d),  oder 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  die  in  Beispiel  49  angegebenen 

3      a  1 

Werthe  von  ©  =  -7—,  —  =  —7:-,  sowie  für  N,  Z  und  u  die  Zahlen- 

werthe  ein,  so  erhält  man : 


»  /  o7v — 1 —  «/ 


268  \/      -"-"-r-g-y^^^esf^^-, 


,-i  7        30 1 

'V60.96.-^'3V 


V 

2^1  _  22.;. 
12    -''^" 


Die  Theilung  <  des  Rades  wird: 

t  =  2,la  =  2,1  .  22^3  =  46,9  und  abgerundet  t  =  47««. 
Der  Halbmesser  des  Rades  wird 

R—   ^{.—  ^^     — ^    —-^0    15  — 4o0'-- 
271-2    -314— ^^10-400      , 

hiermit  wird  die  Umfangsgeschwindigkeit  im  Theilkreise 

_  nüu  _  3,14  .  0,45  •  96  _ 
'-    30' -~    "30     ~    -4,5^™, 
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daher  -^  =3^1v  =  3^JA~62  =  6ßlS,  somit  die  Zahnbreite 

[J  =  6,38a  =  6  38.22,83, 

oder  abgerundet  ß  =  143'"*'*. 

52.  Ein  Zahnrad  vom  Halbmesser  Ä  =  500**""  soll  bei  u  =  60  Um- 
drehungen pro  Minute  N  =  20  Pferdekräfte  übertragen ;  welche 
Querschnittsdimensionen  bekommen  die  Arme  an  der  Nabe,  wenn 
ihre  Anzahl  =  6  ist ;  der  Querschnitt  eines  Armes  sei  ein  Rechteck 

von  der  Höhe  h  und  der  Breite  ^  =  -^. 

D 

Auflösung.    Der  Arm    eines  Zahnrades    wird    durch   den   im 

Theilkreis    wirkenden  Zahndruck    F   auf  Biegung    beansprucht;    er 

ist  als  ein  stabförmiger  Körper  anzusehen,  der  an  dem  einen  Ende 

(an  der  Nabe)  befestigt  (eingemauert)  und  am  anderen,  frei  gedachten 

Ende    (am   Kranze)    durch    die   Kraft   P  auf  Biegung    beansprucht 

wird ;  auch  setzen  wir  voraus,  dass  der  Querschnitt  des  Armes  auf 

seiner   ganzen  Länge    constant    ist.     Obzwar    die  Länge    des  Armes 

um    den  Halbmesser    der  Radnabe    kleiner   ist,    als    der  Theilkreis- 

halbmesser    des    Rades,    so    setzen    wir    doch    der   Einfachheit    der 

PR 
Rechnung  wegen  das  den  Arm  biegende  Moment:  M= — — ,  wenn 

I 

I  die  Anzahl  der  Arme  ist.  Aus  den  Gleichungen 

folgt  die  durch  das  Rad  übertragene  Kraft  (Zahndruck): 

30.75.V_    30.J5.20 
TzRu  3,i4.0;5.60  '      ' 

Das  Biegangsrooment  wird : 

Af=i'^  =  iII^V^  =  39808,33; 

hh^  h  SÄ* 

da  aber  Jlf=®j^=®.--        und  wegen   h  = -^,  3/==  -^-   ist, 

so  folgt: 

h        H4  2 
hiermit  wird  b=..-  =  -J-=  16,84  und  abgerundet  h  =  17*"*". 

O  O 

Will  man  jedoch  die  Dimensionen  b  und  h  genauer  berechnen,  d.  h. 
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den  Umstand  berücksichtigen,  dass  der  Arm  in  Wirklichkeit  an 
seinen  beiden  Enden  befestigt  ist,  so  bediene  man  sich  zur  Berech- 
nung des  grössten,  den  Arm  biegenden  Momentes  der  von  Grashof 
entwickelten  Formel : 

^_P(r  —  a)     2l  +  3a 
^    ~        ~z         '  3/  +  6a  ' 

hierin  bedeuten :  r  den  Theilkreishalbmesser  des  Rades,  z  die  Arm- 
zahl, l  die  Länge  eines  Armes,  a  den  Halbmesser  der  Radnabe. 
Nach  dieser  Formel  die  Querschnittsdimensionen  des  Armes  be- 
rechnet, würde  man  erhalten : 


-W-^'- 


^    Fjr  +  a)    2/ 4- 3a 


,,  „„..-  ,,  z        ■  3/+6a 

seien  im  vorliegenden  Falle: 

a  =  82'»»',  l  =  378""",  r  =  500"'",  so  ist 


.=f^ 


^       ,,„„.20521 

h=\ g--  -  =  67,0.. 


£»0 

und  abgerundet  h  =  ßS*""*,  somit  die  Dicke  b  =  -^  =  13,6"^. 

o 

Setzt  man  jedoch,  was  häufig  geschieht,  in  die  letzte  Formel 
für  h  als  zulässige  Spannung  ©  nicht  2,  sondern  unter  Berück- 
sichtigung des  ümstandes,  dass  der  Druck  P  nicht  immer  gleich- 
massig  auf  alle  Arme  vertheilt  ist,  ®  =  1,  so  erhält  man  h  =  85,68*^", 
also  einen  nahezu  gleichen  Werth,  wie  wir  ihn  nach  der  ersten 
Berechnungsart  gefunden  haben. 

53.  Eine  Riemscheibe,  deren  Halbmesser  It  =  400"*"*  beträgt, 
macht  pro  Minute  u  =  60  Umdrehungen  und  überträgt  jV=  12  Pferde- 
kräfte. Welche  Querschnittsdimensionen  bekommen  die  Arme,  wenn 
deren  Zahl  =  4  ist  und  die  Querschnittsform  eine  Ellipse  mit  den 

Halbaxen  —  und  —  sein  soll. 

Pv  TzRu 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  „iV=-— undp=    ^^  '' 

folgt  die  durch  die  Riemscheibe  übertragene  Kraft: 

^      30.75iY  30.75.12 


TZ  Eu  344.400.60 


358^. 


Nach  der  Erklärung  in  Beispiel  52  ist  das  einen  Arm  biegende 

Moment  —- = ^ =  35800;     der   Querschnittsmodul    ist : 

4  4 
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^-32*'^=32-2'^=-6T' 
man  erhält  daher  aus  der  Gleichung 

"~4~~     64  ~* 
die  grosse  Axe  der  Ellipse: 

358".  4(W 
2.  3,14 
und  abgerundet  h  =  12'^,  hiermit  wird 

6  =  |  =  I-  =  36-». 

54.  Welche  Last  kann  eine  Console  aus  Sandstein  an  ihrem 
äusseren  Ende  tragen,  wenn  das  eigene  Gewicht  berücksichtigt 
werden  soll,  der  Querschnitt  an  der  Ein- 
mauerungsstelle  ein  Rechteck  von  250'*"* 
Breite  und  500"^  Höhe,  der  verticale 
Längenschnitt  der  Console  von  einer 
Parabel  begrenzt  ist  und  die  freie  Länge 
des  Trägers  /  =  1«  beträgt.  (Siehe  die 
nebenstehende  Figur.) 

Auflösung.     Die    hier    anzuwen- 
dende Festigkeitsformel  ist: 

o 

in  welcher  Gleichung  v  die  Entfernung  des  Schwerpunkte  s  der  Console 
von  der  Einmauerungss teile  bedeutet. 

Nach  der  Schwerpunktslehre  ist 

t?=J/=|-.  1000  =  400-'". 
5         o 

Zur  Berechnung  des  Consolegewichtes  betrachte  man  den  Stein 
als  einen  prismatischen  Körper,  dessen  Querschnittsfläche  die  Pa- 
rabelfläche und  dessen  Seitenkantenlänge  die  Breite  des  Steines  ist. 
Die  Fläche  des  von  der  Parabel  begrenzten  verticalen  Längenschnittes 

2 

ist  bekanntlich /=-^Ä/,  nimmt  man    die  Dichte   des  Steines   mit 

2  an,  so  ist  das  Gewicht  desselben: 

(?=?  .5.10.2,5.2.1  =  166^^. 
o 


Fig.  117. 
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Obige  Festigkeitsgleichung  nach  P  als  Unbekannte  aufgelöst,  gibt: 
\l,hh*&  —  Gr  _  Ve  .  25Q(5QQ)V0>12  — 166  .  400^ 

P=  1 183,6  *ir. 


55.  Eine  Eisenbahnschiene  von  130,8"*"*  Höhe  und  0,75**  Länge 
ist  an  einem  Ende  eingemauert  und  am  anderen  Ende  frei,  welche 
Last  trägt  die  Schiene  am  freien  Ende  mit  Sicherheit? 

Auflösung.  Der  Querschnittsmodul  einer  Eisenbahnschiene 
von  131*""*  Höhe  ist*)  Z=z  140,4,  bezogen  auf  Centimeter,  daher 
erhält  man  aus  der  Gleichung  Fl  =  ®Z: 

l  75 

56.  Ein  schmiedeisemer  Balken,  der  an  einem  Ende  einge- 
mauert und  am  anderen  freien  Ende  mit  P=500^^,  sowie  auf 
seiner  ganzen  freien  Länge  von  /=1.5*",  mit  6^  =  680^^'  gleich- 
massig  belastet  ist,  soll  durch  Eisenbahnschienen  von  105"*"*  Höhe 
ersetzt  werden;  wie  viel  solcher  Eisenbahnschienen,  die  horizontal 
nebeneinander  gelegt  und  entsprechend  miteinander  verbunden 
werden,  braucht  man? 

Auflösung.    Der  Querschnittsmodul  des  ganzen  Trägers  ist: 

Z=    -=    -^— ,  oder 
500.150  +  ^^1^ 

der  Querschnittsmodul  einer  Eisenbahnschiene  von  105"*"*  Höhe  ist 

laut  Profiltafel  der  „Hütte"  Z=90,  daher  die  Anzahl  der  nöthigen 

Eisenbahnschienen : 

180       - 
X  =    -   -  =  2. 
90 

57.  Ein  schmiedeiserner  T- Träger  liegt  mit  seinen  beiden  Enden 
frei  auf  zwei  Stützen  auf,  auf  seiner  ganzen  freien  Lange  von 
^  =  4,3"*  ist  er  gleichmässig  mit  P=5700*'^  belastet,  welches 
Profil  laut  I- Eisen-Tabelle  (siehe  Schluss  dieses  Abschnittes)  erhält 
der  Träger? 


♦)  Siehe  die  Tafel    der  Querschnittsmodali  (Widerstandsmomente)  in 
dem  Formelbuche  ,,Hütte''. 
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Auflösung.  Der  erforderliche  Querschnittsmodul  ist 
PI         5700  .  430 


^-se"- 


8.700 


=  437,5, 


diesem  Werthe  genügt  das  Profil  Nr.  28  und  der  Querschnitt  (siehe 
die  folgende  Figur)   erhält  folgende  Dimensionen: 


h  =  260'«»», 
d=    12  ^V"^ 
h=    97»  4«»'», 
tz=z    15'«"'. 

Fig.  113. 

58.  Ein  an  beiden  Enden  frei  aufliegender  schmiedeiserner  Träger  . 
hat  eine  gleichmässige  Belastung  von  P=  12000*^  auf  seiner  ganzen 
freien  Länge,    Z  =  2"»,   zu  tragen ;    wie  viel  Eisenbahnschienen  von 
ä  130,8'"'"  Höhe  können  diesen  Träger  ersetzen? 

Auflösung.  Der  erforderliche  Querschnittsmodul  ist: 

PI 


Z  = 


8® 


12000  .  200        .  ^^  ^ 


der  Querschnittsmodul  der  Eisenbahnschiene  von  130,8"**"  Höhe  ist 
140,4,  somit  ist  die  erforderliche  Anzahl  Eisenbahnschienen: 


428,6 
140,4 


=  abgerundet  3 ; 


würden  aber  die  Stutzen  um  ein  Stück  e  =  0^"*  von  den  Enden 
entfernt,  nach  innen  angeordnet,  so  werden  nicht  mehr  drei  neben- 
einander anzuordnende  Eisenbahnschienen,  sondern  weniger  noth- 
wendig  sein,  weil  der  Querschnittsmodul  kleiner  wird.  Um  die  Grösse 
des  letzteren  zu  bestimmen,  muss  man  erst  untersuchen,  ob  e  gleich, 
kleiner  oder  grösser  ist,  als  0,207/  (siehe  Beispiel  41);  da  nun 
0,207 1  =  0,207  .  2  =  0,414"*  ist,  also  e  =  0,3  <  0,414,  so  hat 
man  nach  den  in  Beispiel  41    gegebenen  Erklärungen   das  Moment 

3f= — ^—^ zu    setzen;    da   aber -•=^Z  ist,    so 


8 
folgt  der  Querschnittsmodul: 


8 


Z  = 


P{1  —  4e)        12000  (200  —  4  .  30) 


8© 

Graf,  Festigkeitalehre. 


8.700 


=  171,4, 

18 
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wofür  zwei  Eisenbahnschienen  von  k  105"*"  Höhe,  von  denen  jede 
einen  Qnerschnittsmodnl  von  90  hat,  genügen  würden.  Wäre  z.  B. 
zufällig  6  =  0,207/ =  0,207.  2,  oder  e  =  0,414»,  dann  ist  nach 
Beispiel  41  der  Querschnittsmodul 


Zz= 


0,0214  PI        0,0214  .  12000  .  200 


© 


700 


73,4, 


wofür  offenbar  eine  einzige  Eisenbahnschiene  von  lOÖ*^"  Höhe  ge- 
nügen würde,  da  der  Querschnittsmodul  der  letzteren  schon  90 
beträgt. 

59.  Zwei  übereinander  liegende  Balken,  von  denen  jeder  einen 
rechteckigen  Querschnitt  mit  den  Dimensionen  b  und  h  hat  und  in 
gleichen  Abständen  durch  Bolzen  und  eingelegte  Querstücke  mit 
einander  fest  verbunden  sind,  liegen  mit  ihren  Enden  frei  auf  und 
haben  in  der  Mitte  der  Länge  eine  Last  P  zu  tragen  (siehe  die 
folgende  Figur);  die  freie  Länge  der  Balken  sei  l;  es  fragt  sich, 
wie  gross  ist  die  verticale  Entfernung  x  der  beiden  Balken  zu 
machen,  damit  die  Tragkraft  des  Doppelbalkens  n-mal  grösser  werde, 
als  die  Tragkraft  der  beiden  unmittelbar  aufeinander  liegenden 
Balken? 


Fig.  119. 

Auflösung.  Würden  die  beiden  Balken  unmittelbar  aufein- 
ander liegen  und  mit  einander  fest  verbunden  sein,  so  wäre  die  Trag- 
kraft P^  des  zusapimengesetzten  Balkens  ebenso  gross,  wie  beim 
einfachen  Balken  von  der  Höhe  2  h,  u.  zw. :  Für  den  vorliegenden 
Belastungs-  und  Unterstützungsfall  ist  aus  der  Festigkeitsgleichung 

,r\^  =  ^bi2hy®  =  ^bh'B^\    die    Tragkraft    P,  = -§^!® . 

Befinden  sich  aber  die  beiden  Balken  in  der  Entfernung  x  von 
einander,  so  ist  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes: 


J=j^b{x+2hy 


12 


oder 


J=j2[i^  +  ^^r-^'']i 
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die  innerhalb   der  Klammer    angezeigte  Operation   verrichtet,    dann 
reducirt  und  2h  herausgehoben,  gibt: 

Die  Entfernung  c  der  äussersten  Faserschichte  von  der  neutralen 
Faserschichte  ist  c  = ^ ;  daher  der  Querschnittsmodul 

T       ^(Sx'+Ghx  +  Ah*^ 
Zz=  —  = _— ,  oder 

C  JC  +  2Ä 


PI 
diesen  Werth  von  Z  in  die  Gleichung  -j-  =  @Z  eingesetzt,  gibt : 

P[  _  ^  /•3a;'  +  6Aa:  +  4A'X 
4  "~~3"V  x  +  2h  /     ' 

hieraus  ist  die  Tragkraft 

Ahb(B  /3x^  +  6hx  +  4:h^^ 
~3l 


b(B  /'3a;«  +  6Äa:  +  4Ä»X 


der  Aufgabe   gemäss  soll  dieser  Werth   von  P  n-mal   grösser   sein, 

P 

als  der  obige  Werth  Pj ,  daher  findet  die  Gleichung  statt ;  —  =  n, 

Pi 

oder  für  P  und  Pj   die  Werthe  gesetzt: 

4Äft@  /3a;>+67ta;  +  4Ä»X  3/ 


31 

3x*+6hx  +  ih^ 


n: 


2h(x  +  2h) 

diese  Gleichung  ist  nach  x  aufzulösen ;  ordnet  man  dieselbe,  so  er- 
hält man: 

3x^+6hx  +  4:h^=2hnx'i-4:nh^,  oder 

3x*+x{6h  —  2nh)  =  4:nh^—ih\  oder  /-^ 

a;*  H ^—  (3  —  »)  =  -V,  -  (^*  —  1)»  hieraus  ist : 


-   +  y      9       H        3-     5 


Ä(3- 

— 3—    -y       9        "^        3" 

18* 
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hier  kann   offenbar   nur   das   positive  Vorzeichen   der  Wurzelgrösse 
benützt  werden;    angenommen,  es  werde  verlangt,   die  Tragkraft  P 

P 
soll  dreimal  so  gross  sein,  als  Pj,  also  —-  =  3,    oder   n  =  3,    so 

Pi 
hat  man,  wenn  man  noch  h  =  100*"*"  annimmt, 

100(3-3)      -.fäÖÖ)'"(3-3r    ,    4(100)'(3-iy  ^^,. 
X—  g  y-  y  g  H  g  ,  Oder 


:=V? 


»f»  =168,49- 


wenn  man  daher  die  zwei  Balken  in  dieser  Entfernung  ir=163,5'"*" 
von  einander  durch  eingelegte  Querstücke  und  Schraubenbolzen  fest 
mit  einander  verbindet,  so  ist  die  Tragkraft  P.  dieses  zusammen- 
gesetzten Balkens: 

ö  t  l 

Es  sei  z.  B.  6  =  50"»*",  ä  =  100*"'",  1  =  2*^,  so  ist,  wenn 
wir  Holzbalken  voraussetzen  und  die  erlaubte  Belastung  pro  Quadrat- 
millimeter Querschnitt  mit  ®  =  0,5*^  nehmen,  die  Tragkraft  des 
zusammengesetzten  Balkens : 

^_  8^(100^,0^  _ 

2000  ' 

während  die  Tragkraft  der  beiden  unmittelbar  übereinander  liegen- 
den   Balken    nur    -^  =  — ^ —  =  333  Vs  ^^   ist.     Den    Werth    von 

P=  1000  würde  man  natürlich  auch  erhalten,  wenn  man  in  die 
für  die  vergrösserte  Tragkraft  des  zusammengesetzten  Balkens  oben 
entwickelte  Formel 

"  3T     V  x  +  2h  J 

die  Zahlenwerthe  einsetzen  und  P  ausrechnen  würde. 

Mittelst  der  letzten  Gleichung  kann  man  auch  die  Frage  be- 
antworten :  Wie  gross  sind  die  Querschnittsdimensionen  b  und  h  von 
einem  der  Balken  zu  machen,  die  zusammen  den  zusammengesetzten 
Balken  ausmachen,  wenn  die  Entfernung  x,  die  Länge  l  und  P  ge- 
geben sind. 

Setzen  wir  allgemein  h  =  ah  in  die  letzte  Gleichung  ein,  so 
erhält  man : 

4a/>«e   /■3r>-h6a&j:  +  4aV;«>w 
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diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  b  geordnet,  gibt: 

Slx P+  6  ablP=l2  xb'<Bx'  +  24:a*b'xB  +  I6a»6*©,  oder 

offenbar  eine  unreine  Gleichung  vierten  Grades,  deren  Auflösung 
man  wie  folgt  umgehen  kann:    Setzt  man  in  der  Gleichung 

8    hh^e 

3'       l      ' 

(welche,  wie  wir  wissen,  dem  Fall  entspricht,  dass  beide  Balken 
unmittelbar  aufeinander  liegen)  h=zxh  und  berechnet  6,  so  erhält 
man  aus : 

^,       8      &.a>i«©         8&»a«S      ,      -xl  HP 

-r  =  —  j.  —  1. 


3  ■  /  3Z 


angenommen,  es  seien  gegeben:  /  =  2'",  P^SOOO**,  a  =  2, 
S  =  0,5,  so  ist 

,      1/3. 2000.8000"       ,,^„. 

'=r  8:47o;5-=i^^ 

und  daher  Ä  =  2  .  145  =  290*"*";  diese  Dimensionen  gelten,  wenn 
die  beiden  Holzbalken  unmittelbar  übereinander  liegen;  sollen  sich 
dieselben  aber  in  der  Entfernung  x  von  einander  befinden,  so  können 
offenbar  die  Dimensionen  h  und  h  kleiner  sein;  machen  wir  z.  B. 
die  Annahme :  h  =  220*"'",  x  =  160"**",  setzen  diese  Werthe,  sowie 
die  früheren,  P=8000,  ^  =  2000,  ®  ==  0,5  in  die  Gleichung 


"~     '3T     V  X'\-2h  / 


oder 


ein,  und  rechnen  h  aus,  so  erhält  man: 

ilP{x  +  2h) 

~   4Ä©(3a;*+6;»a;  +  4Ä«y' 

h  =  3  .  2000  .  8000  (160  +  2  .  220) ^  ^^^  g^ 

4 .  220 . 0,5  [3 .  160  (160  +  2 .  220)  +  4  (;220)»] 

h        220        55 
oder    abgerundet    &=136'"'«;    das  Verhältniss    --  =  -^  =  -^ 

kann  im  vorliegenden . Falle  als  passend  angesehen  werden;  würde 
man  ein  anderes  Verhältniss  zwischen  h  und  h  wünschen,  so  muss 
man  für  h  einen  anderen  Werth,  als  den  obigen  h  =  220,  probe- 
weise annehmen  und  h   wiederholt   ausrechnen.     Kommt    es   jedoch 
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nicht  darauf  an,  dass  zwischen  den  Grössen  h  und  b  ein  gewisses 
Verhältniss,  wenn  auch  nur  angenähert,  eingehalten  werde,  so  setze 
man  in  der  ursprünglichen  Gleichung 

X'^2h  =  H  und  erhält 

PI  _  ®b{H^—x') 
4    ~  6H         ' 

nimmt  man  in  dieser  Gleichung  zwischen  b  und  H  ein  Verhältniss 
an,  z.  B.  b  =  aH,  und  rechnet  H  aus,  so  erhält  man: 

— .-  =  —^r-  (H^  —  xn,  woraus  H=V  . \- x^ 

4  b  f4@a 

folgt,  setzen  wir  die  Zahlenwerthe  P=8000,  x=  IGO"*»,  ^==2000, 
(2  =  0,5,  OL  =  0,2  ein,  so  ist 

„     -iTe  .  8000  .  2ÖÖÖ        ~7~       ^^. 

und  hiermit  die  Breite  6  =  0,2  .  625  =  125"**",  die  Höhe  h  eines 
einzelnen  Balkens  wird: 

.  60.  Zwei  prismatische,  stabförmige  Körper  von  gleichen  Längen 
und  einander  gleichen,  sonst  jedoch  beliebigen  Querschnitten  sind 
mit  einander  zu  einem  Doppelbalken  fest  verbunden,  der  bei  einer 
bestimmten  Belastungs-  und  Unterstützungsweise  die  Tragkraft  P^ 
habe;  man  fragt,  wie  gross  ist  die  Entfernung  x  zu  machen,  um 
welche  die  beiden  Balken  in  verticaler  Richtung  auseinander  zu  rücken 
und  durch  eingelegte  Querstücke  und  Bolzen  (ähnlich  wie  im  vori- 
gen Beispiele)  fest  zu  verbinden  sind,  damit  die  Tragkraft  des 
-y-  neuen  Balkens  bei  derselben  Belastungs-  und 
_!Ä»^  Unterstützungsweise  wie  bei  dem  ersteren  Balken 
J-^  n-mal  grösser  werde,  als  bei  den  alten  Balken. 
^  (Siehe  nebenstehende  Figur.) 

^^  Auflösung.  Wir  setzen  als  bekannt  voraus: 


JÄ         Den  Flächeninhalt  /  des  Querschnittes   eines   der 

.A-.WBB.-i—       beiden  Balken,  das  Trägheitsmoment  i  dieses  Quer- 

Pig.  120.  Schnittes,    bezogen    auf  seine  horizontale  Schwer- 

axe,  die  Höhe  h  des  Querschnittes,  die  Entfernung  c  der  Schweraxe 
desselben  von  einer  der  äussersten,  z.  B.  unteren  Faserschichte.  Für 
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die  beiden  unmittelbar  aufeinander  liegenden  Balken  ist  das  Träg- 
heitsmoment des  zusammengesetzten  Balkens  J^  =  2  (/ +/c*); 
werden  die  zwei  Balken  um  die  Entfernung  x  in  verticaler  Richtung 
auseinander  gerückt,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dieses  zusammen- 
gesetzten Balkens 


J=2[i+f(c  +  ffy, 


im   ersteren    Falle    hat    man    für    eine   beliebige   Belastungs-   und 
ünterstützungsweise  das  Maximalbiegungsmoment 


im  letzteren  Falle  ist  unter  der  Voraussetzung  desselben  Balken- 
materials, der  gleichen  Art  der  Belastung  und  Unterstützung,  wie 
im  ersten  Falle,  die  Tragkraft,  also  auch  das  Maximalbiegungs- 
moment M  des  zusammengesetzten  Balkens  ^i-mal  grösser,  als  im 
ersten  Falle.  Man  hat 

da  die  Grössen  M  und  M^   den '  Tragkräften  P  und  P^   direct  pro- 

M 
portional  sind,  so  ist  — —  =  «,  oder  für  M und  M^  die  Werthe  gesetzt: 


(?i  c,  Ci  Ji 

für  c, ,  c, ,  J  und  J^   die  Werthe  gesetzt : 


c,  =  Ä,  c.  =  Ä  +  2 ,  J=  2  [»•  +/(c  +  0'],  J,  =  2  (.•  +/C'), 
so  erhält  man: 

'['•+<''+f» 

(»+;)(.+/o')2 

diese  Gleichung  ist  nach  x  aufzulösen. 

Die  angezeigten  Operationen  verrichtet : 

h\i+f(c*  +  cx  +  ^yj 
^  =  »,  oder 


(»+!)(' +A') 
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h  (/  +/C'  +/car  +  ^)  =  (ä  +  0  Q  +/c')  «, 

die  Klammem  aufgelöst  und  geordnet: 

a:*/i/+a?(4Ä/c  — 2/«— 2/c»«)=4Aiw  +  4/c«Än  — 4ä/— 4ä/c», 

oder 

^       a?[2/c(2;^  — c/Q  — 2/;^]  _  4 /t/g«  (^^  —  1)  +  4.ih  (n  —  1) 

"^    +  hf  -  J}^  ' 

oder 

,       a?[2/c(2;^  — cn)  — 2t;^]  _  4  (n  —  1)  (/c«  -f-  *) 

^  +  Yh  -  7  ' 

hieraus  ist : 

fc  {2  h  —  c  n)  —  « t 


x  = 


fh 


^^fc^c^-nrj_ 


4(n-l)(/c'  +  ») 


/ 

Hier  ist  nur  das  positive  Vorzeichen  des  Wurzelausdruckes  zu 
gebrauchen.  Setzt  man  in  diese  Formel  für  *,  /  und  c  die  einem 
rechteckigen  Querschnitte  entsprechenden  Werthe  ein,  nämlich : 

/=6Ä,  c=2-,  .  =  32", 

SO  erhält  man  offenbar  den  im  vorigen  Beispiel  entwickelten  Werth 
von  X  für  den  speciellen  Fall,  dass  beide  Balken  rechteckige  Quer- 
schnitte haben. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  der  Querschnitt  der  beiden  zu  verbin- 
denden Balken  sei  der  einer  Eisenbahnschiene  von  einer  sehr  häufig 
gebrauchten  Profilform,  deren  Höhe  h  =  130*""*,  deren  Trägheits- 
moment 1  =  919  (auf  Centimeter  bezogen)  und  deren  Flächeninhalt 
/=  42,75^*  ist,  die  Entfernung  c  des  Schwerpunktes  von  der  Basis- 
kante der  Schiene  ist  c  =  6,5*^"*;  setzen  wir  diese  Werthe  in  obige 
Gleichung  für  x  ein,  so  erhält  man  nach  einer  kleinen  vorherigen 
Umformung  des  rechten  Theiles: 

2  .  42,75  .  6,5  .  13  —  «  U^o.by  ,  42,75  +  919] 

'^    —  42,75.13  ^ 

2  .  42,75  .  6,5  .  13  —  «  [(6,5)' .  42,75  +  919]  1'" 
42X5  rT3  J  "•" 


14  r42,75(6,5)>  + 91911 

i^^ — r2-j5 -'/(«-IX  od- 
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7224,75  —  2725,19»  , 
555,57 

.  ^  //  7224,75  -  2725,19  n  ^ '  ,  ~,        ~ 
+  V( 555:57 )   +255(n_l); 

setzt  man  z.  B.  n  =  5  und  «  =  3,  so  erhält  man  x  =  45,4*^"*  und 
X  =  29,9^" ;  soll  also  die  Tragkraft  des  aus  zwei  Eisenbahnschienen 
gebildeten,  zusammengesetzten  Balkens  dreimal,  resp.  fünfmal  ver- 
grössert  werden,  so  sind  die  Schienen  um  29,9^"»,  beziehungsweise 
um  45,4'^'"  in  verticaler  Richtung  auseinander  zu  rücken  und  an 
mehreren  Stelle  ihrer  Länge  fest  mit  einander  zu  verbinden. 

Nun  kann  man  noch  die  Frage  auf  werfen,  in  welchen  Ent- 
fernungen von  einander  sind  die  Verbindungsstücke  zwischen  den 
beiden  Schienen  anzubringen?  Heisse  diese  Entfernung  l,  so  wird 
die  Berechnung  derselben  abhängig  sein  von  der  Art  der  Belastung. 
Greift  die  Last  den  zusammengesetzten  Balken  an  einem  einzigen 
Punkte  an,  z.  B.  in  der  Mitte  seiner  Länge,  so  ist  das  Balken- 
stück zwischen  jenen  zwei  Verbindungsstücken,  zwischen  welchen 
die  Last  angreift,  als  ein  auf  zwei  Stützen  ruhender  Balken  vom 
Querschnitte  /^  (dessen  Höhe  =  h  ist)  anzusehen  und  muss  in  diesem 

PI 
Falle  die  Entfernung  l  aus  der  Festigkeitsgleichung  -^  =  ©  Z  be- 
rechnet werden,  in  welcher  Gleichung  Z  den  Querschnittsmodul 
einer  Schiene,  bezogen  auf  ihre  horizontale  Schweraxe  bezeichnet. 
Ist  aber  der  an  seinen  Enden  unterstützte  zusammengesetzte  Balken 
auf  seiner  ganzen  Länge  gleichmässig  belastet  und  wendet  man 
ausser  den  zwei  Endverbindungsstücken  noch  n  —  1  Zwischenstützen 
in  gleichen  Entfernungen  von  einander  zur  Verbindung  der  beiden 
Balken  an,  so  theilt  man  dadurch  die  ganze  Länge  L  in  n  gleiche 

Theile ;    es  heisse   ein  solcher  Theil  l,    so  ist  1  =  —  und   der   auf 

jedes  Balkenstück   von   der  Länge  /   entfallende  Belastungstheil   ist 

P 
daher  auch  — ,  wenn  P  die  ganze  gleichmässige  Belastung  bedeutet. 

Die  Endstücke  des  Balkens,  links  und  rechts,  von  den  Längen  l  und  l 
sind  al^  Balken  anzusehen,  die  an  einem  Ende  eingemauert  und  am 
anderen  Ende  unterstützt  sind;  die  anderen  Balkentheile  sind  so 
anzusehen,  als  ob  sie  mit  ihren  beiden  Enden  eingemauert  wären. 
Für  die  beiden  Endstücke  des  Balkens  gilt  die  Festigkeitsgleichung: 

Lp  Ip 

-— —  .  /  =  @  Z,  für  die  übrigen  Balkenstücke  ^r^  .  /  =  ©  Z; 
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da  nach  der  erster en  Gleichung  /  kleiner  ausfallt,  so  wird  man, 
wenn  die  Entfernungen  {  auf  der  ganzen  Länge  gleich  gross  an- 
geordnet werden,  l  aus  den  Gleichungen 

^'  -^  ^     irr  ,       ,  -^ 

-pr-  .  —  =  @  Z  und  l  =  — 
ö       n  n 

berechnen.  Man  erhält  aus  der  ersteren  Gleichung: 


nnd  somit 

V^    _^|8'¥ZL 


)  8<BZ        V  8 


8®Z 


Es    sei    z.    B.    Z  =  2'»,    Z=-^bh*    mit    6  =  50"""    und 

b 

h  —  100»"",  also 
Z=  J  .  50  .  (100)'  =  83333,3,  ferner  P=  lOOO«"»,  S  =  0,5 

D 

(siehe  Beispiel  59),  so  ist 


_1  /   Pi_  _i/     1000.2000     _ 
**~]  SeZ  ~y  8.0,5.83333,3  — '^'*^' 

man  wird  daher  die  beiden  Balken  von  rechteckigem  Querschnitte 
durch  vier  Stützen  in  den  gleichen  Entfernungen  von 

n  6 

mit  einander  verbinden.  Dass  die  Verbindungsstücke  selbst  rück- 
sichtlich ihrer  rückwirkenden  Festigkeit  die  genügenden  Querschnitts- 
dimensionen haben  müssen,  um  den  entsprechenden  Drücken  mit 
der  nöthigen  Sicherheit  zu  widerstehen,  ist  wohl  selbstverständlich. 
Sind  z.  B.,  wie  im  vorliegenden  Beispiel,  im  Ganzen  vier  Verbindungs- 
stücke angewendet,   so   wird  jede   der   beiden   inneren   Stützen   mit 

-|  P=  -l .  1000  =  375  ^i^  gedrückt, 
o  o 

3 

Die  Ableitung   dieses  Werthes  —  F  ist  sehr  einfach  und  bleibe 

dem  Fleisse  des  Lesers   überlassen. 
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61.  Es  ist  das  Trägheitsmoment  und  der  Querschnittsmodul 
des  Querschnittes  einer  Eisenbahnschiene  von  den  in  Fig.  121  an- 
gegebenen Dimensionen  zu  berechnen. 


Fig.  121. 

Auflösung.  Wir  ersetzen  die  krummlinige  Begrenzung  des 
Querschnittes  durch  eine  geradlinige,  jedoch  so,  dass  die  dadurch 
entstehende  Fläche  mit  der  wirklichen  Querschnittsfläche  gleichen 
Flächeninhalt  behält  (was  natürlich  nur  annähernd,  aber  genügend 
genau  für  die  Praxis  geschehen  kann).  Diesen  geradlinig  begrenzten 
Querschnitt  zerlegen  wir  in  solche  Theilfiguren,  deren  Trägheits- 
momente bekannt  sind,  also  in  das  Rechteck  von  den  Seiten  59"*'" 
und  23'""*,  das  Trapez  von  den  beiden  Parallelseiten  59*"*"  und 
l^mm  ^n^  ^ej.  Höhe  von  SS*""*,  ferner  in  das  Rechteck  von  14'****' 
und  57****"  und  endlich  in  das  Rechteck  von  lOS***"*  Länge  und  15****" 
Höhe.  Die  Trägheitsmomente  dieser  vier  Figuren,  bezogen  auf  ihre 
horizontalen  Schweraxen,  seien  »',  j",  «'",  *"",  die  Trägheitsmomente 
derselben  Figuren,  sämmtlich  bezogen  auf  die  unterste  horizontale 
Kante  ah  des  Querschnittes,  seien  i^,  t^,  i,,  t^,  das  Trägheitsmoment 
des  ganzen  Querschnittes,  bezogen  auf  dieselbe  Kante,  sei  Ji,  und 
bezogen  auf  die  horizontale  Schweraxe  des  Querschnittes  J;  die 
Entfernung  der  letzteren  von  der  Kante  ah  sei  =  c,  die  Ent- 
fernungen der  Schwerpunkte  der  vier  Flächentheile  /i,  /,,  /g,  Z^, 
von  der  Kante  ab  heissen  d^,  (f,,  d^^  d^. 

Nach  dem  Satze,  dass  das  Trägheitsmoment  einer  Figur,  be- 
zogen auf  eine  zur  horizontalen  Schweraxe  parallele  Gerade,  gleich 
ist  dem  Trägheitsmomente  der  Figur,  bezogen  auf  ihre  horizontale 
zur  gegebenen  Geraden  parallele  Schweraxe,  mehr  dem  Producte 
aus  dem  Flächeninhalte  der  Figur  in  das  Quadrat  der  Entfernung 
der  beiden  parallelen  Axen,  hat  man: 

i,=i'  +  dlf,  =  j^h.hl  +  d\  .b,h,,  oder 
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,;  =  J^  .  59  (23)»  +  ASO  —  -g-V.  59  .  23  =  11420964, 

+  [lo  -h  o7  +  (--^)  3  J  (14  +  o9)  -2-, 

(26  -f.  a\  A 
-  -— —  I  ^    die  Ent- 
a  +  6  /  o 

fernung  des  Schwerpunktes  des  Trapezes  von  dessen  kürzerer  Parallel- 
seite a  =  14""",  daher 

j.  =  15  +  57  +  (^j^^^il-^i). ^=15  +  57  +  21,1  =  93,1"", 


und 
H  = 


[(14). +  (59)^ +  4 .14. 59]  (35)»  /14  +  59X 

3l5Tl4"qr59)  -  +  '-^^-l)  •  V— o-  -y  ^^  - 


36  (14  -h  59) 

=  11186764.92, 


es  ist  ferner 

/,  = ,"'  +  dl/,  =  :^^  +  (l5  +  ^2^  ) '.  14  .  57,  oder 

/.  =  -ügIll  +  (l5  +  -|I) '.14. 57  =  1726090; 
endlich  ist 
i,  =  h^^  ^j^  =  103  (15).  ^  ^2^5y  ^^3    ^.  _  8980196,62. 

Somit  ist 

.7,  =  /,  +  /,  -i-  4  4-  ,-^  =  33314015,54. 

Die  Entfernung  c  des  Schwerpunktes  des  Schienenquerschnittes 
von  der  Kante  ah  findet  man  nach  der  Schwerpunktslehre  aus 
der  Gleichung: 


c  =  -^-:-i;r-^  hierin  ist 


S(/^ 

2(/) 

2  (/rf)  =/,  rf,  +  /.  c/,  +/.  d.  +/.  rf.  und 
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Setzt  man  in  die  Gleichung  fOr  c  die  Zahlenwerthe : 

23 
d,  =  130  —  -g-  =  118  V,»"»,    /i  =  6.  Ä.  =  59  .  23  =  1357, 

i,  =  93,1"^,  /,  =  -— ^.-  .  35  =  1277,5, 

57 
rf.=  15  +  -2^  =  43,5  /,  =  57  .  14  =  798, 

^4  =  ^  =  7,5,  /,=  103.  15  =  1545 

ein,  80  erhält  man: 

_  /.  A,  +/,  d,  +/a  d.  +/4  d,        326040,25 


=  65,5""». 


/.+/,+/.+/.  4977,5 

Hiernach  ist  das  Trägheitsmoment  des  Querschnittes,  bezogen 
auf  dessen  horizontale  Schweraxe 

J=J^  —  c^F=  33314015,54  —  (65,5)» .  4977,5,  oder 

J=  11957580, 

oder  auf  Centimeter  bezogen  ist  J=  1195,758. 

Der  Querschnittsmodul  wird: 

Z^=  —  =  — ~-!r^ — =182,558  (auf  Centimeter  bezogen). 

Eine  andere  Methode,  das  Trägheitsmoment  und  den  Querschnitts- 
modul dos  Querschnittes  einer  Eisenbahnschiene  zu  finden,  die  etwas 
schneller  zum  Ziele  führt,  ist  die  Anwendung  der  Simpson'schen 
Regel.  Man  zerlegt  den  ganzen  Querschnitt  seiner  Höhe  nach  durch 
zur  Grundkante  ah  parallele  Sehnen  von  den  Längen  Öq,  \,  6,, 
&a  .  .  .  .  6„  in  eine  gerade  Anzahl  Streifen,  die  von  einander  den 
gleichen  Abstand  a  haben,  misst  diese  Sehnen  und  benützt  zur 
Berechnung  des  Flächeninhaltes  F  des  Querschnittes,  der  Entfer- 
nung c  des  Schwerpunktes  von  der  Grundkante  ah  und  des  Träg- 
heitsmomentes Jj,  bezogen  auf  die  Kante  ah  die  Formeln: 

F=  -3-  (fto  +  4fe,  -f  2^3  +  4^3  +  2  fe,  +  .  . .  .  +  46„_,  +  6n), 

^  =  ^[4^  +  2.2fe,+4.36,-f2.4ft,+....+4(/i— l)6n-i+n&„], 

J,=  ~[46,-f-2.2«fc,+4.3«63+2.4«ft,+. . .  .+4(;i-l)"ft„_i+n«fc„]. 
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Um  mittelst  dieser  Formeln  möglichst  genaue  Resultate  zu  erhalten, 
wird  man  die  Querschnittsform  der  Eisenbahnschiene  in  natürlicher 
Grösse  aufzeichnen  und  die  Anzahl  n  der  Streifen  möglichst  gross 
machen.  Theilen  wir  z.  B.  die  ganze  Höhe  des  Querschnittes 
h=ldO"*"*  in  zehn  gleiche  Theile,  machen  also  n=10  und  a=13 
und  messen  die  elf  Sehnen,  so  erhält  man: 

b,  =  28'»»*,      b,  =  59'»~,      6,  =  54«"*,       6,  =  38«~, 

b^  =  23*»"*,       65  =  14~*»,       6e  =  14'"*",       &7  =  14"»"», 

bs  =  21«»«,      b^  =  76'"'",      feio  =  lOS"»«. 

Alle  diese  Werthe,  sowie  n=10  und  a  =  13  in  die  Formeln 
für  F,  c  und  Ji  eingesetzt  und  letztere  Grössen  ausgerechnet,  so 
erhält  man: 

i^=z=50;l  oder  abgerundet  7^=50«"% 

c=6,54^»», 

J^  =3331,3613  (auf  Centimeter  bezogen); 

darnach  ist 

J=  J,  —  c'F=  3331,3613  —  (6,54)«  50  =  1195,861 

und  der  Querschnittsmodul 

c  6,54 

also    angenähert   dieselben  Werthe,   wie   nach   der   ersten  Methode. 

62.  Es  ist  das  Trägheitsmoment  J  und  der  Querschnittsmodul 
J 
Z=  -  eines  Trapezes  mit  den  beiden  Parallelseiten  a  und  b  und 
c 

der  Höhe  h  zu  berechnen.  (Siehe  folgende  Figur.) 

Auflösung.  Wir  ziehen  in  dem 
Trapez  rdes  die  beiden  auf  der  Geraden 
rs  senkrechten  Geraden  dm  und  en,  und 
denken  uns  die  beiden  Dreiecke  rdm  und 
ens  horizontal  aneinander  geschoben,  so, 
dass  dadurch  das  Dreieck  rds^  mit  der 
Grundlinie  b  —  a  entsteht.  Wir  setzen: 

de  =  a, 
r8  =  b, 

Fig.  122.'  rs,=b  —  a, 

dm  =  en  =  h. 

Wir  bestimmen  die  Trägheitsmomente  t\  und  i^  des  Rechteckes 
mden  und  des  Dreieckes  rrf^,,  beide  bezogen  auf  die  Grundlinie  rs^ 
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resp.  auf  mn  und  r^j  und  addiren  diese  Trägheitsmomente;  in  der 
Snmme  derselben  erhalten  wir  das  Trägheitsmoment  J^  des  Tra- 
pezes, bezogen  auf  die  Linie  r  s,  wie  folgt : 

_  4ah^j^h'{b  —  a)  _  h^{4a  +  h  —  a)  _  (ßa  +  h)  Ä» 
'~  12  ~  12"  ~  12         • 

Die  Entfernung  c,  der  horizontalen  Schwerlinie  z  v  von  der 
unteren  Kante  rs  des  Trapezes  findet  man  nach  dem  Satze  der 
Schwerpunktslehre : 


I  f,+f,  =  F={a  +  h)^^, 


diese  Werthe  eingesetzt,  gibt: 


,  oder 


Sah^  +  (h  —  a)a^  2 

c,  = ^ .  -— — -— -,  oder 

6  h  (a  +  h) 

Ä» (3a  +  2^  +  «)  _  Ä'(2a  +  6)^  ^^^ 


'  ^h{a  +  h)  3(a-H6) 

reducirt,  gibt: 

_  /i(3a  +  36  — 2a  — 6)  _  A(a  +  26) 

^^—  3(a  +  6)  ~     3(a  +  i>)    ' 

somit  wird   das   Trägheitsmoment    des   Trapezes,    bezogen   auf  die 
horizontale  Schwerlinie  zv\ 

j-r       ^F_(3«  +  ^>)/>'      .'^'(2«  +  &)Y  AÄ 
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auf  gleiche  Benennung  gebracht: 

3  Ä»  (3  a  +  6)  (a  +  b)  —  2h'{2a-\^by 
•^-  36  (ä  +b)  '  '''^'' 

^      A»(9a«4-3a6  +  9«fe  +  3  6«  — 8  a»  — 8ei&  — 26«)      ^ 

j= ^r^^ — '-f. ,  oder 

ob  (a  +  o) 

Ä»(a»4-4afc+ft«) 
*/  — 


36  (a  +  ^>) 


Der  Querschnittsmodul  Z  hat  hier  offenbar  wegen  der  zwei 
von  einander  verschiedenen  Werthe  von  c^  und  c^  auch  zwei  ver- 
schiedene Werthe  Zj   und  Z^;  es  ist : 

_  J_  Ä«(a»+  4a6  +  6^)  h  (a  +  26)  _  h'  (a'  +  4ab  +  b'^ 
'~~^~  367«  +  ^)  '   3  (M  +  bf  ~       12  (a  +  2  h)      ' 

_  /_  h^(a^  +  Aab  +  b^)  h{2a  +  b)_  h^(a*  +  4fl&  +  b*) 
''  ~  "cT  ""  36  (a  +  6)  •  ~3  (a  +  6)   ~        1272^  +"&)      " 

Ist  das  Material  Schmiedeisen,  so  wird  man  den  kleineren  der 
beiden  Werthe  von  Z,  hier  also  Z,  in  die  Gleichung  M=  BZ 
einsetzen;  ist  das  Material  Gusseisen,  so  hat  man  zuerst  zu  unter- 

c  1 

suchen,   ob  —  $  q-  ist  (siehe  Beispiel  37),  wobei  vorausgetzt  wird, 

dass  c,  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  von  der  stärkst  ge- 
zogenen und  Ca  die  Entfernung  des  Punktes  S  von  der  stärkst  ge- 
drückten Faserschichte  ist. 

c         1  c  1 

Für  —  >  -jT  wird  man  ©^  Z,  =  3/.  für  -^  <  -ö".  ©,  Zj  =  M 
c^        Z  Ca         J 

c  1 

setzen  und  für  —  =  -^,  ist  ©^  Z^  =i  ©,  Z,  =  3f,  wobei  ©i   und  ©, 
c,        J 

die  zulässigen  Maximal-Zug-  und  Druckspannungen  bedeuten.    Hier 

c  c  1 

ist  offenbar  c^*^  c^^  also  -*  ^  1,    somit   auch  —  !> -ö",  nian  wird 

Cj  c,        Z 

daher  M=  B^  Z^  setzen.  Wäre  aber  bei  der  Kante  a  die  äusserste 
gedrückte  und  bei  der  Kante  b  die  äusserste  gezogene  Faserschichte, 

so  ist  —  <;  1,  es  ist  dann  aber  noch  immer,  wenn  man  die  Werthe 
c, 

von  Ci   und  c,   mit  einander  verwechselt, 

Ci  _  h{2a  +  b)  ^  h{a  +  2b)_2_a  +  b         1 
7,  ~  TlcT+bY  '  ~3  (a  +  b) '  ~  M^2T  -^  2"' 

man  hat  daher  auch  in  diesem  Falle  M=®^Zi   zu  setzen. 
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63.  Zwei  mit  einander  durch  Nieten  fest  verbundene  Eisenbahn- 
schienen von  ä  ISO*""*  Höhe  und  43*^'  Querschnittsfläche  bilden 
einen  Balken,  der  mit  seinen  Enden  frei  auf  Stützen  aufliegt  und  in 
der  Mitte  der  Länge  eine  Last  von  5000*'^  trägt.  Der  Querschnitts- 
modul und  das  Trägheitsmoment  der  Schiene,  bezogen  auf  ihre  hori- 
zontale Schweraxe,  sind:  Z,=  140,  Ji  =  924(aufCentimeter  bezogen); 
es  ist  die  Entfernung  l  der  ünterstützungspunkte  zu  berechnen, 
damit  der  Balken  die  Last  mit  der  nöthigen  Sicherheit  aushalte. 

Auflösung.     Die    hier    anzuwendende   Festigkeitsformel    ist: 

4 

Das    Trägheitsmoment  J  des   Balkenquerschnittes   findet   man, 

wenn  man  das  des  einfachen  Schienenquerschnittes,  bezogen  auf  die 

Basiskante  der  Schiene  als  Axe,  mit  2  multiplicirt.  Die  Entfernung 

dieser    Kante    von    der    Schweraxe    des    Schienenquerschnittes    ist 

J         924  J 

Ci  =  -^  =  ^  6,6^***,  somit  das  Trägheitsmoment  -^  des  ein- 

fachen  Schienenquerschnittes,  bezogen  auf  die  Basiskante: 

oder  das  Trägheitsmoment  J  des  ganzen  Balkenquerschnittes,  be- 
zogen auf  die  horizontale  Schweraxe  desselben : 

J=  2J,+2cl  F=  2  (J,  +  c]  F),  oder 

J=  2  [924  -f-  (6,6)».  43]  =  5594,16. 

Die  Entfernung  c  der  horizontalen  Schweraxe  des  ganzen  Quer- 
schnittes von  der  stärkst  gespannten  oder  gedrückten  Faserschichte 
ist  gleich  der  Höhe  einer  Schiene  c  =  13^,  daher 

c  16  I 

PI 
Aus  der  Gleichung  -j-  =  ©  Z  folgt : 

,       4©Z       4.600.430,32       „^.  ..^ 
'  =  -¥-  = 5ÖÖÖ =  2^^'^^^ 

wurde  die  Last  von  5000^^  auf  die  ganze  Länge  des  Balkens 
gleichmässig  vertheilt,  so  könnte  letztere  doppelt  so  gross,  also 
4,13  !"•  gemacht  werden. 

64.  Ein  prismatischer  Balken,  der  aus  zwei  Eisenbahn- 
schienen, einer  verticalen  Blechwand  und  vier  Winkeleisen  gebildet 
ist  (siehe  Fig.  123),  ruht  mit  seinen  Enden  auf  zwei  Stützen  auf; 

Graf,  Feftigkeitslehn.  19 
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es   ist   die  Entfernung  l  der  Unterstützungspunkte   zu   bestimmen, 
wenn  der  Balken  gleichmässig  auf  seiner  ganzen  Länge  mit  1600*^ 

pro  laufenden  Meter  Länge  belastet 
werden  soll  und  die  Querschnitts- 
dimensionen die  in  der  Figur  ange- 
gebenen sind.  Das  Trägheitsmoment  einer 
Eisenbahnschiene  ist  J=  924,  der 
Qüerschnittsmodul  derselben  ir=  140 
und  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes 
ist  F=43'"^\ 


\in^ 


\ta9^ 


139^ 


Fig.  1-23.  Fig.  124. 

Auflösung.     Die    hier    anzuwendende    Festigkeitsformel    ist: 

—  Gl  =  Q Z^  wenn  G  die  ganze  auf  der  Länge  des  Balkens  gleich- 
o 

massig  vertheilte  Last  bedeutet.  Bezeichnet  q  die  auf  eine  Längen- 
einheit, z.  B.  Centimeter,  entfallende  Last,  so  ist 


1                                            i/8ez 
G  =  ql^\  daher  -^qPz=®Z,  woraus  V^  ^=\ folgt. 

Das  Trägheitsmoment  J  des  ganzen  Querschnittes,  bezogen  auf 
die  horizontale  Schweraxe  setzt  sich  zusammen  aus  den  Trägheits- 
momenten 2*1  der  beiden  Schienen,  2«,  der  beiden  Paare  von 
Winkeleisen  und  dem  Trägheitsmomente  i^  der  verticalen  Blech- 
wand, sämmtliche  bezogen  auf  die  horizontale  Schweraxe  des  ganzen 
Querschnittes.    Nach  der  Figur  ist : 

i,  =  i'  +  d\f,  =  924  +  (6,6  +  15,7)«.  43  =  22307,47, 

(/'  ==  Trägheitsmoment  einer  Schiene,  bezogen  auf  ihre  horizontale 
Schweraxe), 
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S  =  ,-"  +  (*;/,  (siehe  Fig.  124), 


2ba'         {a  —  2b)b 


+ 


=  |-[2a?  +  6'(«-26)], 


3      ^  3 

oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

i"  =  -^  [2  .  (6,6)»  +  (0,7)'  (9,6  -  2  .  0,7)]  =  135,1042, 
rf,  =  15,7«™, 

/,  =  2fta,  +(a  — 26)&  =  6(2«, +  rt  — 2ft), 
oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

/,  =  0,7  (2  .  6,6  +  9,6  —  2  .  0,7)  =  14,98""*, 
hiennit  wird 

/;  =  135,1042  +  (15,7)'.  14,98  =  3827,5242, 

',  =  ^•0,7(31,4)'=  1805,95, 

somit  ist 

J=  2  («,  +  s)  +  ^  =  2  (22307,47  +  3827,5242)  +  1805,95, 

J=  54075,9384, 

c  =  13  +  15,7  =  28,7«»  und 

diesen  Werth  von  Z,    sowie  ®  =  600,    g  =  16   (bezogen  auf  eine 
Längeneinheit  =  1*^)  in  obige  Formel  für  l  eingesetzt,  gibt : 


,.m      1/8.600.1884,179        _.,  ^^^    ^ 

lern  _  y ^_ _  Yol^gcm   q^^^ 

Z=  7,518'». 

65.  Ein  Wasserreservoir  von  prismatischer  Form  ruht  auf  Holz- 
balken von  k  6"*  Länge,  250"^  Breite  und  315"*'"  Höhe;  die  Mitten 
je  zweier  Balken  sind  l*"  von  einander  entfernt;  es  ist  die  Höhe 
der  Wassersäule  im  Reservoir  zu  berechnen,  welche  die  Balken 
mit  der  nöthigen  Sicherheit  zu  tragen  vermögen,  wenn  von  dem 
Gewichte  des  Reservoirs  selbst  abgesehen  wird  und  die  Länge  eines 
Balkens  auch  gleich  der  Länge  des  Reservoirs  ist.  (Siehe  die  fol- 
gende Figur.) 

19* 
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Auflösung.  Der  auf  einen  Balken  entfallende  Theil  der  ganzen 
Belastung  ist  offenbar :  F=  l"' .  B'*' .  B»' .  1000,  oder  die  Dimensionen 
in  Millimetern  ausgedrückt  und  die  gegebenen  Zahlenwerthe  ein- 
gesetzt : 

„        6000  .  1000  .  ^'»"•.  1000        ^  ^_ 

1000000000 


Fig.  125. 


Da  die  Balken  als  in  einem  Gebäude  befindlich  gedacht,  an  beiden 
Enden  als  eingemauert  zu  betrachten  sind,  so  hat  man  hier  die 
Festigkeitsformel  zu  gebrauchen: 

für  F  obigen  Werth  eingesetzt: 
61// 


hieraus  ist: 


H  =  ^^=  ^-^:^^.Qff')'  =  826,875-^^ 


3/ 


3 . 6000 


die  Höhe  der  Wassersäule  im  Reservoir  soll  also  827"**"  nicht  über- 
schreiten. 

66.  Es  ist  die  Entfernung  l  der  Querschwellen  für  die  Eisen- 
bahnschienen zu  berechnen,  wenn  das  Gewicht  einer  Locomotive  mit 
30000*^  angenommen  wird. 

Auflösung.  Die  Entfernung  zweier  Schwellen  soll  so  gross 
sein,  dass  nur  eines  der  vier  Triebräder  der  Locomotive  zwischen 
den  Befestigungspunkten  der  Schiene  zu  liegen  komme,  dass  also 
auch  nur  ein  Viertel  des  ganzen  Locomotivgewichtes  die  Belastung 
jenes  Schienenstückes  ausmacht,  das  zwischen  zwei  aufeinander  fol- 
genden Schwellen  liegt.  Die  Schienen  sind  mit  Nägeln  auf  den 
Schwellen  befestigt,  so  dass  jedes  zwischen  zwei  Schwellen  liegende 
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Schienenstück  als  ein  Balken  angesehen  werden  kann,  der  mit  seinen 
Enden  eingeklemmt  (eingemauert)  ist;  daher  hat  man  zur  Berech- 
nung der  Entfernung  l  die  Festigkeitsformel: 

— ^-  =  @  z,  woraus  l  =  — - —  folgt. 

Die  Zahlenwerthe :  @  =  600,  Z=  140,  P=  Ä9^  =  75OO  ein- 

4 

gesetzt,  gibt: 

^  =  — — il^— =  89,6^«,  oder  abgerundet  ^  =  90^'». 

67.  Aus  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Cylinder  vom  Durch- 
messer d  =  300"""  soll  ein  Balken  grösster  Tragkraft  von  recht- 
eckigem Querschnitte  hergestellt  werden ;  man  fragt  nach  den  Dimen- 
sionen b  und  h  des  Rechteck-Querschnittes. 

Auflösung.    Das   den  Balken   von  rechteckigem  Querschnitte 

biegende  Moment  ist  M=  -^  &/i*®.  Soll  die  Tragkraft  ein  Maximum 

werden,  so  muss  der  Querschnittsmodul  -  7—,  oder,  da  die  Grösse  -x 

b  0 

unveränderlich  ist,  nur  das  Product  bh^  ein  Maximum  werden.  Da 

die  Diagonale   des  Rechteckes  zusammenfällt   mit  dem  Durchmesser 

des  Kreisquerschnittes  (welches  Verhältniss  die  Rechteckseiten  auch 

haben  mögen),  so  folgt  daraus  ä'  =  d'  —  6*,  diesen  Werth  von  Ä*  in 

die  Gleichung  bh^  =  Maximum  eingesetzt:  b  {d*  —  b^)  =  Maximum. 

Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  der 

Variablen  b  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 

db  ob 

hieraus  folgt:  rf*  =  3  2>^  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit: 
d^  =  h^-\-b^  gibt:  36*  =  Ä'  +  ft^  oder 

2b^  =  h\  oder  -^  =  ^— ; 

Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  5  multiplicirt,  gibt: 

b  5  5  ,  v    .    ^        5 

—  =  — ^1=  =    , ■   und  angenähert  :-—  =  —. 

Ä        5  1' 9        1^  h         7 


5^2       V50 


Aus  den  Gleichungen: 

(^«  =  3fc»  und  d^  =  h^'{'b^  folgt:  3Ä«  =  2d«  und 
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Ä  =  d"y-|-  =  0,8164d  =  0,8164  .  300  =  245""», 

h  24^ 

^  =  V2-  =  W4-2  =  1^3'2'""'°^^' 


=  173,2» 


d   _    300 
■V3~'U321 

5/» 
setzt  man  aber  b  =  — -— ,  so  erhält  man  angenähert : 

5.245 

b  = = =  ITo"»"». 


Würde  umgekehrt  nach  dem  Durchmesser  d  des  Cylinders  ge- 
fragt, aus  dem  ein  Balken  grösster  Tragkraft  von  rechteckigem 
Querschnitte  hergestellt  werden  soll,  so  sind  nach  dem  gegebenen 
speciellen  Belastungs-    und  ünterstützungsfall   aus   der  Festigkeits- 

1  b       b 

gleichung    M=-^bh^^    und    der  Gleichung  —  =  -=-    die  Dimen- 
o  hl 


sionen  b  und  h  auszurechnen  und  in  die  Gleichung  d  =  yÄ*-|- &', 
oder  d  =  bY3  einzusetzen. 


Aufsuchung    der  Beziehungen   zwischen   d,    h  und   b  auf 
elementarem  Wege. 

Es  soll  der  Ausdruck  b{d^  —  ft*)  ein  Maximum  sein,  dann  muss 
auch  das  Quadrat  des  Ausdruckes,  nämlich  b*  {d*  —  b*)  {d*  —  ft'), 
oder  auch  2b^  (d^  —  ft')  (c?*  —  &*)  =  Maximum  sein;  wenn  aber  das 
Product  der  drei  Factoren  2ft*,  (d*  —  ft*),  (d*  —  &*)  ein  Maximum 
sein  soll,  so  müssen  diese  drei  Factoren  einander 
gleich  sein,  d.  h.  es  muss  d*  —  b*  =  2b*,  oder 
d^  =  Sb*  sein,  wie  schon  oben  gefunden  wurde. 
Die  geometrische  Construction  des  Rechteckes 
von  den  Seiten  b  und  h  aus  dem  Kreise  vom  Durch- 
messer d  ergibt  sich  wie  folgt:  In  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  AB D  (siehe  nebenstehende  Figur)  ist  J  B 
die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen 
dem  Stücke  Am  und  dem  Durchmesser  JL2),  d.  h.  es  findet  die 
Proportion  statt: 

Am  :  AB  =  AB  ,  AD;  hieraus  ist 

Jß^ 

Am=  ,  oder  da  AB=:b  und  AD=:d 

DA 


Fig.  126. 
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—       fe" 
ist,   80  hat  man  auch :  Am  =  — ,  weil  aber  nach  obiger  Rechnung 

d^  (7*         d 

b^  =  -^  ist,    80   folgt:    Am  =  -^-y  =  -^]    für    das    rechtwinklige 
o  öd         6 

—        d 
Dreieck  ÄED  gilt    dasselbe,    d.  h.    es   ist  auch  Dn  =  -^\    somit 

o 

geht  daraus  folgende  Construction  hervor :  Man  zieht  im  Kreise  einen 
beliebigen  Durchmesser  AD^  theilt  diesen  in  drei  gleiche  Theile, 
errichtet  in  den  Theilpunkten  m  und  n  die  senkrechten  Geraden 
mB  und  nE  auf  dem  Durchmesser  AD^  diese  schneiden  den  Um- 
fang des  Kreises  in  den  Punkten  B  und  E\  verbindet  man  nun 
die  vier  Punkte  -4,  J5,  D  und  E  entsprechend  mit  einander,  so 
erhält  man  das  gesuchte  Rechteck. 

68.  Aus  einem  auf  Biegung  beanspruchten  prismatischen  Körper, 
dessen  Querschnitt  ein  beliebiges  Dreieck  ist,  soll  ein  Balken 
grösster  Tragkraft  von  rechteckigem  Quer- 
schnitte hergestellt  werden;  man  fragt  nach 
den  Dimensionen  h  und  k  des  Rechteckes, 
wenn  die  Grundlinie  g  und  die  Höhe  h^  des 
Dreieck-Querschnittes  gegeben  sind. 

Auflösung.     In    dem    Dreiecke    ABC  ^/ r 
(siehe  nebenstehende  Figur)  sei  mnrs  das  ge- 
suchte Rechteck,    und    zwar    so   gelegen,   dass 
mn||^C  ist,  daher  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC 
und  niBn  die  Proportion: 

mn:  AC=(hi  —  h) :  Äj ,  oder 
h:  g  =  (hi  —  ä)  :  Äj ;  hieraus  ist 

K 

Soll  die  Tragkraft  ein  Maximum  sein,  so  muss  auch  der  Quer- 
schnittsmodul Z=-    hh*,  oder  da  -^   eine    constante    Grösse    ist, 
0  o 

bh'  ein  Maximum  sein;  für  h  den  gefundenen  Werth  gesetzt: 


K 


.  /j«  =  Maximum, 


da  die  Grössen  g  und  \   constant  sind,   so  soll  nur  der  Ausdruck 
(Äj  —  Ä)  Ä '  =  Maximum  sein. 

Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach  der 
Variablen  h  gebildet,  gleich  Null  gesetzt,  gibt: 

2h3h (Ä,  —  Ä)  —  h^Sh  =  h Sh  [2  (h,  —  h)  —  ;«]  =  0,  woraus 
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2/1, 


2h^  —  2h  —  h,  2ä,  =3/«  und  h  = 


3 
folgt;  demgemäss  wird  die  andere  Rechteckseite 

die  beiden  Rechteckseiten  sind  also: 

h  =  —  \   und  h=z-;^g. 


Aufsuchung  der  Beziehungen  zwischen  /t,  /i^,  h  und  g  auf 
elementarem  Wege. 

Soll  das  Product  Qi^  —  h)  h^  =  Maximum  sein,    so  muss  auch 
der  Ausdruck 

2  {hl  —  h)  .  h  .  Ä,  oder  (2  /<,  —  2h)h  .  h  =  Maximum 

sein,    dieses    ist    aber    dann    der    Fall,    wenn    die    drei    Factoren 

(2  /»i  —  2  /t),  h,  h  einander  gleich  sind,  also  h  =  2  h^  —  2  A,  woraus 

*    2L 
h  =  — ^—  wie  oben  folgt. 
6 

69.  Aus  einem  auf  Biegung  beanspruchten  Cylinder  -vom  Durch- 
messer d   soll   ein   prismatischer   Balken   grösster  Tragkraft   herge- 
stellt   werden,     dessen    Querschnitt     ein     gleich- 
/"'TT'Nr't  ~      schenkliges  Dreieck  von  der  Grundlinie  g  und  der 
/    / \\   \\ji       Höhe  h  ist. 

l    /    j    \  J  1  Auflösung.    Offenbar   muss   auch  hier  der 

V — iE — V-.i-      Querschnittsmodul  des  Dreieckes,  nämlich 

Fig.  128.  ^=  "öT-  =  Maximum 

sein.  Es  sei  das  Dreieck  mnr  (siehe  Fig.  128)  das  gesuchte  Dreieck, 
so  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  vmz  und  nizr  die 
Proportion : 

vz  :  mz  =  mz  :  rz^  woraus 
7nz:=^|l'Z.rz^  oder   mit  vz  =  x 


f  =  ^lx{d-z), 


somit  g  =  2'\ X  (d  —  x)  folgt ;  diesen  Werth  von  */,  sowie  h^=  (d  —  xY 
in  die  Formel  für  Z  eingesetzt,  gibt : 
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^  .  2  '^x(d  —  x)  .  {d  —  xy  =  Maximum,  oder 


^x{d  —  x)  {d  —  xy  =  Maximum ; 

wird  dieser  Ausdruck  zu  einem  Maximum,  so  wird  auch  das  Quadrat 
desselben,  nämlich  x  {d  —  x)  {d  —  xy  zu  einem  Maximum. 

Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes   nach  der 
Variablen  x  gebildet,  gleich  Null  gesetzt,  gibt: 

{d  —  2x)  {d  —  xy  —  {dx  —  x^)  {d  —  xy.4  =  0,  oder 

(d  —  2  x)(d  —  xy  =  4{dx  —  x*){d  —  xy,  woraus 

{d  —  2  x)(d  —  x)  =  4tx{d  —  x),  oder 

d 
d  —  2  a;  =  4  ic  und  x  =  -^ 

b 

folgt;   hiermit  wird: 

d  5 

h  =  d  —  X  =  d ~  =  —^  d  und 

b  b 


die  gefundenen  Grössen  sind  also  :  die  Grundlinie  g  =  0,745  d,  und 

5 
die  Höhe  des  gesuchten  Dreieckes  h=      d.  Zu  demselben  Resultate 

gelangt  man  aber  auch  ohne  Anwendung  des  höheren  Calcüls,  wie 
folgt:  Soll  der  Ausdruck  x  (d  —  x)^  zu  einem  Maximum  werden, 
so  wird  unter  denselben  Bedingungen  offenbar  auch  der  Ausdruck 
bx{d  —  ic)*  =  Maximum  werden,  oder 

bx{d  —  x)  {d  —  x)  {d  —  x){d  —  x)  {d  —  x)  =  Maximum. 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  zu  einem  Maximum,  wenn  die  Factor en 

desselben  unter   einander   gleich   werden,  d.  h.  wenn  o  x  =  d  —  x 

d 
wird,  dies  gibt :  a?  =  — ,  wie  bereits  oben  gefunden  wurde. 

70.  Ein  stabförmiger  Körper  aus  Gusseisen,  dessen  Querschnitte 
Rechtecke  von  variablen  Höhen  und  constanten  Breiten  sind,  ist 
mit  dem  einen  (dickeren)  Ende  in  horizontaler  Lage  eingemauert 
und  am  anderen  Ende  durch  eine  Last  F  auf  Biegung  beansprucht. 
Die  Abmessungen  des  Querschnittes  an  der  Befestigungsstelle  seien : 
b  =  100'*'",  h  =  200'"'",  an  dem  freien  Ende  des  Stabes  ist  h^  —  100'"'*, 
b  =  100'"'" ;  die  Länge  /  des  Stabes  ist  l  =  2000'"'" ;  man  fragt : 
1)  Wo  ist  der  gefährliche  Querschnitt?  2)  Wie  gross  ist  die  Trag- 
fähigkeit dieses  Balkens? 
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Auflösung.  Angenommen,  es  sei  in  der  Entfernung  z  vom 
freien  Ende  des  Körpers  (siehe  nebenstehende  Figur)  der  gefährliche 
■>^  Querschnitt  von  der  Höhe  x\  so  ist  für  diesen 

Wh. S? 1%  1 

M^ — ^IIZi^^^^^^       Punkt  das  Biegungsmoment:  P2:  =  —© 6a:*; 

M ! im  Allgemeinen   werden   die   Lasten   P^^  P^, 

m^ i^     P,  .  .  .  .,    die    in    den   aufeinander  folgenden 

^  ^.  Querschnitten   von  den  Höhen  a:,,  iCj,  ^r,  . .  . 

Fig.  129.  in    (Jeu    Entfernungen    ^l,    ^,,    ^j  .  .  .  .    vom 

freien  Ende  ein  Abbrechen  hervorbringen  könnten,  verschieden  gross 

sein,  der  kleinste  der  Werthe  P^^  P^,  P^  .  ,  .  muss  dem  gefährlichen 

Querschnitte    entsprechen,    so    dass   man   fragen   kann,   für  welchen 

Werth  von  z  wird  P  zu   einem  Minimum?     Da  — - —  constant  ist, 

0 
X* 

so  braucht  nur  der  Ausdruck  —   zu   einem  Minimum   zu   werden. 

z 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  sac  und  smn  folgt: 
ac  :  mn  =  z  :  l,  oder  {x  —  äJ  :  (ä  —  hi)  =  z:l,  woraus 
,_,.  =ü^i  und  .  =  ii=Mi+M 

X^ 

folgt ;  diesen  Werth  von  x  in  den  Ausdruck  —   anstatt   x    einge- 

[(h  —  K)z  +  hjy 

setzt,  gibt ,  da  aber  /*  im  Nenner  dieses  Bruches 

l*z 

eine  constante  Grösse  ist,  so  braucht  nur  der  Ausdruck 

[(h-h,)z  +  h,iy  ^ 

— "=—  =  Minimum 

z 

zu  werden.  Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach 
der  Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt,  gibt: 

2  [(Ä  —  h^)z  +  h,  i\  {h  —  h,)  z—[{h  —  h,)z  +  h,  ly 

oder    die    Gleichung    mit    z*    multiplicirt    und    im    linken    Theile 
(Ä  —  hl)  z  -\-  hil  herausgehoben : 

[{h  —  hi)z  +  h, l] [(h  —  \)2z  —  (h  —  h,)z  —  h,  i\  =  0,  oder 
[(Ä  —  Äj)  2:  4-  Ä,  Ü  Uh  —  hi)z  —  ^1  ^]  =  0,  woraus 
{h  — hl)  z  —  hj  =  »  und  z=       ' 


h  —  hl 
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folgt ;    für  diesen  Werth  von  z  wird  also  F  zu  einem  Minimum ;  in 
die  Gleichung  für  x  den  für  z  gefundenen  Werth  eingesetzt: 


l  l 

die  Werthe  von  x  und  z  in  die  Gleichung  für  F  eingeführt: 

t.4A?@(/i  — A,)_  2      6A.  @(A  — A.) 
6A./  ~  3   ■  l 

die  gegebenen  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

2     100. 100.2.5.  100  _,^ 
3'  2000  —>S66U^. 

Für  den  Fall,  dass  der  gefährliche  Querschnitt  an  der  Einmauerungs- 

hA 

stelle  ist,  muss  z:=.l  werden,  in  der  Gleichung  „äj  = -"  2;  =  Z 

n  —  Aj 

gesetzt :  l  =  - — ^— r-,  woraus  \z=.—  folgt ;  findet  also  diese  letzte 

Gleichung  statt,  so  liegt  der  gefährliche  Querschnitt  an  der  Ein- 
mauerungsstelle,  im  vorliegenden  Beispiele  ist  dies  der  Fall,  denn 
setzt  man  in   die  Gleichung  für  z  die  Zahlenwerthe  ein,    so  erhält 

man :  z  = r^^r =  2000"*'"  =  l  \    setzt   man  endlich  in  die 


s 


Gleichung  für  P,  Äj  =  —  ein,  so  erhält  man:  P=  — -p-y— ,  also  den- 

selben  Werth  von  P,  wie  für  einen  prismatischen  Körper;  in  die 
letzte  Gleichung  für  P  die  gegebenen  Zahlenwerthe  eingesetzt,  er- 
hält man  selbstverständlich  wie  oben:  P==833V8^'- 

Aufsuchung  des  Werthes  von  z  auf  elementarem  Wege. 
Wir  fanden  oben: 

— —  =  Minimum ; 

z 

die  im  Zähler   des  linken  Theiles  angezeigte . Operation  verrichtet: 

Z 

(Ä  _  \y  «  +  2  Äi  ^Ä  —  Äj)  +  -^—  =  Minimum, 
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da  das  mittlere  Glied  eine  constante  Grösse  ist,  so  folgt: 

{h  —  Äi)'  2:  -| —  =  Minimum, 

z 

die  Summe   der   beiden  Glieder   des   linken   Theiles  wird   dann   ein 
Minimum,   wenn  die  Summanden  einander  gleich  sind,   d.  h.  wenn 


z 


{h  —  \yz—'.:i^  wird,  woraus  {)i  —  \Y z'' =  h\l^ 

z 

und  beiderseits  die  Quadratwurzel  gezogen: 


1\A 
(h  —  Äj)  z  =  hil  und  z  = 


wie  oben,  folgt. 

71.  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 

Unterschiede,  dass  die  Querschnitte  an  allen  Stellen  der  Länge  des 

jä  Balkens  eine   constante  Höhe  Ä,    aber   eine 

m  Ifj       veränderliche  Breite,  an  der  Einmauerungs- 

M^  %  —  y-       stelle  h^    am   freien    Felde   h^    haben  (siebe 

gy     Y_ '^       nebenstehende  Figur). 

^rT~^-"l~"Iir?r!!I]fJ  Auflösung.     Die    Abmessungen    des 

Ä___£--^^::: -^'        gefährlichen    Querschnittes    in   der   Entfer- 

fel        •  *  nung  z  vom  freien  Ende  seien  h  und  x^  das 

^'^-  ^^®-  Biegungsmoment  für  den  gefährlichen  Quer- 

© 
schnitt  ist:  P^j  =  -^  xä';  da  in  dieser  Gleichung  die  zwei  Variablen 
0 

z   und   X   vorkommen,    so   drücken   wir   x   durch   z  und   constante 

Grössen,  ähnlich  wie  im  vorigen  Beispiele,  aus.   Aus  der  Aehnlich- 

keit  der  Dreiecke  smn  und  svr  folgt: 

—    —  ,      —  —        h  —  h. 

rr  :  mn  =  z  :  Z,  oder  rv  =  y  und  m n  =  — ^ —  gesetzt, 

^h—hC 

■ ■  '    woraus 


<'i^)=-. 


(6  — 6,)2       ,  ,                               „                   20(6  —  6,) 
y  = ^ und  hiermit  a;  =  6,  -|-2y  =  6,  H -^ — -^  oder 

6./  +  (6-6.)0 

X-  ^ 

folgt:  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  „P=-  ^ —  =  Minimum", 

xyz 

®  Ä'     .  X 

oder,  da  — - —  eine  constante  Grösse  ist,  —  =  Minimum  eingesetzt : 
b  z 

'bj  +  {h  —  h,)z        _   . 
^ —  =  Minimum ; 
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da  auch  l  constant  ist,  so  hat  man: 


^ =  Minimum,  oder \-b  —  &.  =  Minimum, 

z  z 

hj 

da  6  —  6,  constant  ist,  so  folgt :  =  Minimum ;  dieser  Ausdruck 

z 

wird  offenbar  in  Rücksicht  auf  die  veränderliche  Grösse  z  ein  Mini- 
mum, wenn  z  seinen  grössten  Werth  erreicht,  d.  h.  wenn  z  =  l 
wird,  der  gefährliche  Querschnitt  ist  also  an  der  Befestigungsstelle, 
den  Werth  von  z=^l  m  die  Gleichung  für  x  eingesetzt : 

x  = ^__  =  6; 

hiermit  wird 

Bhh*        (Sbh* 


P= 


6z  61    ' 

also  wie  beim  prismatischen  Körper.  Wäre  die  Breite  &i  am  freien 
Ende    des    Balkens  =  0,    so    hätte    man    dann,    in    der    Gleichung 

b.l  +  (b  —  bi)z  ^  bz 

^,x  = ",  6,  =  0  gesetzt :  x  =  —  -;  diesen  Werth  von  x 

@xh^ 
in  die  Gleichung  „P= — ji — "   eingesetzt: 

r,       ®bz     h'        (Bbh^  ^        6Pl 

folgt;  da  der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  nur  constante  Grössen 
-enthält,  also  von  der  Veränderlichen  z  unabhängig  ist,  so  folgt 
daraus,  dass  die  Faserspannung  ©  an  allen  Querschnitten  dieselbe  ist, 
d.  h.  alle  Querschnitte  sind  gefährliche  oder  mit  anderen  Worten: 
Der  Körper  hat  in  diesem  Falle  (wenn  der  Grundriss  ein  Dreieck 
ist)  die  Form  der  gleichen  Festigkeit. 

72.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  Nummer  70,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  alle  Querschnitte  des  Balkens  ähnliche  Recht- 
ecke sind.  Die  Abmessungen  der  Querschnitte  an  der  Befestigungs- 
stelle und  am  freien  Ende  sind : 

b  =  ISO«"»,     h  =  360"»«,    ■ 

b,  =  120'»'»,     Äj  =  240"'"'. 

Auflösung.    Die  Dimensionen    des  gefährlichen  Querschnittes 

seien  x  und  y,    darnach  ist   für  letzteren   das  Biegungsmoment   in 

&xy* 
der  Entfernung  z  vom  freien  Ende :  Pz  =  — .  --,  den  Werth  von  x 

b 

durch   z    und    andere   constante   Grössen    ausgedrückt,    findet  man 
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T.  .    .  1  bj  +  (b  —  h^)z 

ebenso   wie   im  vongen  Beispiele   x  = — — ;    aus    der 

i 

Aehnlichkeit  der  Rechtecke  folgt: 

xh 
y:  X  =  h:h,  woraus  y  =  — — , 

0 


und  für  x  den  Werth  gesetzt: 

_  b^l  +  {b  —  b^)z     h 

folgt ;  die  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung ,  ,P=     ^      * '  eingesetzt : 

bz 

P=  ^ ^-  .  -^— —  =  Minimum, 

z  bb*P 


oder,  da   ^  ,^ ,,    constant  ist. 


^^ 1 —  =  Minimum. 


z 


Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  der 
Veränderlichen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 


s[{b  —  b,)z  +  bjY{b  —  b:)z—[{b—b,)z  +  b,iY_ 


0 


oder  mit   z^  beiderseits   multiplicirt   und   durch  [(&  —  &i)^  +  &i^]* 
beiderseits  dividirt: 

3  (6  —  bi)  z  =  (b  —  ^1 )  «  +  ^1  ^  woraus 

bj 


2  (6  —  b^)  2  =zbil  und  z  = 


2  (&-&.) 


folgt;  für  diesen  Werth  von  z  wird  P  ein  Minimum,  in  die  Gleichungen 
für  X  und  y  den  Werth  von  z  eingesetzt : 

X  = ^  ^  —  — 


l  ~         l         ~    2   ' 

_  hx  _  h     Sb^_  3ä6, 

^  ~  T"  ~"  T '  "2~  ~  "YV 

die  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  für  P  eingesetzt: 
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©^    36^    9A«&;         27&blh* 
p_~Q'~2~'    4&«    _        485'       _9®b\h^b  —  h,) 

~  hj  ~  M         ~  85'/  ' 

2(5  —  50  2(5  — 5j) 

soll  der  gefährliche  Querschnitt  an  der  Einmaaemngsstelle  sein,  so 

Kl 

geht  z  in  l  über,  man  hat  dann :  l  =  -^— — -,  oder  5i  =  2  (5  —  5,), 

J  (5  —  5i) 

25 
woraus  5^  = -7^-  folgt;  für  diesen  Werth  von  5^  erhält  man  für  P: 


'■(-") 


9©     45'         V  37        ©5Ä' 


8    '     9    •  5'Z  6/    ' 

also  wie  beim  prismatischen  Balken;  im  vorliegenden  Zahlenbeispiele 

25 
ist  zufällig  5i  =  -^-,  daher  2;  =  /,  der  gefahrliche  Querschnitt  also 
o 

an    der   Befestigungsstelle;    setzt   man   in   der  Gleichung   für  z  die 

Zahlenwerthe  ein,  so  erhält  man  auch: 

5,  /  120 .  2000  ^^^^ 

^—2(6  — 6.)  "2 (180  — 120)  ' 

die  Tragkraft  P  wird 

^^2.5.180.(360)'^ 
6 . 2000 
P=:4860*>. 


Tl 


73.  Ein  stabförmiger  Körper  von  der  Länge  /  liegt  mit  seinen 
beiden  Enden  frei  auf  zwei  Unterstützungen  auf  und  ist  in  der 
Entfernung  a  von  dem  einen  Ende  durch  eine  Last  P  auf  Biegung 
beansprucht;  der  Querschnitt  des  Körpers  sei  an  allen  Stellen  seiner 
Länge  ein  Rechteck  von  constanter  Breite  ^  ^ 

5  und  veränderlicher  Höhe,  an  den  Unter-       PT       {TI^HZIII 
Stützungspunkten    seien  die  Abmessungen     # -1ä^^?^?1-_l-^_^ 


der  Querschnitte  5,  /t,  5^  und  h^ ,  man  fragt 

1)  wo    ist    der    gefährliche    Querschnitt, 

2)  wie  gross  ist  die  Tragkraft  des  Balkens?       (* f 

(Siehe  nebenstehende  Figur.)  Fig.  131. 

Auflösung.  Für  den  gefährlichen  Querschnitt  von  derJ^Höhe 
X  und  der  Breite  5  in  der  Entfernung  z  von  dem  Ende  A  ist^das 
Biegungsmoment  nach  der  Lehre  von  der  Biegungsfestigkeit 

Pil—n)  ©5a;'        ,    .    P{l  —  a) 

,  z=z  — - — ,   wobei 


/  6     '  l 
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den  Auflagerdruck  in  A  bedeutet.  Bilden  die  Endpunkte  der  ver- 
änderlichen Höhen  eine  gerade  Linie  und  man  zieht  durch  Ä  die 
Gerade    -45  ||  c(f ,    so   folgt    aus     der    Aehnlichkeit     der     Dreiecke 

—   —  —        rs.z 

Ars   und  Arn:    vn:rs  =  z:l,    woraus    vn  =  — - —    und    wegen 

-       ,        ,      —        {h  —  K)z     ■ 

rs  =  h  —  Äj ,  V  n  = ,  somit 

t 

folgt;  diesen  Werth  von  x  in  den  aus  obiger  Momentengleichung 
gezogenen  Werth  von  P  eingesetzt: 


'dj'  ~  6  2  (/ — äy '  L        i       J ' 


ßz{l 
dieser  Ausdruck  wird  zu  einem  Minimum,  wenn 


riizzMi±MT=Mi 


Minimum 


wird ;  in  Beispiel  70  fanden  wir,  dass  dieser  Ausdruck  ein  Minimum 

wird,  füiz=   ,    ^    — .  hiermit  wird 
h  —  hl 

h,  l 
Kl+{h-K)        ' 


h  —  h,         ,                 hj  +  hj 
x  = -,  oder  x= =^^K, 

die  Werthe  von  x  und  z  in  die  Gleichung  für  P  eingesetzt: 
Bh.{2h,)H  2&bh,  (h  —  h,) 


P= 


6_M      (,_  Bil-a) 

h  —  Äj 


nehmen  wir  beispielsweise  die  Zahlenwerthe  an: 

b  =  100"»'",  h  =  200*"^  h,  =  60"»'»,  l  =  2000«'«,  a  =  SOO"»»" 

und  das  Material  aus  Gusseisen,  so  ist: 

2.2,5.100..60(200-60)_  ,. 

•  3(2000  —  500)  —  »^<>-»    ' 

der  gefährliche  Querschnitt  ist  von  dem  Punkte  Ä  entfernt  um: 

h\  l  60  .  2000 


h  —  A.         200  —  (50 


=  857V, 


Mim  . 
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«oll    der    gefahrliche  Querschnitt   im  Angriffspunkte   der  Last   sein, 
so  muss  z  in  a  übergehen,  dann  ist  a  =        * 


Ä.' 


woraus 


h  ;  4-  ö 

a{h  —  Äi)  =  \  l,    oder   ah  =  \  (l  +  a)   und   — —  = 

«t  a 

folgt;  haben  also  die  in  der  Aufgabe  gegebenen  Daten  solche  Grössen, 
dass  die  letzte  Gleichung  stattfindet,  dann  wird  der  Bruch  bei  ver- 
mehrter Belastung  im  Angriffspunkte  der  Last  erfolgen;  im  vor- 
liegenden Zahlenbeispiele  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  da 

l  +  a         2000 -f  500        .        ^     Ä         200        ^,,    ., 

-^= — 5ÖÖ — =^ ""'  ä:=-6o-=^  /•  "'• 


74.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger 
Nummer,  jedoch  mit  dem  unterschiede, 
dass  die  Breite  des  Körpers  variabel  und 
die  Höhe  aller  Querschnitte  constant  sei. 

Auflösung.  Der  gefährliche  Quer- 
schnitt hat  die  Dimensionen  x  und  h  und 
befinde  sich  in  der  Entfernung  z  vom  End-  ^*»-  ^^2- 

punkte  A.    (Siehe   Fig.  132.)    Für   die   Bruchstelle   hat    man    das 
Biegungsmoment : 

P{l  —  a)  iSxh* 


l 


.  z  = 


denkt  man  sich  die  Endpunkte  der  veränderlichen  Breiten  durch 
eine  gerade  Linie  verbunden,  so  hat  man  aus  der  Aehnlichkeit 
der  Dreiecke  rst  und  rmn  die  Proportion: 

mn  :  8t  =  z  :l,  oder  mn:  {b  —  bi)  =  z  :l,  woraus 


tnn: 


(^ -*•)-!  und 


l 


X  =  bi  -]-  mn  =  b^  H .= 


folgt.     Diesen  Werth  von  x   in    die  Gleichung  ,,P: 
eingesetzt,  gibt: 


(BxhH 


&z{l  —  a) 


P=- 


ehH  [b,  l  +  (b  —  h,)  z]  ^h'  i,j_^^  (^  _^^  ^  ^ 


6z{l  —  a)l 


6{l  —  a)  ' 


dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  oder,  was  dieselbe  Bedeutung 
hat,  der  Werth  der  Spannung  @  aus  dieser  Gleichung  wird  ein 
Maximum,  wenn  der  Ausdruck 
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Z  Z 

wird ;   da  &  —  \  constant  ist,  so  braucht  nur  —  ein  Minimum  zu 

z 

werden;  dies  geschieht,  wenn  der  Nenner  z  seinen  grössten  Werth 

erreicht,    d.   h.   « =  a   wird,  den  Werth  ^  =  a    in    die   Gleichung 

für  F  eingesetzt: 

JÄ*         6,Z  +  (6  — 2>Ja 


F  — 


6  (i  —  a) 


der  gefährliche  Querschnitt  ist  also  im  Angriffspunkte  der  Last,  die 
Zahlenwerthe :  h  =  200"»'",  l  =  2000"»*",  h  =  lOO"*"»,  h,  =  ßO"""*, 
©  =  2,5,  und  a  =  SOO"**"  in  die  letzte  Gleichung  für  F  ein- 
gesetzt, gibt: 

F=3nVU^ff. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  für  P,  &  =  6, ,  so  erhält  man 
selbstverständlich  in  F  den  Werth  der  für  den  prismatischen 
Körper  im  vorliegenden  Belastungs-  und  ünterstützungsfalle  gelten- 
den Tragkraft,  nämlich: 

©A«         bl_ 

—  .6(/  — a)  •   a  ' 

l 
setzt  man  hingegen  in  obiger  Gleichung  f ür  P,  a  =i  -^,  so  erhält  man : 

^=— r- 1 =-3r- 1 =-3r(^+^-^' 

^•2  2 

ode  *  P  =  — ö"- —  . ^ ,  es  ist  aber  — ^ —  das  arithmetische 

Mittel  der  Breiten  an  den  Enden  des  Balkens  und  kann  letzteres 
als  die  Breite  ^  eines  prismatischen  Balkens  von  rechteckigem 
Querschnitte  angesehen  werden,  dementsprechend  man  auch  erhält: 

2©A^ß  _  4©;t»ß 
3Z       ~       6/       ' 

woraus  die  für  den  prismatischen  Körper  geltende  Formel 

P[_  s/r^^^ 
•        "  4   ~  ~6 

hervorgeht;  d.  h.  also  wenn  die  Last  P  in  der  Mitte  der  Länge 
des  Balkens  angreift,    so  ist  die  Tragkraft   ebenso  gross,  wie  beim 
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prismatischen  Körper  von  rechteckigem  Querschnitte,  dessen  Höhe  h 
und  dessen  Breite  ß  =  — ——  ist. 


75.  Ein  stabförmiger  Körper  von  der  Länge  l  sei  in  horizon- 
taler Lage  mit  einem  Ende  eingemauert  und  auf  seiner  ganzen 
Länge  gleichförmig  belastet;  der  Querschnitt  sei  an  allen  Stellen 
der  Länge  ein  Rechteck  von  constanter  Breite 
b  und  variabler  Höhe,  die  Endpunkte  der 
veränderlichen  Höhen  mit  einander  verbun- 
den, geben  eine  gerade  Linie,  die  Ab- 
messungen des  Querschnittes  an  der  Ein- 
mauerungsstelle  seien  h  und  b,  am  freien  Ende 
hl  und  b;  man  fragt:  1)  Wo  ist  der  gefähr- 
liche Querschnitt,  2)  wie  gross  ist  die  Trag- 
kraft des  Balkens?  (Siehe  nebenstehende  Fig.) 

Auflösung.  Angenommen,  der  gefährliche  Querschnitt  liege 
in  der  Entfernung  z  vom  freien  Ende  und  habe  die  Abmessungen 
b  und   X,   für  diese   angenommene  Bruchstelle   hat  man   nach   der 

qz* &bx* 


Fig.  133. 


Lehre    von   der  Biegungsfestigkeit    die   Gleichung:    -^^  = 

wenn  q  die  auf  eine  Längeneinheit  entfallende  Last  bedeutet;  nach 

/t  h  \  9'    I     h   7 

früheren  Entwicklungen  ist  x  = ^ ^—,  hiermit  wird 


qz^  ©6  r(Ä  —  hi)z  -f-.Ä,  Z 


[ 


]■• 


^■■ 


6   L  i 

2®b[{h  —  ki)z  +  hjY 
''  6zH^ 


oder 


dieser  Ausdruck   muss  für  einen   gewissen  Werth    von  z  zu  einem 

2@5 
Minimum  werden,  da  aber  —^ttt-  constant  ist,  so  braucht  nur 


[ 


6/ 


]■= 


Minimum 


zu  werden,  oder 


{h  —  hi)z  +  hj 


Minimum,  oder 


hj                                      hj 
h  —  Ä,  H =  Minimum,  somit  =  Minimum, 

z  z 

dieses  geschieht,  wenn  z  =  /  wird,  d.  h.  der  gefährliche  Querschnitt 
liegt  an  der  Einmauerungsstelle ;  demgemäss  erhält  man  auch,  wenn 
man  diesen  Werth  von  z  in  die  Gleichung  für  x  einsetzt: 

20* 
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^=^^tzzJlL>l+M  =  h,  hiermit  wird: 
2^b[[h—-h,)  +  hjY        ©6Ä' 


9  = 


and 


6/*  3/ 

@6Ä»i        ©JA« 

^='?'=-3>-=-3r' 

wie  beim  prismatischen  Körper. 

76.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  Höhe  des  Balkens  consiajii  =  h  und  die 
Breite  b  veränderlich  sei. 

Auflösung.  Für  die  Bruchstelle  ist  ^^-  =  — ^ — ;  wenn  die 

Endpunkte  der  veränderlichen  Breiten  mit  einander  verbunden,  eine 
gerade  Linie  bilden,  dann  ist  nach  früheren  Entwicklungen: 

*  -,  hiermit  wird 


l 

qz^        eh^r(h  —  b,)z  +  bj'^      ^  2®h*[{b  —  b^)z  +  bj] 

"T"  =  "6-  L 1 J  """"^  ^  = ^57^ ' 

dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  wenn 

(b  —  b,)z  +  bj        h^b,         bj 

— ^— = ~A — ---  =  Minimum 

z^  z  z* 

wird,  dieses  ist  der  Fall,  wenn  z  seinen  grössten  Werth  erreicht, 
d.  h.  z  =  l  wird,  der  gefährliche  Querschnitt  liegt  also  an  der  Ein- 
mauerungsstelle ;  man  erhält  für  z  =  l: 

^=^'  =  -37-' 
also  wie  beim  prismatischen  Körper. 

77.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  Querschnitte  des  Balkens  sämmtlich  ähnliche 
Rechtecke  sind  von  den  Abmessungen  b  und  h  an  der  Einmauerungs- 
stelle,  61  und  Äj  am  freien  Ende,  es  sind  also  alle  Breiten  und 
Höhen  der  Querschnitte  veränderlich. 
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Auflösung.  Angenommen,  die  Verbindungslinien  der  End- 
punkte der  veränderlichen  Höhen  und  Breiten  sind  gerade  Linien, 
so  hat  man  nach  der  in  Nr.  72  gemachten  Entwicklung,  wenn  x  die 
Breite  und  y  die  Höhe  des  gefährlichen  Querschnittes  in  der  Ent- 
fernung z  vom  freien  Ende  ist: 


y  = 


i 

xh  _b,l  +  {b  —  b,)z      h^ 
h    ~  l  '  b' 


diese   Werthe    für   x    und    y  in   die   für   die   Bruchstelle    geltende 
-^  =  — ^         eingesetzt : 

qz^         ©Ä«  rhj  +  {b  —  b,)z'^^ 


qz*        ®^y' 
Gleichung    n-^s"  =  — ^         eingesetzt 


g«  _  Bh*  rb,l  +  ib  —  b,)zY 
©Ä«  [hl  +  {h'-h)zY 


^       36»/»  z^ 

dieser  Ausdruck  wird  zu  einem  Minimum,  wenn 

=-  =  Minimum 

z^ 

wird;  den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach  der 
Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 

S[M  +  {b--b,)zY(b-b,)z'-[bJ  +  {b-b,)zY.2z 

oder  beiderseits  mit  z*  multiplicirt  und  durch  [fti  ?  +  (&  —  6i)^]'« 
dividirt : 

3  (b  —  h,)  z  =  2[bJ  +  {b  —  b,)  z], 

diese  Gleichung  nach  z  aufgelöst: 


woraus 


z  =  - — -—  und  hiermit 
b  —  b^ 


,.[m  +  (^-m^J 


@Ä».276ji'(6  — 5,)' 


SbH'  /  2btl  \'  3ft'i'.46;/' 


/  2bJ_Y 
\b-b,J 
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oder 


folgt  j  man  erhält  mit  diesem  Werthe  von  q: 


=|;M|^]-,, 


'=»'=[^^^^1^^ 


es   seien   die  Zahlenwerthe :   l  =  2000'"",   6  =  180"*,   bi  =  50"", 
©  =  2,5'',  Ä  =  360"»,  Ä,  =  100»"  gegeben,  so  findet  man 

r3.360(180-50)y50.2.5_  , 

^"L  2.180  J     2000    -yöUb,Jö», 

der  ge^Qirliche  Querschnitt  ist  um  das  Stück 

2bJ         2  .  50  ■  2000       .,_.,  ^ 
'  =  -T^  =     180-50-  =  1538«/.."- 

vom  freien  Ende  entfernt;  für   den  Fall,  dass  z  in  l  übergeht,   er- 

2  b.  l 
hält  man  l  =  — — ,  woraus  b  —  bi  =  2  fcj  und  b  =  3bi   folgt ; 

wäre  z.  B.  &,  =  60,  6=180,  also  das  Verhältniss  —-  =  3  in  der 
Aufgabe  eingehalten,  so  hätte  man :  z=zl  =  2000**^,  x  =  b,i/=zh  und 

©6Ä« 


P= 


L  26  J    31  ~ 


31    ' 
wie  beim  prismatischen  Körper;  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

2^180. J3^0r_  9720-.. 
3.2000 

78.  Ein  Balken  von  der  Länge  l  ist  an  seinen  beiden  Enden 
unterstützt  und  in  der  Entfernung  a  von  dem  einen  ünterstützungs- 
punkte  durch  eine  Last  P  auf  Biegung  beansprucht;  sämmtliche 
Querschnitte  sind  ähnliche  Rechtecke  von  den  Dimensionen  b  und  ä, 
6j  und  Äi  an  den  beiden  Auflagern;  die  Endpunkte  der  veränder- 
lichen Höhen  und  Breiten  mit  einander  verbunden  ^  geben  gerade 
Linien;  man  fragt:  1)  Wo  ist  der  gefährliche  Querschnitt?  2)  Wie 
gross  ist  die  Tragkraft  des  Balkens? 

Auflösung.  Der  gefährliche  Querschnitt,  in  der  Entfernung 
z  von  dem  einen  Ende,  habe  die  Breite  x  und  die  Höhe  y,  so  ist 
das  diesen  Querschnitt  beanspruchende  biegende  Moment: 

P(l  —  a)  (S>xy* 

-2  =  — ^ — ; 


l 
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in  Nummer  72  fanden  wir 


h^l^(P  —  h,)z  hx         h      h,l  +  {b  —  b,)z 


x  = ,  y  =  ~~  = 


l  '  ^  b  b  l 

diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 

P{l  —  ä)  (Sxy*     . 

— -— z  =  — ^ —  eingesetzt : 

l  b 

-A_-Lz  =  ^^^-~\{b-\)z-^\i\  ,  oder 

SA^ [(&-^)^  +  5,Z]» 

—  6&«/^(/  — a)  *  z 

dieser  Ausdruck  wird  zu  einem  Minimum,  wenn 

-= =  Minimum 

z 

wird,  in  Nummer  72  fanden   wir,   dass   dieser  Ausdruck  zu  einem 

bA 
Minimum  wird,  wenn  z  =  — — -—  wird,  dieser  Werth  von  z  in 

N  2{b  —  \) 

die  Gleichungen  für  x  und  y  eingesetzt: 


i  12' 

h      3  6,         3ä6i 


^~  6  •     2     ""     2&   ' 
hiermit  wird: 

9     ®blh*(b  —  b,) 


P  = 


8         b^{l  —  a) 


soll   der   gefährliche  Querschnitt  im  Angriffspunkte   der  Last   sein, 
so  muss  2;  in  a  übergehen,  d.  h.  es  muss 

61  /  .  b.  h.  2  a 
sein,  woraus  -—  =  — —  = 


2[b  —  b^)  '  b  h  l  +  2a 

folgt;  es  seien  z.  B.  die  Zahlenwerthe : 
a  =  ÖOO«*",  ;  =  2000'»"',  ®  =  2,5  (d.  h.  das  Material  ist  Gusseisen), 

6,  =  50"'"»,  b=  150'"'",  h  =  300'»'^,  K  =  100"^ 
gegeben,  so  ist 

4-=A.  =  _^  =  i-,  also  .^a^öOO«-, 
b  h  /  +  2  fl  o 
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der  gefährliche   Querschnitt    ist   im   Angriffspunkte    der   Last,    die . 
Tragkraft  ist 

9  .  2,5  (50)«  (300)'  (150  —  50) 
8  .  (150)«  (2000  —  500)       ' 

P=  1875«>, 

die  Dimensionen  des  gefährlichen  Querschnittes  sind : 

3h,         3.50 


2    ~     2 

3hb,        3.300.50 


2b  2.150 


=  75««, 
==  150"^, 


pn  —  a)  &xy* 

diese  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung  „ — ^ z  =  — ^^— *' 

l  b 

eingesetzt  und  P  bestimmt,    so    erhält   man  selbstverständlich  den- 
selben Werth  wie  oben,  P=  1875^^. 

79.  Ein  Balken  von  der  Länge  l  ist  an  seinen  beiden  Enden 
unterstützt  und  auf  seiner  ganzen  Länge  gleichmässig  mit  P^^  be- 
lastet; die  Querschnitte  sind  an  allen  Stellen  der  Länge  Rechtecke 
von  constanter  Breite  h  und  veränderlicher  Höhe;  an  den  Auflagern 
sind  die  Abmessungen  der  Querschnitte  b  und  ä,  b  und  Äj,  die 
Endpunkte  der  veränderlichen  Höhen  mit  einander  verbunden,  geben 
eine  gerade  Linie;  man  fragt:  1)  Wo  ist  der  gefahrliche  Quer- 
schnitt? 2)  Wie  gross  ist  die  Tragkraft  des  Balkens? 

Auflösung.  Für  den  gefährlichen  Querschnitt  von  den  Dimen- 
sionen b  und  X  in  der  Entfernung  z  von  dem  einen  Unterstützungs- 
punkte ist  das  Biegungsmoment 

2  2  6  2^    ■        ^' 

nach    früheren   Entwicklungen   ist  x  =  — ^ — — ,    diesen 

Werth  von  x  in  die  letzte  Festigkeitsgleichung  eingesetzt: 


^    n  ^        ^t\  ___ h -■ 


^{lz-z*)  = 67^ -^  «der 


dieser  Ausdruck   soll   ein  Minimum   werden,    dies    geschieht,    wenn 


z{l  —  z) 


Minimum    wird;     den    ersten    Differential- 
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Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach  der  Variablen  z  gebildet,  gleich 
Null  gesetzt: 

2[ä,Z  +  (ä— Ä,)^](A  — Ä,)z(/— ;&)  — [ä,/  +  (ä— äO^]'(^  — 2«) 

z*  (/  —  «)•  ~®' 

oder  beiderseits  mit  dem  Nenner  multiplicirt  und  durch  [äj  i + (ä — Äj  )  0] 
dividirt : 

2  ^  (Ä  _  Ä, )  (/  —  0)  =  [ä,  /  +  (ä  —  Äi ) ;»]  (/  —  2  0) , 
die  angezeigten  Multiplicationen  ausgeführt: 

2}izl  —  'iz\l'-2l\z^'\-2z^\  = 

=  hj*+hzl  —  h,zl  —  2zhj  —  2hz*+2\z\ 

reducirt : 

2hzl  —  hzl+h^zlz=hJ\ 

hieraus  z  bestimmt: 


Kl+{h-h,) 


-5  (Ä  -f-  Äj )  =  Äi  Z  und  Z  : 


hiermit  wird 


l  '   '      h  +  h,  h  +  h. 


oder  X  =  und 


?  = 


oder 


3  = 


Zl*[hJ*{h  +  \)  —  h\l*]      ~    ^l*{hhj*+h\l*—h\l*)  ' 
^=«'  =  -31—' 


es  seien  z.  B.  die  Zahlenwerthe :  Z  =  2000™»,  6^  150~",  h=  300^, 
Ä,  =  lOO""*,  ©  =  2,5  (Material-Gusseisen)  gegeben,  so  ist  der  ge- 
föhrliche  Querschnitt  am  das  Stück 
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Kl         100.2000 


=  500^ 


Ä+Ä,       300  +  100 

von  dem  einen  UnterstQtznngspnnkte  entfernt, 

2A.A_  2.100.300  . 
^  —  Ä  4-Ä,  ~  300  4- 100  ~   ^^' 

ist  die  Höhe  des  gefährlichen  Querschnittes,  die  Tragkraft  ist: 

„_  4®^;.^.  _  4  ■  2,5  ■  150  ■  300  ■  100  _  ^^^,. 

soll  der  gefährliche  Querschnitt   in    der  Mitte   der  Lange   sein,    so 

wird  ^  =  i-  =  ^,  oder  |  =  ^,  oder  ä  +  A.  =  2ä.  und 

Äj  =  Ä,  d.  h.  der  Körper  muss  eine  prismatische  Gestalt  haben. 

80.  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Toriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
unterschiede,  dass  die  Höhe  aller  Rechteck-Querschnitte  constant 
==  h  und  die  Breite  variabel  sei,  die  Endpunkte  der  veränderlichen 
Breiten  mit  einander  verbunden,  geben  eine  gerade  Linie;  an  den 
Auflagerpunkten  sind  die  Querschnittsdimensionen  b  und  h,  b^  und  h. 

Auflösung.  Für  den  gefährlichen  Querschnitt  in  der  Ent- 
fernung z  von  dem  einen  Unterstützungspunkte  und  den  Dimen- 
sionen h  und  y  hat  man  das  Biegungsmoment: 


ql            qz* 

©Ä'y 

2'        2   -' 

6 

oder,  da  nach  Früherem 

Kl  +  {h- 
''~               l 

-6.)^ 

ist,  so  hat  man  aach: 

eh'[bj  +  {h  —  b,)z] 


2  (^^  -  '')  =  61 '  ^^'' 


^'  3l{lz  —  z*) 

dieser  Ausdruck   soll   ein  Minimum    werden,    dies   geschieht,   wenn 
bj  +  {b  —  b,)z 


Iz  —  z* 


=  Minimum  wird. 


Den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  der 
Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt,  erhält  man: 
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ih-h){lz-z^)-[bj  +  (b-b,)z](l-2z)  ^ 
(Iz  —  zy  ~ 

diese  Gleichung  nach  z  aufgelöst: 

(h  —  b,)ilz-z*)  =  [b,l  +  ih  —  b,)z](l  —  2z), 
die  angezeigten  Multiplicationen  Terrichtet: 

blz  ^bjz--  bz*  +  b,z^  =  {bj  +  bz  —  b,z)  {l  —  2z), 
=  bj^+lbz  —  lb,z  —  2zb,l  —  2z*b  +  2b,z\ 
reducirt : 

z^b  —  b^z*  +  2zbj  —  b, l*,  oder 
z^  {b  —  61)  +  2ebJ  =  b,  l\  oder 

z^  4-  7 T~  =  7*71  hieraus  ist: 

0  —  Ol        0  —  Ol 


^~  b  —  b,  ~      b  —  b,     ' 

da  hier  offenbar  nur  der  positive  Wurzelwerth   zu  gebrauchen   ist, 
so   hat   man   die  Entfernung  z  des   gefährlichen  Querschnittes   von 

dem    einen   üntersttitzungspunkte :   zz=-^ — —. 

0 Ol 


Soll  der  gefahrliche  Querschnitt  in  der  Mitte  der  Länge  sein, 

i      i^b^b  —  bi)     ,     1      VM-ii     .      ,. 

«o  muss  z=  —  =  — \ — -,  oder  ^  =  -i- —  sein ;    diese 

Jl  0  —  Ol  Z  0  —  61 

Gleichung  nach  b  aufgelöst: 

b  —  bi  =  2^bib  —  2bi,  oder 

6  +  6i  =  2  '\'67^,  quadrirt : 

6« +  2661  + 6;  =  46^6,  oder 

6>_26,6  +  6f  =  (6  — 6,)«  =  0,  also  6  — 6i  =  0, 

d.  h.  ft  =  Jj ,  dies  sagt :  Der  Körper  muss  prismatisch  sein,  wenn 
der  gefährliche  Querschnitt  in  der  Mitte  der  Länge  sein  soll.  Den 
Werth  von  z  in  die  Gleichung  fftr  y  eingesetzt: 
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q  ©Ä'y 

die  Werthe  von  y  und  z  in  die  Gleichung  ,,-^{lz  —  z^)  =  — ^ — " 

eingesetzt : 

•2  1      J-J.  (6_6.).    J-— 6       '  *^*' 

2  L      b-b~J  V  ~    b-b,   )  -        6       '  '*"*' 

J  —  J,        L  ^  —  ^1  J  3 

(6_6.).       (&-\i.6)  =  — 3— ,oder 


hieraus  ist  die  Tragkraft : 


Die  Zahlenwerthe :  6  =  144'"«,  b^  =  49*"~,  /  =  2000~"»,  h  =  300""", 
©  =  2,5  (Material :  Gusseisen)  in  die  Gleichungen  für  P  und  z 
eingesetzt : 

der  gefährliche  Querschnitt  liegt  um  das  Stück 

I0[bj-b,)  _  2000  Vl9ni4-49)  _^3g3^.^ 
*-        6-6.        -  144-49  -7^*».«* 

von  dem  einen  ünterstützungspunkte  entfernt. 
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l 
Wir   haben   oben    gesehen,    dass,   wenn   «?  =  —    werden    soll, 

i  =  fti ,  also  der  Körper  prismatisch  sein  müsse,  es  muss  daher  auch 

umgekehrt,  in  der  Gleichung  für  z^  b  =  bi   gesetzt,  2:  =  -^  werden; 

man  erhält,  wenn  man  in  der  Gleichung 

diese  unbestimmte  Form  vermeidet  man,  wenn  man  setzt: 

(V^+  V^) ^- V^T)    (Vi  +Vi^) (Vi- V^)     P+'lb,' 

hierin  b  =  bi  gesetzt,  erhält  man : 

_iV*l__L 

''"  2^b~  2' 
die  Werthe,   y  =  V^i  6    und  z  =  — -_       ^ -^^^  in  die  Gleichung : 

yr+V«, 

«ingesetzt,  erhält  man  selbstverständlich,  wie  oben : 

._p_  ®A'(V^+VM'. 

in  dieser  Gleichung  b  =  bi  gesetzt,  erhält  man,  wie   für   den  pris- 
matischen Körper  geltend  :  P  =  — ^— — . 

öl 

81.  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  sämmtliche  Querschnitte  ähnliche  Rechtecke  sind 
von  den  Dimensionen  b  und  h,  6,  und  hi  an  den  Auflagerstellen; 
die  Endpunkte  der  veränderlichen  Breiten  und  Höhen  mit  einander 
verbunden,  geben  gerade  Linien;  man  fragt  wieder:  Wo  ist  der 
gefährliche  Querschnitt  und  wie  gross  ist  die  Tragkraft  des  Balkens? 

Auflösung.  Für  den  gefährlichen  Querschnitt  von  der  Höhe 
i/  und  der  Breite  x  in  der  Entfernung  z  von  dem  einen  ünter- 
stützungspunkte  ist  das  Biegungsmonient : 

q  qz^         ®xy* 
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in  Beispiel  72  fanden  wir: 

bJ  +  (b  —  bAz 
X  = » 

l 

wegen  der  Aehnlichkeit  der  Rechtecke  ist  auch: 

die  Werthe  von  x  und  y  in  obige  Festigkeitsgleichung  eingesetzt: 

_  ®Ä>[(6  — 60^  +  ^1^' 

dieser   Ausdruck   soll   zu   einem   Minimum  werden,   dies   geschieht, 
wenn 


Iz  —  z* 


=  Minimum 


wird;  den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach  der 
Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 

S[{b  —  b,)z  +  bjy{b—b,)(lz—z*)  —  [{b--b^)z  +  b^iy{l—2z) 

{iz'-'zy  ~  * 

oder  beiderseits  mit  {Iz  —  «*)*  multiplicirt  und  durch 

[{b  —  &i)  «  +  &i  l]^  dividirt : 

S(h  —  h,)  {Iz  —  z*)  =  [{b  —  b,)z  +  b,  i\{l  —  2  z), 

diese  Gleichung  nach  z  aufgelöst: 

3blz—3bJz-^ibz'+3b,z'z=blz—b,lz  +  b,P—2bz'+2b^z'—2b^lz, 

reducirt : 

bi2^ — 6^*+2&^^  =  6lP,  oder 

2^{b^^b)  +  2blz  =  b^P,  oder 

.        2blz  b,I^      ^. 

TT = ,  hieraus  ist : 

b  —  6j  b  —  ^1 

b-b^-^\\b  —  bj        b  —  b,~  b^b. 
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oder 

b  —  b^  ~  b'-'b^  ' 

hier  ist  offenbar  nur  der  negative  Wurzelwerth  zu  gebrauchen; 
man  hat  daher  für  die  Entfernung  des  gefährlichen  Querschnittes 
von  dem  einen  ünterstützungspunkte : 

_  z(6  —  Vy— &,&  +  &;) 

^^ b  —  b, 

l 
Setzt  man  in  dieser  Gleichung  2;  =  — -,  so  erhält  man : 

2  -  jZTj;  '  <^" 

b  —  \  —  2b  —  2 Y6»  — 6.6  +  6',  oder: 

b  +  b,  =  2)b'  —  b,b  +  b^„ 
diese  Gleichung  nach  b^   aufgelöst: 

b*+2bb,  +  b\  =  4tb'  —  4b,b  +  ^b^,,  reducirt: 

J;  — 26^  +  6"  =  0,  oder 

(6  —  61)*  =  0,  somit  b  —  i^  =  0  und  Jj  ^  6; 

mit  den  Werthen  z  =  —^    &i  =  i»   wird   auch   x  =  b  und  y  =  h, 

d.  h.  soll  der  geföhrliche  Querschnitt  in  der  Mitte  der  Länge  sein, 
so  muss  der  Körper  prismatisch  sein;    setzt  man  daher  umgekehrt 

l 
in   der  Gleichung  für  «,   6  =  64 ,   so  muss  z  übergehen   in  -^ ;    in 

der  Gleichung  „g=    ^         '^ ,   ~   * — Jl_lZ"  6  =  6^  gesetzt,  erhält 

0  —  0^ 

man  2?  =  Z .  — ,  um  diese  unbestimmte  Form   zu  vermeiden,   multi- 
0 

plicire  man  im  rechten  Theile  der  Gleichung  für  z  Zähler  und 
Nenner  mit  b  +  Y^'  —  &i2^  +  &11  nian  erhält; 

■  ^  ^[(fe  +  V6'-  6.6  +  6;K6  -  W'-^.^  +  &;)]     „^^, 
(6-6.)(6+Vö'— 6.6  +  6«) 

Z(6«-6«  + 6.6-65        _  l\(i>-K  ^^^^ 


(6-6.)  (6  +V6"-6.6  +  6«)         (6-6.)  (6  +-yb«_6.6  +  6;)  '' 
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Ib, 


b  +  yb'  —  b,b  +  b\ 

hierin  b  =  b^  gesetzt : 

_      Ib      _  l 

aetzt  man  den  Werth  von  z  =  — —, j-^ ~  in  die  Glei- 
ch —  6i 

chungen  für  x  und  y  ein,  wobei  wir  uns  der  kürzeren  Bezeichnungs- 
weise  ,,Y b*  —  ii i  +  bl=  t^*"  bedienen,  so  erhält  man: 

bj  +  l{b  —  w)  h 

X  = j z=b^  +  b  —  w,  und  y  =  (6,  +  6  —  t^?)  — ; 

setzt  man   endlich   die  Werthe   von  rc,   y  und  z  in  die  Gleichung 

qz  ®xy* 

„-^  {l  —  z)  =  — -^ — "  ein,  und  behält  die  angegebene  kürzere  Be- 

zeichnungsweise  bei,  so  hat  man: 

2  •  H^  (—b  +  ^^)  =  6" (*'  +  ^  - ") V'  "^'^ 

ql*b,{b  +  w  —  b,)  _  ®h*{b^  +  b  —  wy' 
(b  +  wf  ~  36*  ' 

woraus  die  Tragkraft  des  Balkens 

(b  +  u;f®h^b  +  b,-wy 


ql  =  P= 


3b*bJ(b  +  w-bi) 

und  den  Werth  von  w='^b*  —  bib-\-bl   wieder  eingesetzt, 

p_{b  +  P'-kb  +  bf)*  (b  +  b,-p'  -^  +  ^'®h^ 

3b'b,l{b-b,  +  fb*-b,b  +  bi) 

folgt;  in  dieser  Gleichung  h  =  bi  gesetzt,  erhält  man  die  für  den 
prismatischen  Körper  von  derselben  Belastungs-  und  Unterstützangs- 
weise  geltende  Tragkraft: 

p_ib  +  bf{2b  —  b)''<Bh*      4Z>'©A'        4beh' 
~  Z.hHb  ~~Wb*r~      37     ' 

in  der  Gleichung  für  z  die  Zahlenwerthe :  b  =  150*"",  6,  =  50"*, 
/  =  2000'»"  gesetzt,  erhält  man  «  =  354,4*"". 

82.  Ein  abgestutzter  Kegel  von  der  Länge  l  und  den  Halb- 
messern Ti  und  t\  der  beiden  Grundflächen  ruht  mit  seinen  Enden 
auf  zwei  Stützen  auf  und  ist  in  der  Entfernung  o  von  dem   einen 
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Ende  durch  die  Last  P^'^  auf  Biegung  beansprucht ;  man  fragt : 
1)  Wo  ist  der  gefährliche  Querschnitt,  2)  wie  gross  ist  die  Trag- 
kraft? (Siehe  die  folgende  Figur.) 

Auflösung.  Für  die  Bruchstelle 4^ 

vom  Halbmesser  x  in  der  Entfernung  z        ^  _  ^"" 

von    dem    einen    Ende     ist    das    Bie-      ^ 

T 
P,  =  — ^— ist,  so  hat  man  auch  : 

^  l  '  '  Fig.  134. 

P(l  —  a)  ©ar'TC 

— ^^— -z  =  —  - — ;  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  scd  und 

8fnn  folgt:  ni n  :cd  =  z  .1^  und  wegen  cd  =  ri  —  r^, 

m  n  :  (r,  —  r^)  =  ^  :  Z,  woraus  m  n  =  (r,  —  r^)  — -  und 

.=:r.  +  ;;^>  =  r.  +  (r.-r.)f=('-'-^-);+-^  folgt. 
Hiermit  erhält  man: 

=  -^ p- ,  oder 

en[(r,  —  r,)z+rjY 
—  (i  —  a)l^z  •  ' 

dieser  Ausdruck  für  P  soll  ein  Minimum  werden,  dies  geschieht,  wenn 

[{r.  —  r,)z  +  rjy  , 

-= =^  =  Minimum 

z 

wird;  den  ersten  Diflferential-Quotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  der 
Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt  und  aus  der  dadurch 
erhaltenen  Gleichung  z  bestimmt  (siehe  Beispiel  32),  gibt: 

*-2(r.-r.)' 
diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung  für  P  eingesetzt,  gibt: 

27©7Eii(r,-r,) 
16  (/  —  a) 
als  Tragkraft  des  Balkens. 

Soll   die   Bruchstelle   in   der   Mitte   der  Länge   sein,    so   muss 

1  r  l  r 

-=-  =  z=^  ^r-, — ^ r  sein:  hieraus  folgt  1  = ^ —  und  r,  =  2  r,, 

2  2  (r,  —  r,)  /•,  —  r, 

Graf,  Festigkeitslehre.  21 
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oder  —  =  2,  ist  also  dieses  Verhältniss  der  Halbmesser  der  beiden 

Grundflächen  des  abgestutzten  Kegels  eingehalten,  so  wird  bei  ver- 
mehrter Belastung  der  Bruch  in  der  Mitte  erfolgen.  Soll  die  Bruch- 
stelle im  Angriffspunkte   der  Last   sein,    also  a  = «,    so  hat  man: 

r  l 
*         ,  woraus  2  a  r,  —  2  a  t\  =  f\  /, 


2(r.-r0 


^  ^    und        — 


'  2a  r,  2a 

folgt;  der  gefährliche  Querschnitt  ist  aber  bekanntlich  auch  dann 
im  Angriffspunkte  der  Last,  wenn  bei  der  vorliegenden  Belastungs- 
und Unterstützungsweise  der  Körper  prismatisch  ist;  setzt  man 
also  in  der  Gleichung 

P{1  —  a)z  ©71  r{y\  —  r;)Z'\-}\V 


r{r,-r,)z  +  rJ-^\^ 
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rj  =  rji  =  r  und  dementsprechend  auch  z  =  a^  so  erhält  man 

P{l  —  a)a  _  ©r'TC 

wie  beim  prismatischen  Körper. 

83.  Ein  abgestutzter  Kegel    von    der  Länge  l   und   den  Halb-  i 

messem  r,   und  r^  an  den  beiden  Grundflächen  ist  an  seinen  beiden 
Enden  unterstützt   und    auf  seiner  ganzen  Länge   gleichmässig   be- 
lastet, man  fragt:    1)  Wo  ist   der  gefährliche  Querschnitt?  2)  Wie  j 
gross  ist  die  Tragkraft  des  Balkens?  I 

Auflösung.  Für  die  Bruchstelle  vom  Halbmesser  x  in  der  Ent-  j 

femung  z  von  dem  einen  Ende  hat  man  das  Biegungsmoment:  | 

|.(.-.)==®|^  \ 

und  da  nach  dem  vorigen  Beispiel  | 

1 

ist,   so  hat  man  auch: 

hieraus  ist: 

_  (Stt  [('-3  — n)  +  n^]' 

^"""27«  Iz  —  z^  ' 
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dieser  Ausdruck  wird  ein  Minimum,  wenn 


Iz  —  z^ 


=  Minimum 


wird ;  den  ersten  Differential-Quotienten  dieses  Ausdruckes,  nach  der 
Variablen  z  gebildet,  gleich  Null  gesetzt: 

3[(r.-rO^  +  nZ]'(r,-rO(^^-;g')-[(r,-^,)^  +  r,Z]'(/-2^)_^ 

{Iz  —  z'Y  ~*' 

beiderseits  mit  {Iz  —  «*)*  multiplicirt  und  durch  Ur^  —  ^i)  -^  +  ^i^l' 
dividirt: 

3  (r,  —  r,){lz^z')  =  [(r.  —  r,)  z  +  r,  i\{l  —  2z\ 

die  angezeigten  Operationen  ausgeführt,  reducirt  und  die  Gleichung 
nach  der  Unbekannten  z  geordnet: 

z* : =  0,  hieraus  ist: 

r,  —  r,        r,  —  r, 

r,  —  n  —  V  \r,  —  r^J        r^  —  r^  r,  —  r^ 

oder 

"= t:^. ' 

hier   ist    offenbar   nur    der   negative   Wurzelwerth    zu    gebrauchen, 
man  erhält  also: 

z(r.-V>i-r.r.+"^), 

»•.  — »"x 

l 

setzt  man  in  dieser  Gleichang  « ^  -^,    d.    h.    die  Bruchstelle   soll 
in  der  Mitte  der  Länge  sein,  so  hat  man 

diese  Gleichung  nach  r^  oder  r,   aufgelöst,  gibt: 
r,  —  r,  =  2  (r,  —  Yr»  —  r,  r,  + /-J )  =  2  r,  —  2  )  r\—\r,r,  +  r\ , 

oder 

r,  +  ri  =  2Y^— r.r, +  t-?,  oder: 

rj  +  2  r,  rj  +  rj  =  4  rj  —  4  r,  r,  +  4  rj ,  hieraus  ist 


21* 
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6nr,  =  3rl  +  3ri  und  /^  —  2r,n  +  rf  =  0,  oder 
(r,  —  i\f  =  0,  also  f\  —  Ti  =  0  und  r,  =  r,, 

d.  h. :  Soll  die  Bruchstelle  in  der  Mitte  der  Länge  sein,  so  muss 
der  Körper  prismatisch  sein,  da  die  Rechnung  zeigt,  dass  der  Kegel 
in  einen  Cylinder  übergeht;    man   muss    daher  auch,  wenn  man  in 

der   Gleichung   für  ^,  r,  =  7\  setzt,  erhalten :    z  = —,    diese   Sub- 

stitution  durchgeführt,  erhält  man :  z  =  l .  —,  um  diese  unbestimmte 

0 

Form  zu  vermeiden,  multipliciren  wir  Zähler  und  Nenner  des  rechten 
Theiles  der  Gleichung  für  z  mit  r,  -f-  Y  r J  —  »*«  ^i  +  »"i ;  man  erhält : 

,^   K^.-V^.-^.n  +  ^)(r«+K-r,r,  +  ^     oder 


(r.-r,)  (ra+V^'J-r.n+r?)         (r.-r,)  (r.  +  V^« - ^« r,  +  rj)  ' 

z  = ,  , 

l 
setzt  man  hier  r^  =  ri,  so  erhält  man  z  =  -^',  setzt  man  den  Werth 

von  2:  :^  -^ in   die  Gleichung   für  x  em,   so 

r^  —  ri 
hat  man  : 

die  Werthe  von  j-  und  ^  in  die  Gleichung  „-^  (^  —  z)=.  — j — " 
eingesetzt,  gibt: 

2      r. 


=  -T-  (^«  +  n  —  V*"?  —  ^»n  +  »1 )'' 


oder  der  Abkürzung  wegen  die  Wurzelgrösse   yrj  —  rjri  +  rj  =  tt> 
gesetzt : 

qh\      y^lr^  +  lw  —  lrj\         (Btz  .,       , 
( i )  =  -H-  (^8  +  n  —  M^)',  oder 
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-7^  (r,  +  <r  —  )\)  =  — ^—  (r,  +  t\  —  /r)^  hieraus  ist 


(r,  +  t^)* 


ql  =  P  = 


Bnir^  +  r,  —  w-')'  (^a  +  tc)* 


setzt  man  hierin  r^  =  ri,  d.  h.  lässt  man  den  Kegel  in  einen  Cy- 
linder  übergehen ,  so  erhält  man : 

©7r(r)«(2r)'  _   2©7:r« 

d.  i.  aber  derselbe  Ausdruck  für  P,  der  für  den  prismatischen  Körper 
gilt,  der  an  seinen  beiden  Enden  unterstützt  und  auf  seiner  ganzen 
Länge  gleichmässig  belastet  ist. 

84.  Es  sind  die  Festigkeitsdimensionen  eines  gusseisernen 
gleicharmigen  Balanciers  für  eine  ßOpferdekräftige  Dampfmaschine 
nach  folgenden  Angaben  zu  berechnen:  Die  den  Balancier  auf' Bie- 
gung beanspruchende  Kraft  in  der  Kolbenstange  ist  F=  7234^^, 
die  ganze  Länge  des  Balanciers  ist  2-^1  =  3,6*",  der  Querschnitt 
ist  Doppel-T-förmig  mit  in  der  Mitte  der  Höhe  horizontal  ange- 
setzten Rippen.  (Siehe  die  folgende  Figur.) 


Fig.  135. 

Auflösung.  Die  Arme  eines  Balanciers  sind  als  zwei  Balken 
anzusehen,  von  denen  jeder  an  einem  Ende  eingemauert  und  am 
anderen  Ende  durch  eine  Kraft  P  auf  Biegung  beansprucht  wird; 
die  Einmauerungsstelle  ist  der  Drehpunkt  des  Hebels  (Balanciers). 
Da  der  Balancier  als  ein  iCörper  von  der  Form  der  gleichen  Festig- 
keit leicht  hergestellt  werden  kann,  so  begrenzt  man  das  Längen- 
profil jedes  der  beiden  Arme  bekanntlich  durch  Parabelbögen.  Wir 
berechnen  zuerst  den  Querschnitt  des  Balanciers  in  der  Mitte  seiner 
Länge  und  nehmen  vorläufig  an,  als  ob  dieser  Querschnitt  ein  mas- 
sives Rechteck  wäre,  und  setzen  den  Querschnittsmodul  desselben 
gleich  dem  Querschnittsmodul  des  Doppel-T-förmigen  Querschnittes, 
mit  Hinweglassung  der  in  der  Mitte  der  Höhe  befindlicher;  horizon- 
talen Rippen,  da  diese,  weil  in  der  Nähe  der  neutralen  Faserschichte 


Digiti 


zedby  Google 


326 

gelegen,  ohnehin  nur  sehr  wenig  zar  Tragkraft  des  Balanciere  bei- 
tragen. Die  Dimensionen  des  Rechteckes  seien  &,  and  h,  man  hat 
somit  die  Gleichung: 

M*  _  1  f  Bh^—{B  —  b){h  —  2cy 


L  Ä  J' 


im  rechten   Theile    dieser   Gleichung    die    angezeigten   Operationen 
verrichtet  und  b^  bestimmt: 

bo  = ^^ — ~ --,  oder 

Bh*—Bh'^+bh''+6Bh^c—6bh^c—12Bhc*+12bhc'+8Bc'—8bc' 
K  = j^, , 

im   rechten  Theile    der  Gleichung    die  Division   mit  Ä*  ausgeführt: 

+  sb(1)'-8.(9', 

beiderseits  durch  b  dividirt: 


b 


--a)'-<i)(0"-KO' 

die    zwei    letzten    Glieder    des    rechten    Theiles    dieser    Gleichung, 
nämlich  81-^-)  (t-/  —  ^\T/   ®^^^  ®®^'  klein,  weil  die  Fac- 

toren  1  -r-  I  sehr  kleine  Grössen   sind,    überdies    heben    sich   diese 

beiden  Glieder  zum  Theil  auf,    man  kann  sie  daher  wegen  Verein- 
fachung der  zu  erzielenden  Formel  vernachlässigen  und  schreiben: 

^='+(t-0[KO--(0> 
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setzt   man    das   zweite   Glied   des    rechten   Theiles   der  Abkürzung 
wegen  =a,  so  ist 


-^  =  1  -f-  a,  woraus  b  = 


b  '      '  1  H-  a 

folgt,  wobei  also 

ist;    in    dieser   Formel   muss    man    allerdings    für    die  Verhältnisse 

c  B 

—  und  -r-  passende,    der    praktischen    Ausführung    entsprechende 

h  0 

Werthe   annehmen.    Wir   berechnen   zunächst    die   Dimensionen   h^ 

und  h  des  Rechteckes,    indem  wir  h  nach   der  empirischen  Formel 

2 

„Ä  =  -^  -4*'  nehmen,  wobei  A  die  Armlänge  des  Balanciers  bedeutet, 

2 

somit  ist  Ä  = -=- .  180=  72^"*;    aus  der  Festigkeitsgleichung 
o 


,^PA  =  — ^ — "  findet  man :  h^  =    ^   ,  ,  oder 


,         6  .  7234  .  180        _- 
"~      200.(72)»     ~         ' 

^  1  /?  1 

setzen  wir  --  =  77^,  -^  =  2,5,  so  findet  man  :  - — ; —  =  0.67  und 
h        lo     0  1  +  a 

b  =  0,67  Jo  =  0,67  .  7,5  =  ö^*",  hiermit  erhält  man 

'-16-16-^'^    ' 

B  =  2,5  .  5  =  12,5^,  die  gefundenen  Werthe  sind  also :  b  =  ÖO*""*, 
c  =  45*"'",  B  =  125*"'",  h  =  720'"*** ;  die  horizontale  Mittelrippe 
erhält  auch  die  Gesammtbreite  B  =  125*"*",  oder  etwas  weniger, 
etwa  1 15*"*"  und  die  Dicke  c  =  45*"*" ;  sie  dient  nur  zur  Ver- 
grösserung  der  Steifheit  (Starrheit)  des  Balanciers. 

Die  Höhe  ä,  des  Balanciers    am   Ende  würde,    weil   in   diesem 

Punkte  das  Biegungsmoment  =  0  ist,  auch  =  0  werden,  allein  die 

in   diesem  Punkte    auftretende    lothrechte    Schubkraft   P  ruft   eine 

SP 
Schubspannung  ®  =  ö-^-t"   hervor,    wenn    B   u.M  ä,   die   Dimen- 

sionen  des  massiven  Rechteckes  im  Punkte  C  sind;  aus  dieser 
Formel  erhält  man  zwar 

,  3P       ,     ,  3  ■  7234 

^=21®'  '^''  ''=2.12,5.200  =  ^'^^    ' 
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da  man  aber  durch  das  Balancier-Ende  (Kopf  des  Balanciere)  einen 
Doppelzapfen  hindurchstecken  muss,  an  dem  andere  Theile  an- 
greifen, so  folgt  daraus,  dass  die  Höhe  h^  des  Balanciere  am  Ende 
aus  dem  Durchmesser  d^  des  durchgesteckten  Zapfens  bestimmt 
werden  muss.  Da  sich  die  Kraft  P  beim  Doppelzapfen  auf  beide 
Zapfen  vertheilt,  so  ist  die  Dicke  d^  eines  dieser  Zapfen  nach  der 
in  Beispiel  4  entwickelten  Formel: 


..=  M3V4  =  U8Vli=' 


(die  erlaubte  Faserspannung  pro  Quadratmillimeter  Querschnitt  ist 
hier  mit  ©  =  6*^^  angenommen),  nehmen  wir  die  Dicke  d^  des  im 
Balancierkopf  festsitzenden  Zapfentheiles  aus  praktischen  Gründen 
(/j  =  76*""»  an,  so  ergibt  sich  die  Höhe  hy  nach  der  empirischen 
Formel  „ä»  =  2  cZ,  +  (/, "  mit  A.  =  2 .  68  +  76  =  212"»'».  Es  erübrigt 
noch,  die  Schwingungsaxe  des  Balanciers  zu  berechnen;  diese  ist 
eine  gleichschenkelige  einfach  tragende  Axe,  deren  Länge  aus  con- 
structiven  Rücksichten  oder  nach  einer  empirischen  Formel  mit 
l  =  750"""  zwischen  den  Zapfenmitteln  angenommen  werde.  Die  von 
der  Axe  zu  tragende  Last  besteht  aus  den  an  den  Enden  des 
Balanciers  angreifenden  Kräften  P  und  P,  also  zusammen  2  P,  und 
dem  Gewichte  G  des  Balanciers;  dieses  letztere  bestimmt  sich  an- 
nähernd aus  der  empirischen  Formel : 

G^ff  =  0,076^«  .  PAV  =  0,076  .  1,8  .  7234  =  989,6*>, 

oder  abgerundet  G  =  990*^^ ,  hiermit  wird  die  ganze  von  der  Axe 
zu   tragende   Last  :Q  =  2P+Gz=z2.  7234  +  900  =  15458*>. 


■I 


*-^H 


L..... 


Fig.  136. 


Die  Dicke  D^  des  Axkopfes    (siehe   Fig.   136)   erhält   man   aus   der 

Ql         ©t: 
Festigkeitsformel :  -j-  =  2>J ,  mit 


"■^m-i 


8  .  15458  .  750 


=  135" », 


12  . 3,14 

hierbei  ist  vorausgesetzt,  dass  die  Axe  aus  Gassstahl  ist ;  der  Durch- 
messer (7,  der  beiden  Endzapfen  wird  (siehe  Beispiel  4): 

l'V 


^.=ä.^«v^a)' 
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wir  setzen  hier  -^=1,4,  ©  =  12  und  erhalten: 

^^^^     14=68- 


^.  =  2,26^ 


12 

die  Länge  l^  wird  also:  /j  =  1,4  •  68  =  95'"'^;  jeder  der  beiden 
Axschenkel  erhält  die  Form  eines  abgestumpften  Kegels,  dessen 
grösserer  Durchmesser  D  (Schenkeldicke  an  den  Enden  des  Axkopfes) 

aus  der  in  Beispiel  15  entwickelten  Formel  „y  =  DA^ — **  sich  wie 

folgt  findet: 

l  —  L 
Es  ist  hier  y  =  D,  x  =  — ~ — ,  wobei  L  die  Länge    des  Ax- 
kopfes bedeutet,  die  wir  hier  mit  L  =  SÖO"**"  annehmen,  die  Naben- 
.länge  des  Balanciers   sei   mit  L^  =  SlO"**"  angenommen,    ferner  ist 

ff,  =  -^  =     ci     =  375'**'" ;  hiermit  erhält  man : 


l  —  L 


D=D, 


-'>.f^=i>4 


750  —  350 


_f_  ')      l  Y        750 

2 


Z)=135y-p^=  109,48'"'«  und  abgerundet  i)=110'""«; 

der  Durchmesser  D,  des  dünneren  Endes  des  Axschenkels  (da  wo 
sich  der  Zapfen  an  denselben  anschliesst)  ist  um  die  doppelte  An- 
laufhöhe des  Zapfens  grösser,  als  der  Zapfendurchmesser  selbst.  Die 
Anlaufhöhe  des  Zapfens  wird  nach  der  empirischen  Formel 

„^  =  3"»'»  +  0,07  d/'  =  3  -+-  0,07  .  68  =  7  V*"**", 

hiermit  erhält  man  A  =  (/^  -f-  2e  =  68  +  2  .  7 V*  =  83  V,«'". 

85.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  der  gusseiserne  Balancier  durch  zwei  Blech- 
schilde ersetzt  werden  soll. 

Auflösung.  Wir  nehmen  wieder  die  Höhe  h  des  Balanciers 
in  der  Mitte  mit  h  =  720"""  an  und  erhalten,  den  vollen  Rechteck- 
Querschnitt  vorausgesetzt,  aus  der  Festigkeitsgleichung 

"■^^-      6       •         ''-  ®Ä»  '  "'*''  "-     500.(72)«**    • 

wir  nehmen  also  zwei  Blechschilde,  jedes  aus  Schmiedeisenplatten 
von  lö"*"*  Dicke  gebildet,    und   verbinden  die  Schilde  mit  einander 
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theils  durch  die  dazwischengesteckten  gusseisernen  und  vernieteten 
Nüsse,  welche  die  Axe  und  die  Endzapfen  aufnehmen,  und  theils 
durch  einige  kurze  Doppel  -T-  Stücke  oder  auf  andere  Weise  zwischen 
den  Endzapfen  und  der  Axe  des  Balanciers;  die  übrigen  Dimen- 
sionen bleiben  dieselben,  wie  im  vorigen  Beispiele. 

86.  Für  eine  Wasserhaltungsmaschine  von  circa  300  Pferde- 
kräften sind  die  Festigkeitsdimensionen  eines  schmiedeisemen,  gleich- 
armigen Balanciers  von  kastenförmigem  Querschnitte  nach  folgenden 

Angaben  zu  berechnen :  Die  Armlänge  A 
des  Balanciers  ist  ^  =  ö,!"*,  die  den 
Balancier  auf  Biegung  beanspruchende 
Kraft  in  der  Kolbenstange  ist  rund 
P=  32000*^'',  Schwingungsaxe  und  Zapfen 
sind  aus  Gussstahl.  (Siehe  Fig.  137 
und  138.) 


Fig.  138. 


Auflösung.  Mit  Rücksicht  auf  die  im  Beispiel  84  gemachte 
mathematische  Entwicklung  machen  wir  folgende  Annahmen:  die 
Höhe  h  des  Balanciers  in  der  Mitte  nehmen  wir :  h  =  1650""",  d.  i. 

also  etwas  kleiner,  als  man  nach  der  empirischen  Formel  „A  =  — " 

o 

H  h 

erhalten  würde,   -y-  =  8,  —  =  50 ;    aus    der   Festigkeitsgleichung 

0   ,  c 


„PA: 


@  b  h* 

"  -",  (wobei  ein  voller  Rechteck-Querschnitt  vorausgesetzt 


6 


ist)  erhält  man: 


6  PA        6  .  32000 .  510 


=  7,2' 


'"    ®h*  ~     500.(165)' 

die  Werthe  für  -j-,   —  und   b^  in    die    in   Beispiel  84  entwickelte 
b      c 

Gleichung : 
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'+KO['-<f)](l-0 

eingesetzt,  erhält  man  b  =  0,56  b^  =  0,56  .  7,2  =  4^,  die  zwei 
verticalen  Stege  des  Balanciers  werden  daher  je  aus  zwei  auf  ein- 
ander genieteten  Plattenreihen  von  lO*"*"  Plattendicke  gebildet  u.  zw. 
80,  dass  die  Stossfugen  der  einen  Schichte  die  Stossfugen  der  an- 
deren Schichte  rechtwinklig  kreuzen,  d.  h.  also  die  Stossfugen 
beider  Schichten  um  90°  gegen  einander  versetzt  sind,  wodurch 
eine  möglichst  grosse  Starrheit  des  Balanciers  (eine  nothwendige 
Eigenschaft    neben    der  genügenden   Festigkeit)   erzielt   wird.     Die 

Dicke  c  der  horizontalen  Gurtungen  wird :  c  =  ^^=    -^    =  33**"*, 

50         OÜ 

es  werden  also  diese  Gurtungen  aus  je  drei  Platten  von  k  II*"*" 
Dicke  gebildet,  welche  nach  den  Regeln  des  Maschinenbaues  mit 
einander  vernietet  und  mit  den  verticalen  Stegen  durch  Winkel- 
eisen verbunden  werden.  Die  Breite  B  der  Gurtungen,  exclusive 
jener  Theile,  welche  wegen  der  Vernietung  mit  dem  Winkeleisen 
zugegeben  werden  müssen,  wird  ^  =  8  J  =  8  .4:=32^;  die  Winkel- 
eisen wurden  hier  bei  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen  zu 
Gunsten  der  Festigkeit  und  Starrheit  des  Balanciers  nicht  berück- 
sichtigt. Die  Durchmesser  d^  der  Doppelzapfen  an  den  Enden  er- 
geben sich  mit: 


die  Höhe  des  Balanciers  am  Ende,  dort  wo  der  Zapfen  durchgesteckt 
wird,  ergibt  sich  nicht  aus  einer  Festigkeitsgleichung,  sondern  aus 
constructiven  Rücksichten  nach  einer  empirischen  Formel  des  Ma- 
schinenbaues, ähnlich  wie  in  Beispiel  84  und  unter  gleichzeitiger 
Berücksichtigung  des  Umstandes,  dass  das  Längenprofil  des  Balancier- 
armes eine  ansprechende,  geschmackvolle  Form  erhalte.  Nimmt  man 
den  mittleren  Theil  des  Endzapfens  mit  107*"*"  Durchmesser  an,  so 
wird  sich  die  Höhe  h^  des  Balancier-Querschnittes,  gemessen  in  der 
durch  die  Zapfenaxe  gelegten  Verticalebene,  mit  ungefähr  321*"*" 
ergeben. 

Der  Durchmesser   Dq   des   Axkopfes   der  Schwingungsaxe   wird 
erhalten  aus  der  Gleichung: 


(BTZl>t 


Die   von   der   Axe   zu   tragende   Last  Q   setzt   sich   zusammen 
aus  den  zwei  Kräften  P,  P,  an  den  Enden  des  Balanciers  wirkend, 
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und  dem  Gewichte  G  des  Balanciers :  ö  =  0,076  P-^;  es  ist  ange- 
nähert (?  =  0,076.  32000.  5,1  =  12405^^  die  Länge  l  der  Axe 
zwischen  den  Zapfenmitteln  nehmen  wir :  l  =  1400^***,  die  Belastung 
der  Axe  ist :  Q  =  2. 32000  +  12403  =  76403^^ ,  hiermit  ergibt  sich : 


D.=  f 


8  .  76403  .  1400  _ 

127344        -^^^    ■ 


Axe  und  Endzapfen  werden  aus  Gussstahl   vorausgesetzt.    Der 
Durchmesser  d  der  Zapfen  der  Axe  wird: 


^  =  2'26Vi(7)  =  '''^V 


/  76403     ^^ 

-  =  150,7««". 


12 

Die  Nabenlänge  L^  des  Balanciers  nehmen  wir: 

L,  =z  0,4  h  =  0,4  .  1650  =  660'"'", 

die  Länge  L  des  Axkopfes  nehmen  wir  mit  L  =  720'""*.  hiermit 
ergibt  sich  der  Durchmesser  D  des  dickeren  Endes  des  Axschenkels 
mittelst  der  in  Beispiel  84  gebrauchten  Formel: 

i,=  i,.fIEi  =  28of^I^  =  222... 

87.  Bei  einer  horizontalen  Dampfmaschine  sei  der  in  der 
Kolbenstange  wirkende  Druck  P=  7300*^;  es  sind  die  Querschnitts- 
dimensionen zweier  schmiedeiserner  Führungsschienen  des  Kreuz- 
kopfes nach  folgenden  Angaben  zu  berechnen:    Die  Entfernung  der 

Befestigungspunkte  einer  Führungs- 
schiene von  einander  sei  l  =  124^, 
die  Länge  Lj  der  Maschinenkurbel 
sei:  Z/,  =  45*^*",  die  Länge  L,  der 
Schubstange :  Lg  =  225*^,  der  Quer- 
schnitt einer  Schiene  sei  ein  Rechteck 
P'?-  13^-  von  den  Dimensionen  b  und  ä. 

Auflösung.  Die,  eine  Führungsschiene  biegende  Kraft  ist  der 
Normaldruck    P^  =  P  tag  a,    wenn    a   der    grösste   Ausschlagwinkel 
der  Schubstange  ist.  (Siehe  Fig.   139.) 
Aus  der  Figur  ist  ersichtlich : 

T  Af\  1 

tag  a  =  -^  =  225  =  5-.  also  P,  =  0,2P=  0,2  .  7300  =  1460*>. 

Obzwar  die  grösste,  die  Schiene  biegende  Kraft  beim  grössten  Aus- 
schlagwinkel der  Schubstange  nicht  in  der  Mitte  der  Länge  der 
Schiene  angreift,  so  nehmen  wir  doch  der  Einfachheit  wegen  an,  als 
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ob  die  Schiene  als  ein  an  beiden  Enden  unterstützter,  prismatischer 
Körper  in  der  Mitte  seiner  Länge  belastet  würde  und  haben  daher 

die  Festigkeitsformel  „— ^  =  — - — "  zu  gebrauchen;     hieraus  ist 


i/  3PA/ 


Die  Breite  b  der  Schiene,  resp.  der  Gleitfläche  ergibt  sich  aus 

p 
der  empirischen  Formel  für  die  Grösse  der  Gleitfläche:  bl^  =  ttt^» 

ü,Uo 

wobei    angenommen    wird,    dass    der  Druck    auf  die  Flächeneinheit 
(Quadrat-Millimeter)  0,06*'^  betrage,  es  ist  also 

U60_ 
^"~  0,06  —  ^^^^^' 

wobei  /j  die  Länge  der  Gleitfläche  bedeutet;  nehmen  wir  femer  das 
Verhältniss  4- =  2  an,  so  gibt  dies:  i  .  2  J  ==  26"=  24333,  hier- 


aus ist  b  =  Y 12166  =  110"^  (abgerundet),  hiermit  wird 

^,  =  26  =  2.110  =  220'"^ 

setzt  man  nun  die  Werthe:    P==7300,    L,  =  45^,    L,  =  225^, 
/=124«",    Ä  =  1P^    ©  =  400    in    die    Formel    für    h    ein,    so 

Jn  1       1/3773007457124        .  .^^.         ,     ,  _ 

erhalt    man  :    h  =  \^ "9    ac\(\    99^ — TT  ^^  ^ß^'    >  ^^^  abgerundet 

Ä  =  47'"'";    würden  statt  zwei  Führungsschienen   vier   angewendet, 
80  wäre  die  Höhe  A,  einer  Führungsschiene: 


Ä  =  47  y-^  =  47  .  0,7  =  32,9  und  abgerundet  h^  = 


33" 


Stecken  die  Gleitbacken  zu  den  Führungsschienen  auf  Zapfen 
vom  Durchmesser  d  und  der  Länge  l  (Verlängerungen  des  Kreuz- 
kopfbolzens), so  ist  dieser  Durchmesser  d  ebenfalls  aus  dem  Normal- 
druck P,  =  1460*^  zu  berechnen,  von  welcher  Kraft  auf  jeden  der 
beiden  Zapfen  die  Hälfte  kommt;  man  hat  also  zur  Berechnung 
dieses  Zapfens  die  Festigkeitsformel : 


y  •  2  =  -3"2-'  "'"'^^'  T Kä)  =  -^2-  "^^ 


-yso) 
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l 
folgt ;     nimmt    man    hier    —  =  2,5    und    setzt    die    Zahlenwerthe 

d 

P,=  1460,  ®=400  ein,  so  ist: 


-f. 


, ,   8  .  1460      ^  . 
'^=V  400:3:14.  2,5  =  4,8- 


da  aber  im  vorliegenden  Falle   die  Länge  l  des  Zapfens  gleich  der 

Breite  der  Gleitfläclre  b  =  HO"**"  zu  nehmen  ist,  so  berechnet  sich 

PA        ^Tzd* 
der  Durchmesser  d  direct  aus  der  Formel  „— j—  =  — 7^ — *'  niit 

4  62 


d—\fI^—i[II±^^L.!±.—4ic^ 

'^-  V   ©71   —  V    40^    ^^^     ~^'^ 


1460 .  11 
400.3,14 

also  nahezu  derselbe  Werth  wie  oben 


Das  Mittelstück  des  Kreuzkopfzapfens  wird  aber  auch  durch 
den  Normaldruck  P^  auf  Biegung  beansprucht  und  berechnet  sich 
der  Durchmesser  D  dieses  Mittelstückes  aus  der  Gleichung: 

P,e  _  ©TcD» 
~2~~~32~' 

wenn  e  die  Entfernung  von  der  Mitte  des  Kreuzkopfzapfens  bis  zur 

Mitte  des  Gleitbackenzapfens  bedeutet.  Die  Werthe  der  Spannung  © 

aus  dieser  Gleichung  und  der  für  den  Gleitbackenzapfen  geltenden 

P,l  &TZd^ 

Gleichung :  —j-  =  — 09 — »  einander  gleich  gesetzt,  gibt : 

8PJ         16P,e     ^. 

@  = -—  = =-—,  hieraus  ist 

TZd*  7CD" 

es  werde  e  =  IßO*™"  angenommen,  so  ist 


D  =  48}f- 


'■'''   =69,12- 


160 

und  abgerundet  D  =  70*"*" ;  die  Länge  dieses  Zapfens  wird 

lV,i)=lV,  .70=105'""* 
genommen. 

88.  Für  eine  hydraulische  Presse,  welche  einen  Druck  von 
P  =180000**'  ausüben  soll,  sind  die  Querschnittsdimensionen  der 
Presskopfplatte,    die    den   ganzen  Druck  P  aufzunehmen   hat,    nach 
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folgenden  Angaben  zu  berechnen:  Die  Länge  der  Platte  zwischen 
den  Befestigungsschrauben  sei  l  =  80"",  der  Querschnitt  der  Platte 
ist  aus  nachstehender  Figur  ersichtlich. 

Auflösung.  Wir  denken  uns  die  drei  verticalen  Rippen  des 
Querschnittes  zu  einer  einzigen  Rippe  in  der  Mitte  der  Breite  ver- 
einigt   und    erhalten     dadurch 

den    einfachen    T- Querschnitt ;  Schnitt  aß 

die  übrigen  Rippen  (Neben- 
rippen) zur  Verbindung  der 
drei  Hauptrippen  lassen  wir  in 
der  Rechnung  unberücksichtigt. 
Die  Presskopfplatte  kann  als  ein 
prismatischer  Balken  angesehen 
werden,  der  an  seinen  beiden  Enden  unterstützt  und  auf  seiner 
ganzen  Länge  gleichmässig  belastet  ist.  Man  hat  daher  die  Festig- 

Pl 

keitsformel  „—5—**  =  &Z  anzuwenden.  Das  Trägheits- 

k 


Fig.  140. 


8 


moment  des  T- Querschnittes  ist: 

(siehe  nebenstehende  Figur),  oder 

die  Entfernung  c,  der  horizontalen  Schweraxe  von  der  ünterkante 
des  T- Querschnittes  ist: 

2[6ä-(J-J.)ä.]' 

da  man  hier  zwei  verschiedene  Querschnittsmoduli,  nämlich  Zi  =  — 

J 
und  Z^  =  —  erhält,  so  ist  es  am  zweckmässigsten,  um  das  Mate- 

rial  gut  auszunützen,  den  Querschnitt  als  einen  Querschnitt 
von  gl  eich  erFestigkeit  zu  berechnen.  Nach  der  in  Beispiel  38 
angegebenen  Methode  der  Berechnung  der  Querschnitte  gleicher  Festig- 
keit nehmen  wir  die  ganze  Höhe  h  gleich  einem  Vielfachen  der 
Dicke  des  verticalen  Steges,  da  aber  im  vorliegenden  Falle  die  Dicke 
des  letzteren  voraussichtlich  bedeutend  stärker  ausfallen  wird,  als 
die  Dicke  der  horizontalen  Platte,  so  nehmen  wir  an,  die  Dicke  der 
letzteren  sei  J,,  die  Dicke  des  verticalen  Steges  sei  2ii  und  Ä  =  2ni,, 
die  Breite  b  der  horizontalen  Flantsche  sei  unbekannt.  Nach  der 
Schwerpunktslehre  ist.  bekanntlich  das  Product  aus  der  Querschnitts- 
fläche F  und  der  Entfernung  c^  ihres  Schwerpunktes  von  einer  Ge- 
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raden  (hier  die  untere  Kante  der  horizontalen  Flantsche)  gleich  der 
Summe  der  Producte  aus  den  einzelnen  Flächentheilen  /,,/t .  .  .  des 
Querschnittes,  in  die  Entfernungen  d,,  rf,  .  .  .  der  Schwerpunkte  jener 
Flächentheile  von  derselben  Geraden;  nach  diesem  Satze  hat  man 
die  Gleichung: 

jPcj  =/, (f,  4-/arfs5  hierbei  ist: 

/,  =  hh^,  /,  =  2h,  {2nb,—  b,)  =  26? (2 w  —  1), 

6,     ^         2nb,  —  b,         ,         2nb,  —  b^  +  2b, 
(7,=  -,  d,  = g +  b,  = = 

diese  Werthe  in  die  obige  Schwerpunktsgleichung  eingesetzt: 
[66.  +  26J(2«-l)]lj^  =  i|l  +  j;(4»«-l), 

diese  Gleichung  ist  nach  b  aufzulösen.  Von  den  Nennern  befreit 
und  geordnet: 

inb\b  +  8bln(2n—l)  =  3  bb]  +  66?  (4  «» —  1),  oder 

b(Anb\  —  3b\)  =  6b*{An*—l)  —  8b\n{2n  —  1),  hieraus  ist 

26;(2n-l)[3(2n  +  l)-4n]        26.  (2n- l)(2n  +  3) 
6?  (4  «  —  3)  "~  4n— 3 

2^(4n'  +  4n-3)  /     4n»  X 

4»-3  -^'''V4«-3  +V- 

Setzt  man  diesen  Werth  von  b  in  die  Formel  für  das  Trägheitsmoment 

ein,  wobei  im  vorliegenden  Falle 
2  nbi         4  w  J, 

^,——3—,  C,_— g— , 

ferner  statt  i,  der  Werth  2  b^  (Dicke  des  ver- 

2 

ticalen   Steges), /= -^  wi^  —  6,,  und  6,= 

b  —  2bi  zu  setzen  ist  (siehe  nebenstehende 
Figur),  und  bedient  man  sich  ferner  der  Vereinfachung  der  Rech- 
nungjwegen  der  abgekürzten  Bezeichnung: 

4  w"  2  n 

4^^_3  =«.  -3-  =  ?'  ^^'^  ft  =  2i.(a+l). 


-,  oder 
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so  erhält  man : 

b*  herausgehoben  and  innerhalb  der  Klammer  reducirt: 

J=  -^  [2  §»  (a  +  1)  +  16  ß'  -  2  a  (ß  -  1)»],  oder 

die  Werthe  von  a  und  ^  wieder  eingesetzt: 

26?  rSn'  /      4n'  X  4«'      ^2n  X«"! 

die  innerhalb  der  äusseren  Klammer   angezeigten  Operationen    aus- 
geführt und  sodann  reducirt: 

2bt  fA32n*  —  4S2fi*+  108  w«"]  _ 


(4  n'  —  4  H  +  1),  oder 


3     L  27(4n  — 3) 


"  3(4«  — 3) 

hiermit  ergibt  sich: 

_         8JJm'(2»  — !)•      2nb,         4ni;(2«  — 1)' 

^'  =        3(4«-3r"  ''  ~3—  = ITT^Ts ''°*i 

8 ^>? «« (2 w  —  1)'      4;)i!>.  _  2b\»{2n—iy 
^~       3(4»»  — 3)        ■      3      ~         4n  — 3         ' 

nun  ist  es  gleichgiltig,  ob  man  3f  =  @,  ^,   oder  if  =  @,  ^  setzt, 
weil  @,  Z,  =  @,  Z,  ist  (siehe  Beispiel  37) ;  setzen  wir 

@..4n&;(2«-l)' 

^-®«'^«- 4^r=:3 • 

SO  ist  hieraus 


Vr"(4-n-3)J/ 
'~V4n(2n— 1)«®.  ' 


wir  nehmen  hier  n  =  2  an  und  setzen  die  Zahlenwerthe : 

3f=4i  =  i«2000_.^_  1800000, 
®j  =  250*^^  per  Quadratcentimeter  ein,  man  erhält : 

Graf,  Festigkeitslehre.  22 
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1800000 


&.=lj/- 


8 . 9  .  250 


=  7,937"» 


und  abgerundet  6,  =  8'*",  hiermit  wird  die  Dicke  des  verticalen 
Steges  2i.  =  16'-'»,  die  Höhe  /»  =  2«6,  =  2  .  2  .  8  =32«",  die 
Breite  der  Platte  wird: 

^  =  2^(4^  +  l)  =  2.8(jA4!_  +  i)  =  67,2-. 

Die  Dicke    des  verticalen  Steges,    2  6^  =  16"",    zertheilen    wir 

in  die  drei  einander  gleichen  Dicken    der  drei  verticalen  Stege  der 

Presskopfplatte   und   erhalten    daher   die  Dicke    einer   der  drei  ver- 

160 
tical«n  Stege      —-— =  SS^'g*""*,  da  es  bekanntlich  erlaubt  ist,  Quer- 
ab 

schnittstheile  in  horizontalem  Sinne  zu  verschieben,  ohne  den  Werth 
des  ganzen  Querschnittsmoduls  zu  ändern. 

Eine  andere  Methode,  die  Querschnittsdimensionen  des  T-  Quer- 
schnittes auszurechnen,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  der  Querschnitt 
die  Form  der  gleichen  Festigkeit  hat,  oder  nicht,  ist  die,  dass 
man  die  Dimensionen  probeweise  annimmt,  sie  in  die  Formel  für  Z 
einsetzt  und  zusieht,  ob  die  Gleichung  ,,Af  =  ©-^'  erfüllt  wird,  wo- 
bei es,  abgesehen  vom  Materialverbrauch,  selbstverständlich  nichts 
schadet,  wenn  @Z  grösser  als  M  ausfällt. 

89.  Eine  dreieckförmige  Blattfeder  aus  gehärtetem  feinen  Feder- 
stahl wird  zur  Ausübung  einer  Zugkraft  von  P=  12*^  benutzt, 
zur  Rückbewegung  eines  Schiebers  oder  einer  Klappe  oder  dergl. 
zum  Behufe  des  Verschlusses  einer  OefiPnung;  es  sind  die  Quer- 
schnittsdimensionen dieser  Feder  zu  berechnen,  wenn  die  Länge 
derselben  von  der  Befestigungsstelle  bis  zum  Angriffspunkte  der  sie 
biegenden  Kraft  (Angriffspunkt  der  Zugstange)  l  =  400"^  und  der 
Hub  der  Zugstange  (Hub  des  Federendes)  /,  =  54**"  ist. 

Auflösung.    Die   dreieckförmige  Blattfeder   ist    hier    offenbar 

ein  aji  einem  Ende  eingespannter  und  am  anderen  Ende  belasteter 

Körper    von  der  Form    der  gleichen  Festigkeit,    der  sich    in  Folge 

der  Belastung    bekanntlich    nach    einer  Kreislinie   biegt.    Nach  der 

Lehre  von  der  Biegungsfestigkeit    ist  die  Senkung  des  Endpunktes 

6P;» 
/=  -=r7-— ,  wenn  E  der  Elasticitätsmodul  des  Materials,  ^=  20000, 
Ebti^ 

b  die  Breite  und  h  die  Höhe  oder  Dicke  der  Feder  ist;  setzt  man 

in  diese  Gleichung  anstatt  P  den  Werth  desselben  aus  der  Festig- 

keitsformel  .,Fl  =  — - — ",  nämlich  P= — 7, , —  ein,  so  hat  man: 
0  öl 

(i^bhH'  _®P  f  _  &l 

^~  "&Tb}?~E  ~  Te'  1  ~  ~Eh' 
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welcher  Ausdruck   die  Grösse    der  Biegsamkeit    der  Feder    angibt; 

©/* 
aus  der  letzten  Gleichung  folgt :  h  =  —^ttt-    ^^  ganze  Senkung  /* 

des  Federendes  setzt  sich  zusammen  aus  der  Theilsenkung  /^ ,  um 
welche  die  Feder  aus  ihrer  ursprünglichen  Ruhelage  schon  herab- 
gebogen werden  musste,  um  bei  der  Ruhelage  der  Zugstange  noch 
einen  Zug  P^  auf  die  Stange  auszuüben,  und  der  Senkung/,,  gleich 
dem  Hub  der  Zugstange;  nehmen  wir  diese  Kraft  P^,  mit  der  die 
Feder  an  der  Zugstange  noch  ziehen  muss,  wenn  letztere  in  dor 
Ruhelage  ist,    mit  F^  =  3^^  an,    und  bedenken,    dass  vermöge  der 

6  PI'  '  K 

Gleichung  ^^f=-^ru''  ^^^  Senkungen  den  Kräften  proportional  sind, 

so  kann  man  schreiben : 

y;  :(/,+/.)  =  3:  12,  oder: 
/i  :  [(/t  +/.)—/,]  =  3  :  (12  -  3),  oder : 

/,:/,=  1  :  3,  woraus  /,  =  ^  =  ^  =  18^n. 

ist;    hiermit   wird  /=/  +/,  =  18  +  54  =  72'""',    die  Biegsam- 

/         72  9 

keit  der  Feder  wird:    —  = -,x^- =  ittt;    setzt   man    in   die  letzte 
/  400         oO 

Gleichung  für  h  die  Zahlenwerthe :  @  =  40,       =  -q-,  J^=  20000, 

/  9 

/  =  400  ein,  so  erhält  man :  /*  =  40  .  -^  .  oT^nnTT  ^^  ^*  ^'^' 
Aus  der  Gleichung  ,,P=  —prz — *'  ist 

Ol 

.        ^Pl      ,     ,       6.12.400       -.._^ 
''  =  ®ÄT.  oder  h  =  -4ö7(iv;)r  =  36,4o- 

und  abgerundet  b  =  37'"*".  Selbstverständlich  erhält  die  Feder  an 
ihrem  spitzen  Ende  eine  kleine  kreisförmige  Erweiterung  für  ein 
Oehr  zur  Aufnahme  der  Zugstange. 

Anmerkung.  Der  im  vorliegenden  Beispiel  eingesetzte  Werth  von 
@  =  40  ist  gleich  dem  halben  Zagtragmodul,  man  hat  daher  eine  zwei- 
fache Tragsicberheit,  die  hier  hinreichend  ist;  man  kann  hier  nicht  so 
hohe  Sicherheitsgrade  anwenden,  wie  in  den  Festigkeitsberechnungen  des 
Maschinenbaues  im  Allgemeinen,  weil  sonst  die  Querschnittsdimensionen 
der  Federn  zu  gross  ausfallen  würden  and  hiermit  die  Biegsamkeit  der- 
selben (Elasticität)  zu  gering  würde,  was  auch  aus  der  Formel  für  die  Bieg- 

samkeit  -4-  =  v^  f-  hervorgeht ;  wird  h  vergrössert,  so  wird  der  Werth  des 
Braches  -y-  kleiner.  Man  hat  bei  der  Wahl  des  Werthes  von  @  nur  darauf 

22* 
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za  sehen,  dass  die  Beanspruchong  weit  genug  anter  dem  Tragmodnl,  also 
nnter  der  Elasticitätsgrenze  bleibt,  wenn  auch  die  Brachsicherheit  nicht 
grösser  als  3  bis  4  ist,  dafür  hat  man  aber  in  dem  Federstahl  ein  in 
Bezug  auf  seine  Festigkeit  verlässliches  Material. 

90.  Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  einer  Eisenbahnwagen- 
feder, die  als  ein  Trapez-  (Stufen-)  Federwerk  ausgeführt  werden 
soll,  zu  berechnen,  wenn  die  Belastung  der  Feder  2  P  =  3000^, 
die  Länge  derselben  zwischen  den  Aufhängepunkten  1,1*"  und  die 
Durchbiegung  bei  der  angegebenen  Belastung  /=  50**^  betragen 
soll.  (Siehe  die  folgende  Figur.) 


^««<:«<n»»»xi^ 


^^^r 


Fig.  143. 


Auflösung.  Die  Grösse  der  Biegsamkeit  dieser  Feder  ist  die- 
selbe, wie  im  vorigen  Beispiele,  ausgedrückt  durch  den  Quotienten 

—  =  -^=Y,  wenn  h  die  Dicke    eines  Blattes   der  Feder   bezeichnet; 


Eh' 


man  hat  also  —  =  _  -  _ 
l         500 


Bezeichnet  a  die   Grösse  der  Ab- 


stufung, so  ist  die  Tragkraft  der  Feder  (an  jedem  Ende  derselben) : 

P=— ^ ,  da  aber  a  =  —  ist,   wenn   n   die   Anzahl    der  Blätter 

ba  n 


bezeichnet,  so  hat  man  auch :  P  = 


©(nJ)Ä« 


6/ 


aus   der   Gleichung 


l 


Eh 


^=-— '^istÄ  = 


SZ      l_ 
~^'  f 


40.500 
20000 


10  =  10'"*",  aus  der  Glei- 


V.         A"     p.i^       1.        6^^        6.1500.500        ,,_^„ 
chung  für  r  folgt:  «ö  =        ^^  = j^^ — ^r?:^ =  1125"''". 


©A« 


40 .  100 


Nimmt  man  ein  Blatt  100*""»  breit  an,    so  ist  die  Anzahl  der 
1125 


Blätter  n=    ^^^    =11,25,    oder  m=11    angenommen,    so  wird 

1125 


100 
die  Breite  eines  Blattes  h 


11 


=  102,3« 
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Formt  man  jedoch  die  einzalneii  Federn  des  Blattfederwerkes 
so,  dass  die  Breite  jeder  Feder  constant  =  6,  also  nicht  dreieckig 
ist,  und  die  Enden  jeder  Feder  nach  einer  kubischen  Parabel  zü- 
geschärft  werden,  also  die  Höhe  h  jeder  Feder  variabel  ist,  so  folgt 
aus  der  diesem  Falle  entsprechenden  Gleichung  der  elastischen  Durch- 

8Pl^  f        8  PI* 

biegung:  /=      ,    -^    die  Biegsamkeit  —  =  '    ,      ,  oder  für  P  den 

©Ja»  /  4:1® 

Werth :  P  =  — ^-—  gesetzt,  gibt :  —  =  ,  hieraus  ist 

bl  16  Eh 

,,_!     ®'      ^    oderÄ-i     ^Q-^QQ     10-13«/-""' 

diesen  Werth  von  A  in  die  Gleichung  „«ft  ^  ",  sowie  die  übrigen 

Zahlenwerthe  eingesetzt,   erhält  man: 


nb  = 


6  ■  1500  .  500 
40 


:(i3vrr=^''' 


und  abgerundet  nb  =  633"**",    nimmt  man  n  =  9  an,    so  wird  die 

633 
Breite  der  Feder  J  =  — ^— =  TOVs'""*- 

91.  Eine  Spiralfeder  von  rechteckigem  Querschnitte  sei  mit 
ihrem  inneren  Ende  mit  einer  Welle,  die  sich  nur  drehen,  aber  in 
ihrer  Längenrichtung  nicht  verschieben  kann,  durch  einen  radial 
auf  der  Welle  sitzenden  Arm  von  der  Länge  i?,  =  50"**"  (Entfernung 
vom  inneren  Federende  bis  zum  Wellenmittel)  fest  verbunden;  die 
Welle  soll  in  einem  radialen  Abstände  von  R^  =  150'"'"  mittelst 
der  Spiralfeder  einen  Druck  von  P  ==  80*J^  übertragen,  der  von 
einem  radial  auf  der  Welle  sitzenden  Arme  von  der  Länge  R^  aus- 
geübt werden  soll;  die  Feder  soll  bei  diesem  Drucke  Vs  Drehung 
der  Welle  bewirken,    sich   also  um  einen  Winkel 

von    -^-  =  40®  =  -j-  verwinden;  das  äussere  Ende      /f/T /Ä\\\ 

der  Feder  sei  um  R  =  100***"  vom  Wellenmittel  ^^^'^Jv  \ 
entfernt,  es  sind  die  Querschnittsdimensionen  der         ^^^^L.i_JH 
Feder,  die  Anzahl  n  der  Windungen  und  die  Länge        //  j  j 

L  der   gestreckt   gedachten  Feder   zu   berechnen.  ^^— ; ^- 

(Siehe  nebenstehende  Figur.)  • 

Auflösung.     Wir    setzen     als    Material 
feinsten,    gehärteten   und   angelassenen  Gussstahl  *^' 

voraus,     dessen    Elasticitätsmodul    E  =  30000,   und   dessen   Zug- 
tragmodul   (Zugbeanspruchung   pro    Quadratmillimeter    Querschnitt 
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bis    zur    Elasticitätsgrenze)    Z=  150    ist.     Die    Dicke    der    Feder 

TZ 

sei    Ä,    ihre    Breite    6,    der    Verdrehungswinkel    a  ä=  ^  =  0,785. 

Di«  Kraft  P  hat  nicht  nur  das  Bestreben,  die  Welle  mit  dem  sta- 
tischen Momente  PEq  zu  verdrehen,  sondern  auch  die  Feder  zu 
biegen.  Die  Theorie  der  Spiralfeder  weist  nach,  dass  das  statische 
Moment  der  jeden  einzelnen  Querschnitt  biegenden  Kraft  constant 
und  gleich  dem  Momente  der  die  Feder  verdrehenden  Kraft  ist, 
d.  h.  also,  die  Feder   ist   ein   Körper   von    der   Form   der   gleichen 

©J 
Biegungsfestigkeit,  und  es  gilt  somit  die  Gleichung:  PRq  = , 

woraus  die  Tragkraft  für  eine  Feder  von  rechteckigem  Querschnitte 

P=  -^- —  folgt.     Da  in  dieser  Gleichung   die   zwei  Unbekannten 

h  und  h  vorkommen,    so   nehmen   wir   die    eine   Unbekannte,    z.  B. 

A  =  5*"*"   an,    aus    der' Gleichung    für   P  folgt:    6  =  — — j^,    die 

Zahlenwerthe  @  =  60,  P=  80,  R^  =  150,  ä  =  5  eingesetzt,  gibt: 

6.80.150^^ 
60.25 

Unter  der  Annahme,  dass  die  Spiralfeder  nach  einer  Kreis-Evolvente 
gerollt  sei,  findet  man  aus  der  Theorie  der  Spiralfeder  den  Ver- 
drehungswinkel : 

hierin  anstatt  P  den  Werth :  P  =  — -  eingesetzt : 

2  7:w@     (R^E^  +  h) 
a  =  ■ 


E  h 

hieraas  ist  die  Anzahl  n  der  Windungen: 

aEh 


die  Zahlenwerthe:  a  =  ^  =  0,785,  £=30000,  h  =  b,  ©  =  60, 
4 

R  =  100,  R,  =  50  eingesetzt : 

^  .  30000  .  5 

=  2,016; 


2  IX  .  60  (100  +  50  +  5) 
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hiermit  wird  die  Länge  der  Feder: 

l  =  Tzn{B  +  R,+h)  =  3,14  .  2,016  (100  +  50  +  5)  =  981,2""«; 

denselben  Werth  von  l  erhält  man  auch  aus  der  Formel: 

^.30000.5 

l_c^Eh__± -9812«- 

^-    2S    ~         2.60         -y«^'^     • 

92.  Die  in  vorigem  Beispiele  berechnete  Spiralfeder  soll  durch 
eine  Drehschraubenfeder  von  rechteckigem  Querschnitte  und  einem 
mittleren  Halbmesser  von  R  =  70*"*"  ersetzt  werden,  wenn  der  Ver- 
drehungswinkel wieder  a  =  45°  betragen  soll;  man  fragt  nach  den 
Querschnittsdimensionen  der  Feder,  der  Anzahl  n  der  Windungen 
and  der  Länge  l  der  gestreckt  gedachten  Feder. 

Auflösung.  Die  Kraft  P  wirkt  auch  hier  an  einem  mit  der 
Welle  fest  verbundenen  Arme  oder  an  dem  Umfange  einer  mit  der 
Welle  fest  verbundenen  Scheibe,  die  mit  dem  oberen  Federende  so 
verbunden  ist,  dass  sich  die  Feder  um  ihre  Axe  drehen,  aber  nicht 
in  ihrer  Längenrichtung  verschieben  kann,  während  das  andere  Feder- 
ende festgehalten  wird,  so,  dass  also  die  Wirkung  dieser  Feder  die- 
selbe, wie  die  der  Spiralfeder  in  Beispiel  91  ist,  nämlich  die  Her- 
vorbringung einer  Axendrehung  (Drehung  der  Welle).  Die  Kraft  P 
biegt  auch  hier  alle  einzelnen  Federelemente,  wie  bei  der  Spiralfeder, 
u.  zw.  hat  man  es  auch  hier  mit  einem  Körper  von  der  Form  der 
gleichen  Biegungsfestigkeit  zu  thun,  wenn  der  Drahtquerschnitt  con- 
stant  ist,  was  hier  auch  vorausgesetzt  wird.  Man   hat  also  für  die 

Tragkraft P der  fiachdrähtigen Drehschraubenfeder :  P=—~~ — ,  wenn 

Rq  der  Halbmesser  jener  Scheibe  ist,  an  deren  Umfange  die  Kraft  P 
angreift.  Setzen  wir  dasselbe  Material  wie  in  Beispiel  91  voraus, 
nehmen  die  Dicke  h  der  Feder,  h  =^  5"^  an,  so  erhält  man  aus  der 
Formel  für  P  die  Breite : 

6PÄ0  _  6.80.150  _ 
©Ä»    ""      60.25      ~  • 

Für  den  Verdrehungswinkel  a  liefert  die  Theorie  dieser  Feder  die 
Formel : 

24  7rnPPo 


o+i> 


Ebh' 
hierin  den  Werth  von  P  eingesetzt: 

4  7:»®  V''^"'"  2"/ 
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wenn  n  die  Anzahl  der  Windungen  der  Feder  bedeutet.  Führt  man 
in  die  zwei  letzten  Fonneln  für  a  die  Länge  /  der  gestreckt  ge- 
dachten Feder  ein:    l  =  2nniB'\--^y  so  erhält  man : 

12PRJ         2^1 

OL: —  


Ehh''  Eh 

Aus  der  Gleichung 

h 


471W®  V^+  2)    . 


findet  man  die  Anzahl  n  der  Windungen : 

OL  Eh 


,   oder 


471®  (ä  +  0 


^ . 30000  .  5 

^  =  2,1552, 


4  .  TT .  60  .  (70  +  2,5) 
h 


hiermit  wird  die  Länge  l  =  2T:n  l  R  '\-  -^j^  wenn  man  die  Zahlen- 

werthe  einsetzt: 

1=2.  3,14  .  2,1552  (70  +  2,5)  =  981,2»«", 

also  dieselbe  Länge,  wie  im  vorigen  Beispiele.  Wollte  man  den 
rechteckigen  Querschnitt  durch  den  Kreisquerschnitt  vom  Durch- 
messer d  ersetzen,  so  hätte  man  aus  der  Gleichung 


®^^V.   ,      ^      ,  ,      i/32Pi?o 


,,P=  r '\7  -"  den  Durchmesser  ^  =  \/     ^ 
32  Mq  )      ©Tc 

der  Verdrehungswinkel  a  ist: 
und  für  P  den  Werth  gesetzt: 
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oder  die  Länge  l  der  Feder       ^ 

„/  =  2nn^k  +  —\'  eingefehrt : 
64PZÄ0       2@r.   . 


a  = 


TzEd* 


Ed  ' 


aus  welchen  Gleichungen  die  Grössen  n  und  l  bestimmt  werden 
können.  Vergleicht  man  die  Volumina  der  zwei  Drehschraubenfedem 
von  rechteckigem  und  rundem  Querschnitte,  so'  findet  man  aus  einer 
theoretischen  Untersuchung,  däss  die  Feder  mit  rundem  Drahtqüer- 
schnitte  '/s  *^  Material  mehr  braucht,  als  die  Feder  von  recht- 
eckigem Querschnitte. 
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J-  Eisen  -Tabelle 

der  Barbacher  Hütte  bei  Saarbrücken. 

Es  bezeichnet  h  die  Trägerliöhe,  b  die  Flantschenbreite,  d  die 
Stegdicke,    t  die  mittlere  Flantschenstärke   in  Centimetern,    G   das 

J 
Gewicht  pro   laufenden  Meter   in  Kilogrammen,   Z=  —  den  Quer- 

c 

Schnittsmodul,  Centimeter  als  Einheit. 


Nro. 

h 

b 

d 

t 

G 

Z 

1 

10 

5 

0,7 

0,5 

9 

35.6 

2 

9,7 

5,3 

1 

0,7 

12,5 

47 

3 

9,5 

5,9 

1,3 

1 

17,5 

60,5 

4 

12,5 

7,5 

0,8 

0,6 

14,5 

76,2 

5 

12,15 

8,2 

1.2 

0,85 

21,75 

108,3 

6 

11,95 

9 

1,4 

1,1 

27,5 

129,8 

7 

15 

8 

0,95 

0,7 

18,5 

117,7 

8 

14,6 

8,4 

1,1 

0,9 

23 

135,2 

9 

14,4 

9 

1,5 

1,1 

30,75 

175,6 

10 

17,4 

9,1 

1,1 

0,9 

26,25 

183,4 

11 

17,2 

9,6 

1,3 

1,05 

31,25 

210,2 

12 

17 

10,3 

1,6 

1,2 

38,5 

261,7 

13 

19,8 

9,9 

1,25 

0,95 

3^ 

256,8 

14 

19,6 

10,4 

1,45 

1,1 

37,75 

297,6 

15 

19,4 

11,2 

1,75 

1,4 

47,5 

364,1 

16 

23,35 

9,5 

1,3 

1,1 

37,25 

327,6 

17 

23,2 

10,2 

1,475 

1,25 

43 

381,1 

18 

28 

10,8 

1,725 

1,5 

51,5 

448,6 

19 

23,5 

9,3 

0,925 

1 

30 

258.6 

20 

28,5 

9,15 

1,4 

1,3 

40,5 

348.4 

21 

23,5 

10,5 

2 

2 

62,75 

519.4 

22 

24,8 

11,4 

1,475 

1,2 

46,5 

453,5 

23 

24,6 

11,9 

1,675 

1,3 

52,5 

511,1 

24 

24,4 

12,5 

1,9 

1,5 

61 

583,5 

25 

24,85 

13,9 

1,575 

1,1 

52,5 

553.4 

26 

24,7 

14,6 

1,85 

1,2 

61,25 

647.2 

27 

24,5 

15 

2,15 

1,3 

70,25 

732,5 

28 

26 

9,775 

1,5 

1,25 

45 

436.4 

29 

25,8 

10,5 

1,69 

1,45 

52,75 

505.6 

30 

25,6 

11,4 

1,95 

1,7 

63,5 

599,9 

31 

30 

12,5 

1,55 

1,8 

57,75 

663,8 

32 

29,6 

13 

1,9 

1,5 

68,75 

786,8 

33 

29,3 

13,9 

2,3 

1,7 

82,5 

948,1 

34 

32 

13,6 

1,9 

1,6 

75,5 

919,5 

35 

31,75 

13,5 

2,075 

1,7 

80,25 

965.8 

36 

31,5 

14,2 

2,35 

2 

93,75 

1105,8 

37 

40 

14 

1,7 

1,6 

82,75 

1200,2 

38 

39,8 

13,9 

1,85 

1,7 

87,75 

1266,2 

39 

39,6 

15 

2,125 

1,8 

99 

1366.8 
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Anwendungsbeispiele  aus  der  Lehre  von  der 
Torsionsfestigkeit. 

1.  Ein  cylindrischer ,  schmiedeiserner  Stab  von  der  Länge 
/=  1500"^  ist  an  dem  einen  Ende  in  horizontaler  Lage  fest  ein- 
geklemmt (eingemauert)  und  am  anderen  Ende  durch  eine  Kraft 
P=500*^,  die  an  dem  Umfange  einer  auf  dem  Stabe  festsitzenden 
Scheibe  vom  Halbmesser  i?  =  500*""'  angreift,  auf  Torsion  bean- 
sprucht; es  ist  der  Durchmesser  d  dieses  cylindrischen  Stabes  und 
der  Verdrehungswinkel  a  desselben  zu  berechnen. 

Auflösung.  Das  Torsionsmoment  ist  hier  für  alle  Stab- 
querschnitte gleich  gross,  daher  ist  jeder  Querschnitt  ein  gefähr- 
licher ;  man  hat  hier  nach  der  Lehre  von  der  Torsionsfestigkeit  das 
Torsionsmoment  PB  dem  Widerstandsmomente  gleichzusetzen,  also 

FR  =  — -- — ,  aus  dieser  Formel  ist  d=^v—— — ,  die  hier  ein- 
16  f      ©TT 

4 
zusetzende  Schubspannung  ©  nehmen  wir  nur  -^  von  der  bei  der 

5 

Biegungsfestigkeit    gebrauchten   zulässigen  Biegungsspannung,   weil 

bei    den  auf  Torsion    beanspruchten  Körpern    die  Elasticitätsgrenze 

4 
schon  durch  eine  Belastung   erreicht   wird,    die  -^  jener  Belastung 

beträgt,  welche  die  auf  Biegung  beanspruchten  Körper  bis  zur 
Elasticitätsgrenze  aushalten  können;  wir  nehmen  also 

S  =  -^®i  =  -^.5  =  4  bis  ©  =  —  .6  =  -^ 

und  abgerundet  ©  =  5 ;  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Körper 
keine  Stösse  auszuhalten  hat.  Setzen  wir  hier  z.  B.  ©  =  4, 
P=500,  R  =  bOO  ein,  so  erhält  man: 


'-f 


16  .  500  .  500 


=  V31847 1,337  =  68" 


4.3,14 

Der  Verdrehongswinkel  a   im  Bogenmass   ist    nach    der  Lehre 
von  der  Torsionsfestigkeit : 
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PRl        ®l 


X 


JpG         Ga' 


und  im  Gradmas^  ist 


^_^     l80^_Pm    280_^     180 
71  Jf,G  '     n  Ga  '     TZ    ' 

wobei  Jp  das  polare  Trägheitsmoment,  hier  für  den  Kreisquerschnitt 

TZd* 

Jp  =  ,  G  den  Torsions-Elasticitätsmodul,  hier  für  Schmiedeisen 

2  2 

G  =  —  E=—.  20000  =  8000,  und  a  den  Abstand  der  am  weitesten 
o  0 

vom  Schwerpunkte  des  Querschnittes  entfernten  Materialfaser  des 
Querschnittes  bedeutet.  Man  hat  im  vorliegenden  Falle  a  =  ^,  so- 
mit  den  Verdrehungswinkel  im  Gradmass: 

FEI   180  _ 500. 500. 1500  180  _ 500. 500. 1500.32. 180 
JpG'    n  -   JLd^.SOOO  '^^~  (3,1416)«  (68)*.  8000  ' 


a«= 


a°=  1,2795;    setzt  man   in    die   andere   Formel    für  a,    nämlich: 

@Z      180 

—  die  Zahlenwerthe  ein,  so  erhält  man  ebenfalls: 


Ga  ' 

^        4.1500         180 


8000  .  34  ■  3,1416 


1,2795. 


Nimmt  man,  was  gewöhnlich  geschieht,  als  praktische  Regel  an, 
dass  die  Verdrehung  im  Maximum  nicht  mehr  als  ^/^^  auf  !"•  Länge 
betragen  solle,  so  hätte  man  hier  als  zulässige  Verdrehung  für  die 
ganze  Stablänge  von  1=1  ^/g«,  a  =  1,5  .  0,25  =  0,375^  Würde 
man  wünschen,  dass  im  vorliegenden  Falle  diese  Regel  eingehalten 
werde,  so  hätte  man  den  Durchmesser  d  des  Stabes  aus  der  Formel 

,.  ,      .       PBl     180        PBl.  32. 180         ^       ^ 

für  a,  nämlich  a^  =  -=r-—  . = — :— ; zu  berechnen : 

JpG       TT  n^Gd'' 

man  erhält  aus  dieser  Gleichung: 

,      l7 180.  32.  Pi?Z 
^=V n^-G^^r-^ 

oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


-f 


180  .  32  .  500 .  500  .  1500 
(3,U)» .  8000  .  0,375   ~  '   ' 
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will  man  nun  wissen,  wie  gross  in  diesem  Stabe  von  92;4"*''*  Durch- 
messer die  Spannung  ist,  wenn  er  durch  das  Torsionsmoment  PR 
beansprucht  wird,  so  findet  man  diese  aus  der  Formel : 

P  R  P  R 

PR=(BZ  mit  ®  =  -^  =  — — .  oder 

^         —d' 
16 

^        500.500.16        _,_ 

3,14.(92,4)»  '        ' 

setzt  man  diesen  Werth  von  ®  in  die  Formel 

ISOei         180.2.®/ 
TzGa  TzGd 

ein  und  rechnet  d  aus,  so  erhält  man  wieder: 

2.180.©^  _  2.180.1.61.1500  _ 
TzGa'      ~   3,14.8000.0,375    —  ^^'^     ' 
wie  oben. 

2.  Ein  hohler  gusseiserner  Cylinder  von  der  Länge  /  =  5*", 
dem  äusseren  Durchmesser  e?,  =  ÖO*""*,  dem  inneren  Durchmesser 
d,  =  40"*"',  ist  an  dem  einen  Ende  festgehalten,  und  wird  am  an- 
deren Ende  durch  eine  Blraft  P,  die  an  einem  auf  dem  Cylinder 
befestigten,  radialen  Arme  von  der  Länge  R  =  500*""*  angreift,  auf 
Torsion  in  Anspruch  genommen;  wie  gross  ist  die  Ejraft  P  zu 
nehmen,  wenn  sie  das  Cylindermaterial  bis  zur  Elasticitätsgrenze 
beanspruchen  soll,  und  wie  gross  ist  dann  der  Verdrehungswinkel? 

Auflösung.  Die  hier  anzuwendende  Formel  aus  der  Lehre 
von  der  Torsionsfestigkeit  ist :  Jlf  =  ®  Z,  in  welcher  Gleichung  M 
das  Torsionsmoment,  ©  die  Spannung  an  der  Elasticitätsgrenze  und 
Z   den    polaren    Querschnittsmodul    bedeutet.     In    der    Gleichung 

.,if=®  J2>'  für  iVund  ZdieWerthe:  M=PR,  Z=-^  W  —  d,) 

Ib         a, 
gesetzt,  gibt: 

©t:     (dt-dj) 

^^=-w—dr~' 

die   Spannung   @   bei   Gusseisen   an    der   Elasticitätsgrenze   ist   für 

4 
Zug  7,5,  für  Torsion  aber  nur  ©  =  ---.  7,5  =  6,  man  hat  daher, 

wenn  man  aus  der  letzten  Momentengleichung  P  bestimmt  und  die 
Zahlenwerthe  einsetzt: 

@7t  (d?  -  dj)  _  6  .  3,14  (50«  -  40«)  _ 

16rf.Ä       ~        16.50.500        ~  ' 
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der  Verdrehungswinkel    a   wird    nach    der   in    der   vorigen  Aufgabe 
gegebenen  Formel: 

Bl       180        6.5000      180  _,„„„ 


^  ^   rf,  ■  3,14  "~  4000 .  25  ■  3,14 

3.  Eine  schmiedeiserne  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte 
und  der  Länge  /=  1900"""  wird  durch  eine  Kraft  von  P=:  200^^, 
welche  an  einem  Hebelarme  von  der  Länge  B  =  500"""  angreift, 
auf  Torsion  in  Anspruch  genommen;  welchen  Durchmesser  d  muss 
diese  Welle  bei  blosser  Berücksichtigung  der  Festigkeit  erhalten, 
wenn  die  zulässige  Maximal-Faserspannung  @  =  5^^  beträgt?  Wie 
gross  ist  ferner  der  Verdrehungswinkel? 

Auflösung.    Aus  der  Gleichung  ,,PIt  =  ®  Z^%  oder 

Pi2=.-jg-  folgt:  .^=y-—, 
oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


-VJ^a^=-.'- 


oder  abgerundet  d  =  47"*"* ;  der  Verdrehungs winket  wird : 
®l        180  5.1900.180 


^    d  '     TZ  8000.23,5.3,14 


:  2,8997, 


oder  abgerundet  a  =  2,9^. 

4.  An  den  Enden  einer  in  zwei  Punkten  gestützten  schmied- 
eisernen Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte  sitzen  zwei  Riera- 
scheiben  von  den  Halbmessern  R  =  500'""'  und  r  =  lOO"*"* ;  an  dem 
Umfange  der  letzteren  Scheibe  wirkt  eine  Kraft  von  P=  100^^, 
die  von  der  ersteren  Scheibe  aufgenommen  und  an  irgend  eine 
Arbeitsmaschine  zur  Verrichtung  einer  Arbeit  abgegeben  wird ;  wie 
gross  ist  der  Durchmesser  der  Welle  zu  machen,  wenn  man  auf  die 
Grösse  der  Verdrehung  keine  Rücksicht  nimmt? 

Auflösung.  Da  die  Welle  nur  mit  Rücksicht  auf  ihre  Festig- 
keit zu  berechnen  ist,  so  ist  es  gleichgiltig,  welches  der  beiden 
Torsionsmomente  Pr  oder  QR  (an  den  beiden  Scheiben)  wir  zur 
Berechnung  benutzen,  da  bekanntlich  für's  Gleichgewicht  das  Mo- 
ment der  Kraft  (abgesehen  von  Reibungswiderständen)  gleich  sein 
muss  dem  Momente  der  Last;    es  ist  also  das  Torsionsmoment 

,\f=Pr  =  QR=  100  .  100  =  10000, 
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und  da  aus  der  Festigkeitsgleichung  ,,M=  — — — "  der  Durchmesser 

*/ 1  ß  i]r 

d  =  \^ — ~—  ist,  so  erhält  man,  wenn  man  die  zulässige  Spannung 
I    a© 

©  =  4  und  die  übrigen  Zahlenwerthe  einsetzt: 


-m"^=-.- 


und  abgerundet  d  =  24***". 

5.  Ein  Balken  aus.  Eichenholz  von  quadratischem  Querschnitte 
ist  mit  seinen  beiden  Enden  fest  eingespannt  und  trägt  in  der  Mitte 
seiner  Länge  an  einem  Arme,  der  senkrecht  zur  Balkenlänge  steht 
und  eine  Länge  von  ^  =  729"»*»»  hat,  eine  Last  von  P=^  1000*^^; 
wie  gross  muss  der  Querschnitt  des  Balkens,  resp.  eine  Seite  des 
Quadrats  gemacht  werden,  wenn  eine  merkliche  Verdrehung  des 
Balkens  nicht  eintreten  soll?  Die  Länge  des  letzteren  zwischen  den 
Befestigungspunkten  ist  l  =  4"*. 

Auflösung.     Offenbar   wird   hier  jede    Balkenhälfte   von    der 

l  FR 

Länge  -^  durch   das   Torsionsmoment   — ^   beansprucht,   man    hat 

daher:  „        -P-ß        /-  r, 

es  ist  aber: 

Z=  -^  =  -^-  :  -\-  = —  =  — :=,  somit 

«         6        2  66V2        3\2 

2®  6»        @i»Y2" 
PK  = ^ —  = ^ — ,  woraus 


3^2 


,,SPR 

0  ■■ 


@-y'2 

folgt;  der  Brachmodal  für  Verdrehung  oder  Schab  bei  Eichenholz, 
parallel  zur  Faserrichtung,  ist  K=  0,8  pro  Quadratmillimeter  Quer- 
schnitt, nehmen  wir  die  Faserspannung 

K         0,8 


10  ~   10 
so  ist  die  Quadratseite 


:  0,08, 


,      -173.1000.729'       _.,. 
'  =  V  0,08.  1,4142    =''-^'^ 


oder  abgerundet 

b  =  265""". 
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Der  Verdrehungswinkel  a  wird: 

„       ©/      180         0,08.4000.180 


=  1,22«. 


^^'     '^  80.^.3,14 

V2 

6.  Eine  schmiedeiserne  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte 
und  einer  Länge  von  l  =  4"*,  hat  1600  Pferdekräfte  bei  40  Um- 
drehungen pro  Minute  zu  übertragen;  wie  gross  ist  der  Durch- 
messer d  dieser  Welle  zu  machen,  a)  wenn  sie  mit  Rücksicht  auf 
ihre  Verdrehung,  b)  mit  Rücksicht  auf  ihre  Torsionsfestigkeit  allein 
berechnet  wird;  c)  wie  gross  würde  der  Durchmesser  der  Welle 
nach  diesen  beiden  Berechnungsarten,  wenn  die  Welle  aus  Gussstahl 
gemacht  würde?  d)  Wie  gross  wird  in  den  Fällen  a,  i,  c  der  Ver- 
drehungswinkel a? 

Auflösung,  ad  a)  Aus  der  bereits  in  Aufgabe  1  dieses 
Abschnittes  gebrauchten  Formel  für  den  Verdrehungswinkel  in 
Gradmass : 

PRl       180 

a^= . 

JpG  TT 

TT 

folgt,  wenn  man  für  Jp  den  Werth  setzt,  Jp  =  -^^  d*, 

PRl       180        32PÄ/.180       , 

oder 


bim  PRl     ,. 

hieraus  ist: 


n^Gd' 


-f? 


,      JblGOPRl 

a  '■ 


Ga^ 


in  dieser  Formel  sind  d,  R,  l  in  Millimetern,  G  in  Kilogrammen  zu 
nehmen ;  führen  wir  die  Länge  l  der  Welle  anstatt  in  Millimetem  in 
Metern  ein,  so  haben  wir  zu  setzen :  /"•*"  =  1000  2/"*,  man  erhält : 


-f 


5760  PJg.  1000  Z 

n^Ga^ 


Aus  der  Formel  für  den  Verdrehungswinkel  ist  ersichtlich, 
dass  derselbe  von  der  Länge  /  der  Welle  abhängig  ist,  und  zwar  ist 
er,  so  lange  l  <  20*"  (was  die  Erfahrung  festgestellt)  der  Länge  / 
direct  proportional. 

Bezeichnen  wir  den  Coefficienten,  der  die  Abhängigkeit  des 
Winkels  a  von  der  Länge  darstellt,  mit  8,  so  kann  man  setzen: 
a^  =  SZ,  diesen  Werth  für  a  in  die  Formel  für  d  eingesetzt: 
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'=f  "=«,;^|  ,'f^  =  27.6466f: 


ilPB 
GS' 


der  Maschinenbau  gibt  die  Regel  an,  dass  für  Wellen,  die  länger  als 
S"*  sind,  der  zulässige  Verdrehungswinkel  */4^  pro  laufenden  Meter 
Wellenlänge  genommen  werden  könne,  d.  h.  also,  es  ist  5  =  \U 
zu  setzen,   hiermit  erhält  man: 


d  =  27,64651/^^  =  27,6465  ijf 


APR 


G     ' 

2 

der  Torsions-Elasticitätsmodul  G  ist  bekanntlich :  G  =  -^  E  und  da 

0 

für  Schmiedeisen  E  ==  20000  ist,  so  hat  man 

(?  =  !-.  20000  =  8000; 
o 

das  ToTsionsmoment  PE  berechnet  sich  aus  der  bekannten  Beziehung 

„Pie  =  ll^?20^<S  daher  erhält  man: 
u 

d  ==  27,6465 yi?~^ .  pR  =  4,13  ^PR,  oder 

.  =  4,13l(/I?^  =  4,13. 29,0909^4,  oder 

.=  120^Z, 
die  Zahlenwerthe  für  N  und  u  eingesetzt: 


d=120l^iM  =  300-'. 


ad  h)  Berechnet  man    den  Durchmesser  d  der  WeUe   nur  mit 
Rücksicht    auf   ihre   Torsion,    so   erhält    man    aus    der   Gleichung 


„PÄ  = 


16 


für  PR  obigen  Werth  gesetzt: 

Da   die  Schubspannung  für  Schmiedeisen   an  der  Elasticit&ts- 

grenze   T=  10,5  ist,  so  nehmen  wir  als  erlaubte  Spannung 

Graf,  Vatüglcvitslehi«.  28 
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^       10,5 


=  3,5, 


dieses  gibt,  weil  der  Bruchmodul  des  Schmiedeisens  für  Schub  35 

35 
ist,  eine  -^-^  =  lOfache  Bruchsicherheit.    Ein   so  hoher  Grad    von 

Sicherheit  ist  hier  deswegen  geboten,  weil,  wie  wir  bei  der  ersten 
Berechnungsart  gesehen  haben,  die  Welle  überhaupt  (an  sich)  schon 
ziemlich  dick  ausfällt,  d.  h.  in  Anbetracht  der  gewöhnlichen  Fabri- 
kationsmethode so  dicker  Schmiedeisenstäbe  in  den  Walzwerken  nicht 
mit  Sicherheit  darauf  gerechnet  werden  kann,  dass  ein  jeder  Quer- 
schnitt der  Welle  in  allen  seinen  Theilen  eine  gleich  grosse  Festig- 
keit, ein  durchaus  gleichartiges  Gefüge  habe,  dass  nicht  auch 
unganze  Stellen  (mit  Schlacken  gemengte  Eisentheilchen)  darin  ent- 
halten sind;  wir  setzen  daher  @  =  3,5,  femer  iV=  1600  und 
w  =  40  ein,  und  erhalten  : 


:  =  154y- 


=  346;84  und  abgerundet : 


40  .  3,5 

d  =  347"»"*. 

ad  c)   Wählt   man    als  Material    für  die  Welle  Gussstahl    und 
berechnet   letztere    auf  ihre  Torsionsfestigkeit,    so  hat  man    wieder 


'='"f5 


obige  Formel  für  den  Durchmesser:  (£=1541/ — — -  anzuwenden;  als 

einzusetzende  Spannung  ©  nehmen  wir  wieder  den  zehnten  Theil  des 

65 
Bruchmoduls  für  Gussstahl,  für  Schub,  d.  i.  also  ©  =  jpr  =  6,5 ; 

man  erhält  hiermit: 


:  =  154y- 


1600     ^  281,82  und  abgerundet 


40 .  6,5 

d  =  282'"« 


Berechnet  man  jedoch  die  Welle  mit  Rücksicht  auf  ihre  Ver- 
drehung, d.  h.  also  so,  dass  der  Verdrehungswinkel  nicht  grösser 
als  ^/^  ^  auf  1*"  Länge  sei,  so  erhält  man,  wie  ad  a)  d  =  300""" ; 
denn  in  der  Formel  für  den  Wellendurchmesser 

„(i  =  27,6465  yi|^" 

ist  nur  die  Grösse  G  von  dem  Material  der  Welle  abhängig,  nun 
ist  aber  der  Drehungs-Elasticitätsmodul  für  Schmiedeisen  derselbe, 
wie  für  Gussstahl,  nämlich  G  =  8000,  somit  erhält  man  auch  für 
die  auf  Verdrehung  berechnete  Gussstahlwelle  denselben  Durchmesser, 
wie  für  die  schraiedeiserne,  auf  Verdrehung  berechnete  Welle. 
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ad  d)  Der  Verdrehungswinkel  a  ist  im  ersten  Falle: 


a, 


4        4  ' 


weil  die  Regel,  dass  die  Verdrehung  ^j^^  auf  1"»  Länge  betragen 
solle,  in  die  Formel  für  die  Wellenberechnung  eingeführt  wurde.  Der 
Verdrehungswinkel  im  Falle  h  ist  nach  der  bereits  bekannten  Formel : 


(Bl       180         3,5.4000.180 


71 


8000 .  ^- 


=  0,578^ 


3,14 


der  Verdrehungswinkel  im  Falle  c  ist  nach  derselben  Formel  : 
6,5  .  4000       180 


8000. 


282  •  3,14  ~    '^ 


Berechnet  man    endlich    noch    die  in  der   auf  Verdrehung   be- 
rechneten, schmiedeisernen  Welle  (Fall  a)  eintretende  Faserspannung 

aus  der  Formel  für  den  Verdrehungswinkel  ,,a*^  = . '%  so 


hat  man: 


<B=G 


d^      OLTZ    _  8000.300.  1.3,14 
2  •  180/  "" 


2  .  180  .  4000 


5,23^^ 


da  die  auf  Verdrehung  berechnete  Gussstahlwelle  auch  den  Durch- 
messer von  300"*"*  erhält,  so  ist  die  in  derselben  herrschende  Faser- 
spannung ebenfalls  @  =:  5,23*^.  In  der  folgenden  kleinen  Tabelle 
sind  die  erhaltenen  Resultate  für  die  schmiedeiserne  und  Gussstahl- 
welle übersichtlich   zusammengestellt: 


Schmiedeiserne  Welle 

GuBsstahlwelle 

Auf 

Auf  Verdrehung 

Auf  Festiifkeit 

Festigkeit  berechnet 

berechnet 

berechnet 

berechnet 

I 

// 

1               /// 

IV 

Darchmesser 

d  =  847mi»i 

d  =  SOO*""» 

d=282mw 

d  = 300«« 

Spannung 

(S  =  3,5Ä> 

®  =  5,28Äi^ 

®=6,5 

@=5,23 

Sicherheit 

35 

65 

8    =10 

8  -=rS5  =  6r69 

s  -10 

^-m-'^'' 

Verdrehungswinkel 

5,23 

a  =  0,578« 

a=lo                 1 

a  -  1,321» 

%=V 

23* 


Digitized  by 


Google 


356 

Aas  dieser  Tabelle  geht  Folgendes  hervor:  Hält  man  daran 
fest,  dass  die  Sicherheit  gegen  Bruch  nicht  weniger  als  ä  =  10 
betragen  solle,  so  hat  man,  wie  aus  der  Tabelle  ersichtlich  ist, 
die  Wahl  zwischen  den  Fällen  /,  ///  und  IV,  von  welchen  aber 
auch  /  und  ///  genügen;  dass  im  Falle  ///  die  Verwindung  etwas 
mehr  als  1^  beträgt,  fällt  nicht  in's  Gewicht;  bei  der  Wahl  zwischen 
I  und  III  werden  aber  auch  die  Anschaffungskosten  der  Welle 
(da  Gussstahl  viel  theurer  als  Schmiedeisen  ist),  ferner  etwaige 
Constructionsverhältnisse  der  mit  der  Welle  zusammenhängenden 
Maschinentheile  und  noch  andere  umstände  in  praktischer  Beziehung 
massgebend  sein;  sieht  man  von  dem  höheren  Preise  des  Guss- 
stahls ab,  so  wird  im  Allgemeinen  der  Fall  ///  dem  Falle  /  und 
der  Fall  IV  allen  übrigen  drei  Fällen  /,  //und  ///  vorzuziehen  sein. 

7.  Aus  Beispiel  1  dieses  Abschnittes  ist  ersichtlich,  dass  eine 
Welle,  auf  ihre  Verdrehung  berechnet,  stärker  ausfällt,  als  wenn 
sie  auf  ihre  Festigkeit  allein  berechnet  wird;  in  Beispiel  6  fanden 
wir  das  umgekehrte,  nämlich,  dass  die  Welle,  auf  Festigkeit  be- 
rechnet, stärker  ausfallt,  als  auf  Verdrehung  berechnet  (V4**aufl"* 
Wellenlänge);  man  kann  daher  folgende  Fragen  stellen:  a)  In  wel- 
chem Falle  werden  beide  Berechnungsarten  dieselbe  Wellenstärke 
liefern?  b)  Wann  wird  man  eine  Welle  auf  ihre  Festigkeit  allein, 
und  wann  auf  ihre  Verdrehung  berechnen? 

Auflösung,  ad  a>  Zur  Berechnung  der  Welle  auf  ihre  Festig- 
keit gebrauchten  wir  die  Formel: 

d=  1,72021'-^^ 


f 


zur  Berechnung  der  Welle  auf  Verdrehung  hatten  wir  die  Formel: 
d  =  27,6465Y-^; 

sollen  diese  beiden  Formeln  dieselben  Werthe  liefern,  so  müssen  die 
rechten  Theile  der  zwei  letzten  Gleichungen  einander  gleich  gesetzt 
werden;  man  erhält  durch  diese  Gleichsetzung: 

1,7202"^  =  27,6465^11-  =  d,, 

wenn  wir  unter  d^  den  Grenzwerth  verstehen,  welchen  die  beiden 
Formeln  gleichzeitig  liefern  sollen.  Die  beiden  ersten  Theile  der 
dreitheiligen  Gleichung  auf  die  vierte  Potenz  erhoben: 


(1,7202)'  (^-^J^y^  (27,6465)* 


GS 
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oder,  der  kürzeren  Schreibweise  wegen,  1,7202  =  a  und  27,6465  =  6 
gesetzt: 

diese  Gleichung  kann  man  auch  schreiben: 

es  ist  aber  im  linken  Theile  der  letzten  Gleichung  der  Factor 
al/^  =  1,7202 y^  =  d,,  dater 


—  woraus 


®  öS  ' 

6*  ©  (27,6465)*  @         114769,4  © 


'^'""  a»GS  ~  (1.7202)»(?S  (?S 

folgt.  Nimmt  man  für  schmiedeiseme  Wellen,  die  Stössen  nicht  aus- 

35 

gesetzt   sind,  S  =  4,8,  was   einer  -7-3-  =  7,3fachen  Bruchsicher- 

4,ö 

heit  entspricht,   femer   G  =  8000,   8  =  -j   an,   so  hat  man   den 

GrenzweFth : 

^^^114769.4.4^^^^^^^^^ 

8000 .  \ 
4 

und  abgerundet  d^  =  275"^. 


Nimmt  man  für  Gusseisen  ©  =  2,4,  G  =  4000,  so  ist 

.0  =  -^^^'-^  =  275,446; 

4000   i 
4 

nimmt  man  für  Gussstahl  ©  =  12,  so  erhält  man  d^  =  687,5*^. 
Die  für  d^  erhaltenen  Werthe  sind  diejenigen  Wellendurchmesser, 
welche   dem  Grenzfalle    entsprechen,    dass    beide   Berechnungsarten 
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(auf  Festigkeit  und  Verdrehung)  das  gleiche  Resultat  liefern; 
d.  h. :  Schmiedeiserne  und  gusseiseme  Wellen  unter  275*"'*  Durch- 
messer sollen  auf  Verdrehung,  über  275"""  auf  Festigkeit  berechnet 
werden ;  da  man  aber  im  Voraus  nicht  wissen  kann,  ob  der  Wellen- 
durchmesser grösser  oder  kleiner  als  275"***  ausfallen  wird  (von 
dem  sogenannten  praktischen  Gefühl  des  Maschinenconstructeurs. 
der  erfahrungsgemäss  die  Wellenstarke  für  einen  geforderten  Zweck 
ungefähr,  ohne  vorherige  Rechnung  angeben  kann,  werde  hier 
abgesehen),  so  löse  man  die  für   den  Grenzfall   geltende   Gleichung 

i.—--  » ^ 


1.7202^:^  _  27,6466^11 


nach  der  Unbekannten  M=  PR  auf;  man  erhält  dann  in  der  Grösse 
des  Torsionsmomentes  PR  ein  Kennzeichen  dafür,  ob  man  die  Welle 
auf  Verdrehung  oder  auf  Festigkeit  berechnen  soll.  Zur  Vermeidung 
der  unbequemen  Rechnung  mit  den  Coefficienten  vor  den  Wurzel- 
zeichen, rechnen  wir  die  beiden  Werthe  von  d^  aus  den  Gleichungen: 

©Ttj;         ,  PRl       \m  PRl        180 

M=—-^ —  und   a«==-y-— . = . 

16  JpG        TZ  ^   ^4  r»        ^ 

32 ''^^ 
aus  und  setzen  die  für  d^  erhaltenen  Werthe  einander  gleich.  Man 
erhält  aus  der  ersten  Gleichung: 


aus  der   zweiten  Gleichung,  wenn   man   in   derselben   a  =  L  5  und 
;,»»__.  1000  2/»«  setzt  (siehe  vorige  Aufgabe): 

_{\ 32 .  180 .  1000  M  _V/57"600Q0  M 
"^'  —  y  iz'GS  ~y       rJG5       ' 

durch  Gleichsetzung  der  Werthe  von  d^  erhält  man: 
^'/"16¥"     y/ 5760000  3f 

auf    gleiche   Wurzelexponenten    gebracht    und    beiderseits    auf    die 
zwölfte  Potenz  erhoben: 

/  5760000 x'         @«         _  (360000)' @« 
V       16       )    16i:'(GS)'~'     16ii'(öS)'  "' 
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setzen  wir  für  Schmiedeisen  @  =  4,8,  G  =  8000  und  i^-r  ein, 

4 

so  erhält  man: 


/-  360000  >w  •  530,8416 
^  "(^8000.1  J    ^«-^'^^^^ 


=  19604823,2, 


f&r  Gasseisen  erhält  man  das  Moment  Jf,  bei  @  =  2,4  and  (r=4000: 

if.  =  f  =  i^^2^  =  9802411,6; 

wenn  also  das  Torsionsmoment  M=  PR  (P  in  Kilogrammen  und  i? 
in  Millimetern)  bei  Schmiedeisen  den  Werth  von  If  =  19604823  und 
bei  Gusseisen  den  Werth  von  if,  =  9802411,^  überschreitet,  so  ist 
die  Welle  auf  Festigkeit  zu  berechnen ;  ist  das  bei  der  Berechnung 
einer  Torsionswelle  gegebene  oder  berechnete  Moment  kleiner,  als 
diese  eben  berechneten  Werthe  von  3f,  resp.  Mi ,  so  ist  die  Welle  auf 
Verdrehung  zu  berechnen ;  ist  das  Moment  zuföllig  gleich  dem  hier  • 
für  den  Grenzfall  berechneten  Werthe  von  M  oder  M^,  so  liefern  beide 
Berechnungsarten  denselben  Werth,  nämlich  dg  =  275""" ;  da  ferner 

M=  716200  —  =  19604823  und 
u 

M,  =  716200  ^  =  9802411,6 

ist,    so   hat  man   aus   diesen    beiden   Gleichungen    die   Quotienten 
—  und  — -: 

J\r  _  29604823  _ 
T-     716200"-'^^''^^ 
für  die  schmiedeiseme  Welle,  und 

N,  _  9802411,6 
u,  ~     716200 


=  13,685 


für  die  gusseiseme  Welle;  d.  h.  also,  wenn  der  Quotient,  den  man 
erhält,  wenn  man  die  Anzahl  der  von  einer  schmiedeisemen  Torsions- 
welle aufzunehmenden  Pferdekräfte  durch  die  Tourenzahl  der  Welle 
dividirt,  grösser  als  27,37  und  bei  der  gusseisemen  Welle  der 
gleiche  Quotient  grösser  als  13,685  ist,  so  ist  die  Welle  auf  Festig- 
keit zu  berechnen;  ist  dieser  Quotient  kleiner  als  27,37,  resp. 
kleiner  als  13,685,  so  ist  die  Welle  auf  Verdrehung  zu  berechnen ; 
würde  zufällig  der  Grenzfall  vorliegen,  dass  für  die  schmiedeiseme 

N  N 

Welle  —  =  27,37,  oder  für  die  gusseiserne  Welle  — ^  =  13,685 
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wäre,  so  liefern  beide  Berechnungsarten  für  Schmiedeisen  nnd  Guss- 
eisen  denselben  Grenzwerth  d^  =  275*"'". 

Anmerkung.  Zwei  Wellen  von  kreisförmigen  Querschnitten,  gleichen 
Längen  und  den  Durchmessern  (^  und  d^  werden  durch  gleich  grosse 
Torsionsmomente  um  die  Winkel  oj  und  otj  verdreht;  vergleidit  man  diese 
Verdrehungswinkel,  so  hat  man  aus  den  Gleichungen 

5760  PÄ/         ^     ,        5760 PÄZ,   ,  .  ^  .        .    ^    ^  , 

r>^i-=     ^%Gd''  «<=     ^ag^4        (8^®^®  ^^^g®  Aufgabe): 

-^  —  J_._L 

d.  h.  die  Verdrehungswinkel  verhalten  sich  umgekehrt,  wie  die  vierten 
Potenzen  der  zagehörigen  Wellendurchmesser.  Hat  man  daher  z.  B.  eine 
Welle  auf  ihre  Festigkeit  berechnet,  hernach  den  Verdrehungswinkel  be- 
stimmt und  gefunden.  4^ss  er  etwa  2,  3  .  . . .  n-mal  zu  gross  sei,  so  corrigirt 
man  den  berechneten  Durchmesser  di  aus  der  Proportion 

indem  man  diese  Proportion  nach  <2a  auflöst,  man  erhält: 


d,~d,y^^d,-^n. 


Hätte  man  beispielsweise  eine  Welle  auf  ihre  Festigkeit  berechnet  und  ge- 
funden: rf,  =120»«»»,  hierbei  ergibt  sich  aber  ein  Verdrehungswinkel  von 
beispielsweise  a,  =  2° ;   man   wünscht  jedoch   nur   eine  Verdrehung  von 

2 
Oj  =  1",  man  hat  dann,  weil  n  =  —  =  2  ist,  den  corrigirten  Werth : 

d,  =  d,  ■/'2  =  120  .  1,189  =  142,68»»«. 

Hätte  man  umgekehrt  gefunden,  dass  der  Verdrehunsswinkel  zweimal 
grösser  sein  darf,    als  er  bei  dem  Durchmesser  d^  ausgeiallen  ist,   so  hat 

man  aus  der  Proportion:  „04  :  otj  =  1  :  2  =  -rj  .  -— " 

für  rf,  aa  120,  erhielte  man: 

120  120 

8.  Es  sind  allgemeine  Formeln  zur  Berechnung  von  Wellen  von 
kreisförmigen,  quadratischen  und  kreisringförmigen  Querschnitten 
auf  ihre  Festigkeit  und  mit  Rücksicht  auf  ihre  Verdrehung  zu  ent- 
wickeln, wenn  das  Wellenmaterial  Schmiedeisen,  Gusseisen,  Gussr 
stahl  und  Eichenholz  ist. 

Auflösung,  a)  Sohmiedelseme  Welle. 

1)  Kreisförmiger  Querschnitt. 

a)  Auf  Festigkeit  berechnet.  Aus  der  Grundformel  für 
die    Torsionsfestigkeit    ,^PR  =  ®  Z^'    folgt,    wenn   man  für  Z  den 
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TZ 

dem    Kreisqnerschnitte    entsprechenden   Werth    Z  =  — —  d^    setzt : 

Ib 


V/ 16  Pi? 


die  Spannung  @  =  4,8  angenommen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Welle  keinen  Stössen  ausgesetzt  ist,  gibt: 


^='i'ra^=''»'»^ 


oder  abgerundet:  J_^_VP£,  und  da  PÄ  =  716200—  ist  (wo  N 

die  Anzahl   der  Pferdekräfte,    welche    die  Welle    in   sich  aufnimmt, 
u  die  Tourenzahl  derselben  pro  Minute  bedeutet),  so  hat  man  auch : 


(i  =  y716200  —  =  89,47  V^, 


oder  abgerundet  d 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  In  Aufgabe  6  wurde  diese 
Rechnung  bereits  durchgeführt  und  fanden  wir  dort: 


d==443VPJg,  und 

d=l2QV^, 

2)  Quadratischer  Querschnitt. 

a)  Auf  Festigkeit  berechnet.  In  der  Formel  ,,PR=®Z'' 
für   Z  den   dem   quadratischen   Querschnitt    entsprechenden  Werth 

J„        h*     hV2  6»  ©&• 

Z=  -^  =  -TT  :     1     =  — F=  gesetzt :  FR  =  — == ,    hieraus    ist 
c         6       2         3Y2  3Y2 

die  Quadratseite 

.^fW^  =Y1V|_^  ^  ^;o-;884p^  _  0,96  'm 

b  =  0,96  *V  fl, 
oder  für  PR  obigen  Werth  gesetzt: 

h  =  0,96  .  89,47  y^  =  85,89 1^ 


and  abgerandet 


,=s,f4. 


Digitized 


by  Google 


362 

ß)   Auf  Verdrehung   berechnet.     In  der  Formel   für   den 

PRl     1  ftO  Ä* 

VerdrehungBwinkel   „a**  =    _  _,  . *'  für  J«  den  Werth  J-  =  -^ 

Jpix         TT  ^  0 

^  ,    .   ^              0       ^^^     180    - .           .  _       ^ImÖPEl 
gesetzt,  hat  man :  a''  =  -— —  . ,  hieraus  ist  b  =  1/ — ; 

führen  wir  die  Länge  l  anstatt  in  Millimetern  in  Metern  ein,  setzen 

also  ^"•'»=1000L~    femer  0  =  8000  und  a^  =  -r-,  so  hat  man 

4 

aus  der  letzten  Gleichung  für  b: 


f 


8000  .  3,14  .  ^ 


N 
oder  für  PR  den  Werth  gesetzt:  PJ?=  716200—,    erhält  man: 

u 

6  =  3,62  V 716200  ^  =  3,62  .  29,0909  V ^, 

^|~N 
oder  6  =  105,34  y —  und  abgerundet 

b)  GhiBseiBeme  Welle. 

1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

a)  Auf  Festigkeit  berechnet.  Aus  der  Gleichung 

lo 

— — ;    die  zulässige  Beanspruchung   des  Gusseisens 

5 

auf  Torsion  nehme  man  -^  von   der  zulässigen  Zugbeanspruchung, 

o 
5 
das   ist   also   @  =  -^  .  2,5,    abgerundet   ®  =  2,    dieses   gibt    eine 

D 

dreifache  Tragsicherheit,  da  die  Schubbelastung  des  Gusseisens  an 
der  Elasticitätsgrenze   T=Q  ist;  man  hat  also: 

d  =  ^^^  =  1,365  Vp^  oder 


Digitized 


by  Google 


363 
d  =  1,365  y  7 16200  ^  =  1,365  .  89,47  V^ 

d=122lj^. 

ß)  Auf  Verdrehung    berechnet.    In   der  Formel   für   den 

PRl     180 
Verdrehungswinkel  „a^  =    _  ^  . "  für  J«  den  Wertb  gesetzt : 

Jp  Cr  TZ 

Jp  =  -^  d*,  ferner  /«•"»  =  1000  Z«,  «"  =  4^ 
eingesetzt  und  (2  bestimmt,  gibt: 

,=V/5MM:^  =  27,6465^1^, 

2 

für  Gasseisen  ist  G  ^  -^  .  10000  =  4000.  diesen  Werth  eingesetzt: 


d  =  27,6465  y^^  =  4,9166  *pB, 

d  =  4,9166  Vf5,  oder 

d  =  4,9166  y  716200  ^  =  4,9166  .  29,0909  ^Fß, 

d=  143^4- 

2)  2>er  Querschnitt  ist  qitadratisch. 

a)  Anf  Festigkeit  berechnet.    Aus  der  Gleichung 

„PB=eZ=  — ="  folgt : 
3  \'¥ 


_  ^ 


&=l,29VPg,  oder 
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b  =  1,29  y  716200  ^  =  115,4  "U^, 


ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.    In   der  Formel    for   den 

DD;      1  äO  h* 

Verdrehnngswinkel  „a«  =  — -— . ''    Jp  =  -^y  l'^  =10001^, 

JpCr  TZ  b 

L 

a^=z  —  eingesetzt  und  b  bestimmt,  erhält  man : 

.  =  ^^ff?^?I,C?  =  4000  eingesetzt: 

'  =  f ^^W  =  V3Ä949PÄ  =  4,31  Vpä  , 
b  =  4,31  \PR, 
oder  für  PB  den  bekannten  Werth  gesetzt: 

&  =  4,31  y  716200  -^  =  125,88  y-^ 
and  abgerundet  i 

b=125,i]l^.  ! 

3)  Der  Querschnitt  ist  kreisring/armig.  .  \ 

Der  äussere  Durchmesser  heisse  d^ ,  der  innere  d^ ,  das  Höblungs- 
verhältniss  sei  ß  =  -—  gegeben. 

a)   Auf  Festigkeit   berechnet.    Aus  der  Formel 
findet  man,  wenn  man  (7,  =  ßä,,  also  <^=ß*(Q  einsetzt: 

^^=Tr- — di — =-i6-—^— '  °^"' 

PÄ  =  -T^  (1  —  ß*>>  hieraus  ist 
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@  =  2  gesetzt,  gibt : 

d.  =  l,365yy^p-, 

oder  für  PR  den  Werth  gesetzt: 
und  abgenmdet: 


'^.  =  1221^035^ 


ß)   Auf  Verdrehung   berechnet.    In  der  Gleichung 
L-         PÄ.  1000  Z,«.  180,, 

för   ^  den  Werth  Jp  =  ~^{di  —  «Q)  gesetzt: 
L  PR .  1000  X        180 


hierin  «i,=:ß(i,,  also  (^  =  ß*d}  gesetzt  und  d,   bestimmt: 
1        180000  PJ?.  32 


4~  n»C?(d;  — ßX) 


,  hieraus  ist 


^       -174. 180000  PÄ.  32        .  n.cV/    -P^        ^„ 

«^  =Y-..g(i-ß*)     =^>9i6VT:r|r.  od- 

'^' = ^-^^^  y  ir^^ß>"  "=  ^^^  Vin^ßv' • 

c)  OnBsatahlwelle. 

1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

a)  Auf  Festigkeit   berechnet.    Aus  der  Gleichung 


,PIi=^-"  folgt 


^  -n?. 


der  Bruchmodul  für  Schub  bei  Gussstahl  ist  K=6b,  wir  nehmen 

65 
daher  ©  =  -=-=;-  =  12*^  und  erhalten : 
5,5 

d=]l,^^^=%424.628PR,  oder 


Digitized  by 


Google  — 


366 


(^  =  0,752  yPig,   oder 

d  =  0,752  V  716200  —  =  67,281'—. 
f  u  }  u 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  Da  in  der  Formel  zur 
Wellenberechnung  auf  Verdrehung  nur  der  Torsions-Elastidtätsmodul 
G  vom  Materiale  abhängt  und  für  Schmiedeisen  und  Gusstahl  G 
denselben  Werth  hat,  so  hat  man  hier  dieselbe  Formel,  wie  für  die 
schmiedeiseme  auf  Verdrehung  zu  berechnende  Welle,  nämlich: 


d==4,13VPi?,  oder 


2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch, 

a)  Auf  Festigkeit   berechnet.    Aus  der  Gleichung 

©  =  12  gesetzt : 

5  =  yll^^Zj^  ='YÖ,35355Pä,  oder 

&  =  0,707  Vp]R,  oder 

b  =  0,707  y  716200  ^  =  63,6  V^. 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  Man  erhält  dieselbe 
Formel  wie  für  die  schmiedeiseme  Welle  von  quadratischem  Quer- 
schnitte, nämlich: 

d  =  3,62VPP,  oder 

d=lOöA][^- 

3)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig, 

a)  Auf   Festigkeit    berechnet.    Aus  den  Gleichungen 

Bn      d\  —  d*i         .    d^ 
,,PR  =  —^. — und  -v-  =  ß"  folgt: 
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hierin  @  =  12  gesetzt,  gibt : 

,      V/  16  PB  V/Ö.424628PÄ      ^ 

^  =  Vl2.3,14(l-ß')  =  V       l-ß*~'  "'^^ 

d.  =  0J52^-j^, 
und  für  PB  den  Werth  gesetzt: 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  Da  in  der  Formel  für  den 
Durchmesser  der  auf  Verdrehung  berechneten,  gusseisemen  Welle 
von  kreisringförmigem  Querschnitte  der  Torsions-Elasticitätsmodul 
G  unter  der  vierten  Wurzel  im  Nenner  erscheint,  für  Gusseisen 
0  =  4000,   für   Gussstahl    0  =  8000   ist,    so   hat   man   den   dort 

gefundenen  Werth  von  d^   offenbar  nur  mit    y-^  zu  multipliciren. 
um  für  den  vorliegenden  Fall  d^   zu  erhalten,  man  erhält  also: 

_  4,916  V/~Pä"~  _  4,916  V/    PB 
^iY  Vr-?^~U892Vl-ß* 

^.  =  4434^^^, 
und  für  PB  den  Werth  gesetzt: 

d)  Elohenholzwelle. 

1)  Der  Querschnitt  ist  kreisförmig. 

a)  Auf  Festigkeit  berechnet.     Aus  der  Gleichung 


,  oder 


„PÄ=-3^  folgt.  d=y^^, 


K       0  8 
hierin  ©  =  —  =  -~-  =  0,08  gesetzt,  gibt : 


.       i/      16  Pi?  Y^P        . 

d  =  4yPB, 
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oder  far  PR  den  Werth  gesetzt: 

selbstverständlich   erhält  man  dieselben  Formeln  für  d,   wenn  man 
den   Durchmesser   der   auf  Festigkeit   berechneten   schmiedeisemen 

oder  gusseisernen  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte  mit  y-p=— > 

-~-  multiplicirt,  wenn  ©,,  ©^  und  ®ä  di©  einzusetzen- 
den, zulässigen  Faserspannungen  für  Schmiedeisen,  Gusseisen  und 
Holz  bedeuten.   Für  die  schmiedeiseme  Welle  fanden  wir  (a,   1,  a) 


d=l,019^|PR,  da 

"~8" 


:  3,9149 


1,08 
ist,  so  hat  man  für  die  hölzerne  Welle  im  vorliegenden  Falle: 


d  =  1,019  .  3,9149  YPJ?  =  3,989  VPjB, 

t. 

oder  abgerundet  d  =  4yPi?,  wie  oben. 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  Da  in  der  allgemeinen 
Formel  für  die  Berechnung  einer  Welle  auf  ihre  Verdrehung  der 
vom  Material  abhängige  Torsions-Elasticitätsmodul  unter  der  vierten 
Wurzel  im  Nenner  erscheint,  so  kann  man  den  Durchmesser  der 
Eichenholzwelle  auch  finden,  wenn  man  den  Durchmesser  der 
schmiedeisemen  oder  gusseisemen  auf  Verdrehung  berechneten  Welle 

mit  \-7T-i  resp.  mit    y-^  multiplicirt,  wenn  C?„  Gg  und  Gf^  die 

Torsions^lasticitätsmoduli  für  Schmiedeisen,  Gusseisen  und  Eichen- 
holz bedeuten.  Wir  fanden  für  die  schmiedeiseme,  auf  Verdrehung 

berechnete  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte:  d  =  4,13  yP-ß,  da 
nun  Gh  =  80,  G,  =  8000  ist,  so  hat  man 

d  =  4,13 Vpä.\/-?^  =  4,13 V  100 PÄ,  oder  d=l3fi6*^PR 

und  abgerundet  d=13)PR,  und  für  PÄ  den  Werth  gesetzt: 


l  =  B78]l^. 
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2)  Der  Querschnitt  ist  quadratisch, 

a)    Auf   Festigkeit    berechnet.    Für    die    schmiedeiseme 

Welle   von  quadratischem  Querschnitte   fanden  wir  aus  der  Formel 

©6'  », 

„PÄ  =  — =''  die  Quadratseite  h  =  0,96  yPR-,    da  nun  die  vom 

Material  abhängige,  in  die  Formel  für  die  Quadratseite  einzusetzende 
Spannung  @  unter  der  dritten  Wurzel  im  Nenner  erscheint,  so 
hat  man   nur  den  Werth   von  b   für  die  schmiedeiserne  Welle   mit 

-p^—  zu  multipliciren,  um  die  Quadratseite  für  die  hölzerne  Welle 
zu  finden,  man  erhält: 

b  =  0,96  YpR  .  V^  =  0,96  .  3,9149  \PR,  oder 

b  =  3,758  Vpä, 
und  für  PJ?  den  Werth  gesetzt: 

6  =  336,231/-:^. 

ß)  Auf  Verdrehung  berechnet.  Die  Quadratseite  der  auf 
Verdrehung  berechneten  schmiedeisernen  Welle  von  quadratischem 
Querschnitte  mit 


n-f 


G,       )    80 

multiplicirt,  gibt  nach  den  früheren  Erklärungen  offenbar  die  Quadrat- 
seite der  hölzernen  Welle.  Für  die  schmiedeiseme,  auf  Verdrehung 
berechnete  Welle    von  quadratischem  Querschnitte    fanden   wir   die 

Quadratseite :  &,  =  3,62  yPÄ,  daher  für  die  hölzerne  Welle: 
b  =  3,62  Vpä  .  l/-?^  =  3,62  .  3,1623  Vpä,  oder 

«^=  11,4475 V^  und  abgerundet: 
b=ll,b^pPR, 
oder  für  PR  den  Werth  gesetzt: 

&  =  333,018  "y—  und  abgerundet  6  =  333 1/^. 

In   der   nachfolgenden  Tabelle    sind    alle    erhaltenen  Resultate 
dieser  Aufgabe  übersichtlich  zusammengestellt. 

Graf,  Festigkeitslehre.  24 
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QaerBchoittsform 


Art  der  Berechnimg 


Dorchmesser 

der 

schmiedeisemen  Welle 


Kreis- 
querschnitt 


Quadratischer 
Querschnitt 


Auf  Festigkeit 
berechnet 


Auf  Verdrehung 
berechnet 


^  =  90^-^ 


Auf  Festigkeit 
berechnet 


Auf  Verdrehung 
berechnet 


=  m-\± 


d  = 


5=86^1: 


6  =  3,62\PB 
b  =  105,4'\/^ 


Kreisring- 
Querschnitt 


d. 


=  ß 


Auf  Festigkeit 
berechnet 


Auf  Verdrehung 
berechnet 
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Durchmesser     der 


gnsseisemen  Welle 


Gassstahlwelle 


Eichenholzwelle 


d=  1,365  \PÄ 


d  =  0,732  \PE         d  =  i]  FR 
d  =  67,28 


d  =  4,916  yPÄ 

d=143^Z 


d  =  4,13VPÄ 
d=  120)1^ 


d  = 


6  =  1,29\PÄ 

» =116,4^1: 


6  =  0,707  ]'PR 
ft  =  63,6"'^ 


h  =  4,31  \PÄ 


&=3,62VPä 


^Z=13VPä 


6  =  3,758  \PÄ 
ft  =  336,23"^ 


6  =  ll,5VPÄ 


ft  =  105,4"y^     I     6  =  3331^ 


d.  =  122 


V(i-fi^)« 


dr 


=  ß 


d.  =  1,365 


m 


j.,  =  4,9.6-y^;.,=4,,S4f^,, 


l|=P 


''^■=i^^f^^!'^'=i2<^'^S^i 


24< 
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9.  Eine  hohle  gasseiserne  Welle  soll  20  Pferdekräfte  bei  20  Um- 
drehungen pro  Minute  übertragen,  wie  gross  ist  der  innere  und 
äussere  Durchmesser  der  Welle  zu  machen,  wenn  wir  das  Höhlungs- 

verhältniss  ß  =  --^  =  0,7  annehmen  ? 
«1 

Auflösung.  In  der  Tabelle  der  vorigen  Aufgabe  finden  wir 
.für  diesen  Fall  die  Formel  für  den  äusseren  Durchmesser  di  der  auf 
Verdrehung   berechneten  gusseisemen  Welle   von  kreisringförmigem 

*• X 

Querschnitte:  rfi  =  143y-rj ö^t — ,    die   Zahlenwerthe   eingesetzt: 


,,=  148C 


^^  =  153,76 


[1- (0,7)*]  20 

und  abgerundet  d^  =  154"~,  somit  e«,  ==  0,7  .  154  =  107,8  und 
abgerundet  d^  =  lOS*""*,  was  eine  Wandstärke  von  w  =  23'"*"  ergibt. 

Da  diese  Welle,  auf  Festigkeit  berechnet,  einen  viel  geringeren 

X 
Durchmesser  erhalten  würde,  was  aus  dem  Quotienten  —  =  1  hervor- 

u 

geht  (siehe  Aufgabe  7),  so  sind  die  gefundenen  Werthe  beizu- 
behalten, wenn  man  wünscht,  dass  die  Verdrehung  der  Welle  nicht 
grösser  als   \>^^  pro  Meter  Wellenlänge  betragen  solle. 

10.  An  den  Enden  einer  in  zwei  Punkten  unterstützten,  kurzen 
schmiedeisernen  Welle  von  kreisförmigem  Querschnitte  wirken  zwei 
Arbeiter  an  zwei  Kurbeln,  jeder  mit  20*^  Kraft  verdrehend  auf  die 
Welle  ein ;  die  Länge  einer  Kurbel  ist  R  =  420'"'^.  Welchen  Durch- 
messer muss  die  Welle  erhalten,  wenn  auf  die  Grösse  der  Verwin- 
dung  derselben  keine  Rücksicht  genommen  wird? 

Auflösung.  Laut  Tabelle  in  Aufgabe  8  haben  wir  hier  die 
Formel  anzuwenden: 

d=\pi7  =  ^i 2  .  20  .  420  =  25,6 

und  abgerundet  d  =  26'""'. 

11.  Auf  einer  schmiedeisernen  Welle  von  quadratischem  Quer- 
schnitte und  3"'  Länge  sitzt  ein  Zahnrad  von  512'""*  Halbmesser, 
an  dessen  Umfange  eine  Kraft  von  P=  1200*^  verdrehend  auf  die 
Welle  einwirkt,  wie  gross  ist  die  Seite  b  des  Querschnittes  zu 
machen,  und  wie  gross  ist  der  Verdrehungswinkel? 

Auflösung.  Berechnet  man  diese  Welle  zuerst  auf  ihre  Festig- 
keit nach  der  Formel :  h  =  0,96  V PÄ  (siehe  Tabelle  in  Aufgabe  8), 
so  hat  man: 

b  =  0,96\T[20ÖT512'=  85«"». 
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Auf  Verdrehung  berechnet,  erhält  man: 

h  =  3,62  STR  =  3,62  ;'l2ÖÖT5i2"  =  101,36»"''. 
Der  Verdrehnngswinkel  der  auf  ihre  Festigkeit  berechneten  Welle  ist : 
.       PR  .  1000  Z,"      180        PR  .  1000  L"      180 


JpG  '     n  h*_ 

6 
_  1200  .  512  ■  1000  ■  3      180 

i^.8000         '^'^^ 


oder 


=  1,518^ 


der  Verdrehungswinkel  der  auf  die  zweite  Art  berechneten  Welle 
ist  nur  'Z*^  a^f  die  ganze  Länge,  weil  der  Formel  für  den  Wellen- 
durchmesser die  Annahme,  dass  die  Verdrehung  auf  1***  Wellenlänge 
*/4^  betragen  solle,  zu  Grunde  gelegt  wurde;  da  aber  die  Verwin- 
dung  der  Welle  im  ersten  Falle  im  Ganzen  nur  1,518  •^  beträgt»  was 
in  Ansehung  ihrer  geringen  Länge  im  Allgemeinen  als  zulässig  zu 
betrachten  ist,  so  kann  man  bei  dem  zuerst  gefundenen  Werthe 
d  =  So"""  bleiben  und  denselben  zur  Ausführung  benutzen. 

12.  Es  sind  die  Wellendurchmesser  der  nachfolgend  skizzirten 
und  beschriebenen,  einer  Fabrik  ^  angehörigen  Wellenleitung  zu  be- 
rechnen. 

Ä    Kg  K'io  a  ' 


r*' 


wft 


N*6 

Fig.  145. 

Die  Welle  AB  nimmt  an  dem  Ende  A  eine  Leistung  von 
A^=  18  Pferdekräften  auf,  gibt  davon  an  die  Welle  BC  10  Pferde- 
kräfte ab,  welche  auf  der  ganzen  Länge  dieser  Welle  von^C=  20*" 
gleichförmig  abnehmend,  bis  auf  Null  an  Arbeitsmaschinen  abgegeben 
wird.  In  die  Welle  BJ)  werden  8  Pferdekräfte  bei  B  eingeleitet 
und  am  Ende  B  auf  die  Welle  B  F  übertragen,  und  zwar  auf  dem 
Theile  B  E  dieser  letzteren  Welle  werden  6  Pferdekräfte,  gleichförmig 
auf  der  ganzen  Länge  BE=  16*,  vertheilt  und  im  Punkte  E  wer- 
den 2  Pferdekräfte  auf  die  Welle  GII  übertragen»  also  werden  in 
die  Welle   DF  im  Ganzen  im  Punkte  B  8  Pferdekräfte  eingeleitet. 
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Die  Tourenzahlen  der  Wellen  sind  folgende: 

Die  Welle  AB  macht  60  Touren  pro  Minute 

»  BC       >       60        > 

>  BD       >       60        >         »  > 
»  DF      >       60        >         » 

>  GH      >    200 

Auflösung.  Wir  bedienen  uns  zur  Berechnung  der  Wellen- 
durchmesser der  in  der  Tabelle  der  Aufgabe  8  enthaltenen  Formel : 

d=120  V -—  und  setzen  darin  nach  und  nach  die  Werthe 

^_J^_  Z  — 12._i    Z  — A  — A 

u  ~  60  ""    '  '    «  ""  60  ~  6*    u  ""  60  ~  15' 

^-A  =  A  Z  =  J_  =  ooi 

n~  60       15'    «        200         ' 

ein,  und  erhalten  für 

die  Welle  A  B  den  Durchmesser  dj  =  88,8"*'", 
»       J9C     >  »  (4  =  76,8'""', 

>       BD    »  >  d,  =  72~« 

6^1?    >  '    >  (^^  =  38'"'». 

Die  Wellendurchmesser  d, ,  c?, ,  d^  müssen  jedoch  corrigirt  werden, 
da  die  Verdrehungswinkel  dieser  Wellen  zu  gross  sind,  denn :  Bei 
langen  Wellenleitungen,    die   eine  Länge   von  6  bis  8*"  weit    über- 


steigen, wird,  wie  aus  der  Ableitung   der  Formel 


,.d=  120^4" 


leicht  ersichtlich  ist,  der  Verdrehungswinkel  schon  ziemlich  gross, 
da  dieser  Formel,  wie  bekannt,  bezüglich  der  Verdrehung  die  An- 
nahme zu  Grunde  gelegt  wurde,  dass  der  Verdrehungswinkel  ^;\^ 
pro  laufenden  Meter  Wellenlänge  betragen  solle;  die  Welle  wird 
zu  sehr  verwunden  und  dadurch  der  Gang  der  von  einer  solchen 
Welle  betriebenen  Arbeitsmaschine  sehr  ungünstig  beeinflusst,  im 
vorliegenden  Falle  würde  z.  B.  die  Welle  BC  einen  Verdrehungs- 
winkel von  20  .  -j-  =  5®  erleiden,  was  offenbar  eine  zu  grosse  Ver- 

windung  ist.  Eine  zulässige  Maximalverwindung  für  alle  Wellen- 
längen festzustellen,  geht  nicht  gut  an,  weil  dann  die  langen  Wellen 
mit  Rücksicht  auf  ihre  Verwindung  verhältnissmässig  zu  dick,  die 
kürzeren  Wellen  zu  dünn  ausfallen  würden;  wir  müssen  vielmehr 
annehmen,  dass  bei  längeren  Wellen  eine  grössere  und  bei  kürzeren 
Wellen  eine  geringere  Verwindung  (auf  die  ganze  Länge  bezogen 
gedacht)  zulässig  sei ;  dieses  wird  dadurch  erreicht,  wenn  man  den 
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Wellendurchmesser  so  berechnet,  dass  dieser  nur  eine  Verdrehung 
gestattet,  die  jener  Wellenlänge  entspricht,  welche  gleich  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  zweifachen  gegebenen  Wellenlänge  Xf,  also  =  ^2  L 
ist.  Es  sei  ocj  der  Verdrehungswinkel,  welcher  dem  Durchmesser  d^ 
und  der  ganzen  Wellenlänge  L  entspricht,  wenn  auf  !"•  Länge  '/i* 
Verdrehung,  wie  der  Formel  zu  Grunde  gelegt  ist,  gerechnet  wird; 
^  o,  der  Verdrehungs Winkel,  welcher  dem  Durchmesser  d^  und  einer 
Lange  =  Y2L  entspricht,  so  hat  man,  da  die  Verdrehungs winkel 
den  Wellenlängen  direct  proportional  und  die  Durchmesser  d^  und  c?, 
der  Wellen  den  vierten  Wurzeln  der  Verdrehungswinkel  umgekehrt 
proportional    sind    (siehe   die  Anmerkung    zu  Aufgabe  7)    aus   der 

4, —  4, —  i/oT 

Proportion  <4  :  (^  =  \  oj  :  \  aj    den   Durchmesser   d'^  =  (f,  y — ,    da 

aber  —  =  —  =  V -ir-  ist,  so  hat  man  auch  : 

a«        }[2L         T   2 

in  diese  Formel  ist  aber  für  L  nur  dann  die  ganze  Wellenlänge 
einzusetzen,  wenn  die  Kraft  an  dem  einen  Ende  der  Welle  ein-  und 
am  anderen  Ende  abgeleitet  wird;  die  halbe  Wellenlänge  ist  einzu- 
setzen, wenn  die  Kraftabgabe  auf  der  ganzen  Länge  der  Welle 
gleichförmig  vertheilt  ist;  ein  Drittel  der  Wellenlänge  ist  einzu- 
setzen, wenn  die  Kraftabgabe  auf  der  ganzen  Wellenlänge  gleich- 
förmig  abnehmend   bis  auf  Null    vertheilt   ist.    Bei  der  Welle  BC 

20 
ist  dieses  letztere  der  Fall,    daher  ist  Z  =  ---  =  6'j  einzusetzen 

6 

und  somit  der  corrigirte  Durchmesser  dieser  Welle 


\t  L  =  10  einzusetzen,  n 

(?;  =  72^-^  =  87,84, 


89««; 
für  die  Welle  BD  ist  L  =  10  einzusetzen,  man  hat  daher : 


und  abgerundet  d^  =  88"*"*. 

1  (\ 
Für  die  Welle  DE  ist  L=—-  =  S  einzusetzen,  man  erhält: 


:  85,68 
und  abgerundet  d^  ==  86"^. 


«=72^1  =  : 
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Für  die  Welle  GH  ist  L  =  4*"  einzusetzen,  man  erhält : 

dj  =  381-^  =  41,42 

und  abgerundet  di  =  42*"**. 

Die  Verdrehungswinkel  o,,  Oj,  a^,  o^,  welche  der  Reihe  nacl 
die  Wellen  BC,  BD^  DE^  GH,   deren   corrigirte  Durchmesser  ej,' 
dt,  d[,  d[  sind,  erleiden,  erhält  man  aus  der  Proportion: 

ocj  :  o,  =  Z  :  "V  2  Xf ;  man  findet : 


flqV2T  1/2"        ,    ,  L 

o,  =  —^f =  «1  y  —  und  da  a,  =  ^ 


ist,  so  hat  man  auch: 

die  Zahlenwerthe  der  Reihe  nach  für  L  eingesetzt,  gibt: 
«,=y-^  =  0,913«, 

«,=y^= 1,118», 


«.=y4=o,7«. 


Man  sieht,  dass  die  Verdrehungen  sämmtlicher  Wellen  nur  gering 
sind.  Das  Wellenstück  EF,  das  einer  Torsionsbeanspruchung  nicht 
unterliegt,  kann  beliebig  gemacht,  oder  auch,  wenn  es  angeht,  ganz 
weggelassen  werden. 

13.  Eine  schmiedeiserne  Transmissionswelle  soll  iV=30  Pferde- 
kräfte bei  w  =  90  Umdrehungen  pro  Minute  übertragen ;  wie  gross 
ist  der  Durchmesser  der  Welle  zu  machen,  wenn  die  zulässige  Tor- 
sionsspannung ®  =  2,3^^  pro  Quadratmillimeter  betragen  soll,  und 
wie  gross  wird  der  Verdrehungswinkel,  wenn  die  Länge  der  Welle 
Z  =  4"»  ist? 

Auflösung.  Bezeichnet  M  das  auf  die  Welle  einwirkende 
Torsionsmoment,  so  ist  nach  der  Lehre  der  Torsionsfestigkeit 


3f= — — V — ,  woraus  d 
Ib 
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.  ,        ,   ,     „        716200  .V     .  ^ 

ist,  and  da  M  = ist,  so  hat  man  auch : 


ä  4^-;i6200A  =  1541^  =  1541/: 

T  ©TTW  V   W©  V    ' 


30 


90.2,3 
oder  d  ==  80,8  und  abgerundet  d  =  81*"'^. 
Der  Verdrehungswinkel  a  der  Welle  ist: 

©;       180         2,3.4000       180 


^    d  '     TZ  8000  .  40,5  *  3,14 

^•2 


=  1,62«. 


14.  Zwei  schmiedeiseme  Transmissionswellen,  beide  90*"*"  im 
Durchmesser  haltend,  sollen  durch  einen  glatten  cylindrischen  Kupp- 
lungsmuff unter  Anwendung  eines  Keiles  fest  mit  einander  verbun- 
den werden;  man  fragt  nach  der  Wandstärke  iv  des  Muffes. 

Auflösung.  Da  di«  eine  (treibende)  Welle  ihr  Drehmoment 
durch  den  Kupplungsmuff  auf  die  zweite,  mit  ihr  fest  verbundene 
(getriebene)  Welle  zu  übertragen  hat,  so  wird  der  Kupplungsmuff 
auf  Torsion  beansprucht,  u.  zw.  durch  dasselbe  Moment,  welches 
die  Welle  beansprucht.  Aus  der  Tabelle  in  Aufgabe  8  findet  man 
für   die   auf  ihre   Festigkeit  berechnete,    schmiedeiserne  Welle  von 

3, 

kreisförmigem  Querschnitte:  d=^  PR  =  dem  inneren  Durchmesser 
des  Muffes.  Hieraus  ist  PR  =  d^  und  da 


-=^(^-) 


ist,  wobei  d^  den  äusseren  Durchmesser  des  Muffes  bedeutet,  so  hat 
man  auch: 

©7C   /dl  —  d* 

diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  dj   geordnet: 


©7Ü  /cf;-d-x 
-  16   V      d,     ) 


16  d,  d^                                         l&d,d'        _^ 
— -z^ =  d\  —  d*.  oder  d\ — =  d* 

©71  *  '  *  ©TC 


In  diese  Gleichung  ist  für  ©  nur  ein  verhältnissmässig  geringer 
Werth  einzusetzen,  weil  der  Muff  ausser  der  Torsionsbeanspruchung 
noch  der  besonderen  Anstrengung  des  Eintreibens  des  Keiles  zu  wider- 
stehen hat ;    wir  nehmen  ©  ==  1   und   erhalten  mit  diesem  Werthe 

angenähert  d^  =  1,8  c?,  genau  genommen,  entspricht  das  Verhältniss 
j 

^  =  1,8  dem  Werthe  ©  =  0,9656 ;  da  nun  d,  =  cf  —  2  w  ist,  so 
d 

hat  man  auch :  d  —  2  m?  =  1 ,8  rf,  woraus  w  =  0,4  d = 0,4 .  90  =  36*^ 

folgt;  die  Wandstärke  des  Muffes  ergibt  sich  also  zu  So*"*. 
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Geht  man  hingegen  von  der  Formel  aus,  nach  welcher  die 
Welle  auf  ihre  Verdrehung  berechnet  wird,  so  hat  man  laut  Tabelle 
der  Aufgabe  8  für  die  schmiedeiseme  Welle  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte, auf  Verdrehung  berechnet: 

hieraus  ist  das  Moment 

^^  =  (4:13) '  ^^^^^  WäF^le-C-^-)^ 

diese  Gleichung  nach  (Z,   geordnet: 


290,! 


_d 
291 


d*               ®i:/^d*  —  d*\     ^       .  ,^ 

^  =  ^  (^ y  Oder  16  d,  rf*  =  291  S  TU  K  -  d% 


—  dt  —  d*  und  <^t—   ooi  ^^  =^  > 


291©7t:~'  '        291  ©t; 

soll  diese  Gleichung  denselben  Werth  für  d^  liefern,    wie  die  erste 

nach  d^  geordnete  Gleichung,    so  muss  man   ©  =  0,31    einsetzen, 

man   erhält  dann   ebenfalls  ^^  =  1,8^;    dass   diese  Werthe  für  © 

verschieden    eingesetzt   werden   müssen,    um   dasselbe   Resultat    zu 

erhalten,    rührt  daher,    dass  im  ersten  Falle   das  Moment  M=d* 

d* 
weit    grösser    als   im  zweiten  Falle  M=-^^  ist,    weil   im    ersten 

Falle  die  Spannung  ©  =  4,8  der  Formel  zu  Grunde  gelegt,  im 
zweiten  Fall  aber  nur  die  Berücksichtigung  der  Verdrehung  der 
Formel  zu  Grunde  gelegt  wurde,  wobei,  wie  bekannt,  sich  die 
Spannung  ©  als  eine  im  Allgemeinen  weit  kleinere  herausstellt; 
da  nun  in  beiden  Fällen  derselbe  Wellendurchmesser  d  =  90*"'"  in 
die  Rechnung  eingeführt  wurde,  so  musste  im  zweiten  Falle  in  der 
geordneten  Gleichung  des  vierten  Grades  das  zweite  Glied  kleiner 
ausfallen.  Da  hier  aber  in  Bezug  der  Kupplung  nicht  die  Ver- 
windung,  sondern  nur  die  Torsionsfestigkeit  zu  berücksichtigen 
ist,  so  ist  für  letztere  nur  das  Torsionsmoment  des  ersten  Falles, 
M=d^  massgebend. 

Geht  man  aber  bei  Welle   und   Muff  von  der  Formel    für  die 
Verwindung  aus,  so  hat  man  für  den  Verdrehungswinkel : 

^_  i>_  PÄ.1000i>.180 
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d* 
oder,  wenn  man  für  PH  den  Werth  ^=-^Qr  setzt: 


180000. 


291 


32 


Tz'G{dt  —  d*)291 
180000.  32  rf* 


-,  hieraus  ist 


die  Werthe  G^  =  4000  und  di  =  l,8d  eingesetzt 
_  (3,14)>  4000  .  291  [(1,8 d)'  —  d*] 


S  = 


180000.  32  (f* 


=  18,942 


und  abgerundet  S  =  19,  d.  h.  der  Verdrehungswinkel  für  den  Muff 

L«  1 

ist:  a^=-rQ-,  oder  —  Grad  auf  1"»  Länge.  Löst  man  obige  Glei- 
chung für  S  nach  der  Unbekannten  d^  auf,  so  erhält  man,  wenn 
8  =  18,942,  und  G  =  4000  (was  dem  Gusseisen  entspricht)  ge- 
setzt wird,  selbstverständlich  di  =  l,8d. 

15.  Zwei  schmiedeiserne  Transmissionswellen  von  kreisförmigen 
Querschnitten  sind  an  ihren  Enden  durch  eine  üeberplattung  und  einen 
cylindrischen  Kupplungsmuff 
unter  Anwendung  eines  Keiles 
fest  mit  einander  verbunden 
(siehe  nebenstehende  Figur) ; 
wenn    der   Durchmesser    der 
Welle  ausserhalb  der  Kupp- 
lung d  =  90«"»  ist,  so  fragt  ^«-  "«• 
man,  wie  gross  ist  der  Durchmesser  dj  jeder  der  beiden  halbkreis- 
förmig geformten  Wellenenden  zu  machen? 

Auflösung.  Das  Torsionsmoment  M  =  PR^  welches  die  Welle 
vom  Durchmesser  d  beansprucht,  haben  auch  die  Wellenenden,  deren 
Querschnitte  halbkreisförmig  sind,  aufzunehmen,  daher  muss  das 
polare  Trägheitsmoment  des  halbkreisförmigen  Querschnittes,  multi- 
plicirt  mit  der  zulässigen  Torsionsspannung  @  gleich  gesetzt  wer- 
den dem  Torsionsmomente  M;  es  ist  also  Jf=®Zj  =  ®Z,  wenn 
Zj  dem  halbkreisförmigen  und  Z  dem  kreisförmigen  Querschnitte 
der  Welle  entspricht.  Das  Trägheitsmoment  des  Halbkreises,  bezogen 
auf  dessen  horizontale  Schweraxe  ist: 


j,= 


nr: 


8 


TrrJ 
~2~ 


(4^)"= 


r}  (9  71'— 64) 
12n 


wobei 


4r, 
37r 


die   Entfernung   des   Schwerpunktes   vom  horizontalen  Durchmesser 
bedeutet. 
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Das  Trägheitsmoment  des  Halbkreises,  bezogen  anf  dessen  ver- 

TT  7** 

ticale  Schweraxe,  ist  /,  =  — q-^,  daher  das  polare  Trägheitsmoment 

o 

Jp  =  Jt+Jt  =  — ^-^2i +  ~8~' 


r}  (18  n'  —  64) 
72« 


■^.=     '^     .o-"      ^=0>5025r;. 


Die  Entfernung  c  des  Schwerpunktes  des  Halbkreises  von  der  äusser- 
sten  Faser  ist  offenbar  die  Hypothenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  eine  Kathete  die  Entfernung  des  Schwerpunktes  vom 
Mittelpunkte  des  Kreises  und  die  andere  Kathete  der  Halbmesser 
ist;  daher 

^=V(^)  +'  =V — 9^^^^ — '  ''" 

O  7C 

somit  der  polare  Querschnittsmodul: 

J^^        0,5025.;  oder 


"p 


c 


3n 
3  7t  ■  0,5025  r? 
Vl6  +  9ü~' 


^  Vl6  +  9  it' 


Z,  =  ^V,  '"":":'  =  0,147  urj. 


Durch  Gleichsetzung  der  beiden  polaren  Trägheitsmomente,  des  vollen 
Kreisquerschnittes  vom  Halbmesser  r  und  des  Halbkreises  vom  Halb- 

messer  r^,  erhält  man  :  — ^—  =  0,147  TirJ,  woraus 

''  ''        =  1,503  r 


Vö447:2        0,66494 


und  abgerundet  rj  =  1,5  r,  oder  d^'=\^ä  folgt;  der  Durchmesser 
des  halbkreisförmigen  Wellenendes  wird   demnach: 

d^  =1,5.90=135»^. 

16.  Mittelst  einer  Bauwinde  mit  doppelter  Räderübersetzung 
ist  eine  Last  von  Q  =  2500*^  in  die  Höhe  zu  heben ;  man  fragt 
nach  den  Durchmessern  der  schmiedeisemen  Wellen. 

Auflösung.  Wir  machen  folgende  Annahmen :  An  den  Enden 
der  Kürbeiwelle  wirken  zwei  Mann,  jeder  mit  16**^   Kraft  an  einer 
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Kurbel  von  R  =  400"**"  Länge,  der  Halbmesser  der  Seiltrommel  sei 
r=120'"";  darnach  erhält  man  die  ganze  Räderübersetzung 

._   Qr  _  2500.120 
'~PR~     32.400 

und  abgerundet   t'  =  24 ;   wir   zerlegen   diese  üebersetzungszahl   in 

R         Z  R^         Z 

die  zwei  Factoren  /,  =  — -  =  — ^  =  4,  und  ^  = =  — ^  =  6, 

i\  z^  r,  z^ 

wobei  jBj,  r^,  Z„  z^  die  Theil- 
kreishalbmesser  und  Zähne- 
zahlen des  ersten  Räderpaares 
(zwei  ineinander  greifende  Zahn- 
räder), jBj,  r,,  Z,,  2!j  die  Halb- 
messer und  Zähnezahlen  des 
zweiten  Räderpaares  bedeuten. 
Für  die  erste  Welle  (Kurbel- 
welle) ist  das  Torsionsmoment 
if,  =  P22  =  32 .  400  =  12800, 
für  die  zweite  Welle  ist  das 
Torsionsmoment  M^  =  D^  R^, 
wobei  2>i  den  Zahndruck  im 
ersten  Räderpaare  und  R^  den 
Halbmesser  des  grossen  Rades 
im  ersten  Räderpaare  bedeuten 
(siehe  nebenstehende  Figur). 

Die  letzte  Gleichung  durch 
die  Gleichung  ,,M^=PR^D^r, " 
dividirt   (wobei  r,   den  Halbmesser  des  auf  der  Kurbelwelle   sitzen- 
den Getriebes  bedeutet): 

-zrr  =  -R =  —  =  t.  =  4 :  daher  ist 

M,  =  M,  i,  =  12800  .  4  =  51200, 

das  Torsionsmoment  M^  für  die  Lastwelle  ist: 

M,=  Qr=z  2500  .  120  =  300000. 

Da  die  Wellen  kurz  sind,  so  berechnen  wir  sie  nur  auf  ihre  Torsions- 
festigkeit, ohne  Rücksicht  auf  ihre  Verdrehung,  und  gebrauchen 
die  in  der  Tabelle  der  Aufgabe  8  enthaltene,  für  den  vorliegenden 

S. 8. 

Fall  passende  Formel:  d=\PR^  oder  allgemein  d=\M\  in 
diese  Gleichung  anstatt  M  die  für  M^ ,  if,  und  M^  gefundenen  Werthe 
nach  einander  eingesetzt  und  cZj,  (7,,  d^  bestimmt,  erhält  man  ab- 
gerundet :  dj  =  24'""»,  d^  =  38'"'",  rf,  =  67'*'";  die  Kurbelwelle  wird 
man  jedoch  aus  praktischen  Rücksichten  nicht  unter  30'"'"  Dicke 
ausführen. 


Fig.  147. 
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17.  Zwei  schmiedeiseme  Transmissionswellen  von  k  45"^  Durch- 
messer werden  durch  eine  Frictions-  (Kegel-)  Kupplung  ausrückbar 
mit  einander  verbunden;  der  mittlere  Halbmesser  der  abgestutzten 
Kegel-  oder  Reibungsfläche  (mittlerer  innerer  Halbmesser  der  Hohl- 
kegelfläche) sei  i?  =  200'^;  der  auf  der  getriebenen  Welle  mittelst 
Feder  und  Nuth  bewegliche  Kegelstutz  werde  mit  einer  Kraft 
p  =  18^^,  welche  an  dem  Ende  eines  Hebels  von  sechsfacher  üeber- 
setzung  zwischen  den  beiden  Hebelarmen  wirkt,  in  die  Hohlkegel- 
fläche hineingedrückt,  um  die  Mitnahme  der  getriebenen  Welle  durch 
Reibung  zu  bewirken ;  man  fragt :  1)  Wie  gross  ist  der  Verdrehunga- 
winkel  der  getriebenen  Welle?  2)  Welchen  Durchmesser  hätte  die 
getriebene  Welle  zu  erhalten,  wenn  ihre  Verwindung  nicht  grösser 
als  Y*^  pro  laufenden  Meter  Länge  sein  sollte?  Der  Winkel,  den 
die  Kegelseite  mit  der  Axe  bildet,  ist  a=12^ 

Auflösung.  Für  die  Berechnung  einer  schmiedeisemen  Trans- 
missionswelle auf  Verdrehung  hatten  wir  die  Formel: 

ä  =  4,13YM,  hieraus  ist  if  =  (^)  =  (^)\ 

*  oder  M=  14113,5  und  abgerundet  Mz=  14114. 

Wird  die  Kupplung  eingerückt,  so  ist  der  axiale  Druck  zwischen 
den  beiden  Kegelflächen  K=Qp=zQ  ,18  =  108*i^  (weil  eine  sechs- 
fache Hebelübersetzung  vorhanden  ist),  somit  ist  das  Reibungsmoment: 


Sin  a 


wenn  |i  den  Reibungscoefficienten,    hier  zwischen  Eisen   und  Eisen, 
ji  ^  0,15  und  a  den  Winkel  bedeutet,  den  eine  Kegelseite  mit  der 


Fig.  148. 


Axe  bildet.    Der  die  Reibung  erzeugende  Normaldruck  — ;^ wird 


auf  folgende  Art  gefunden :  Unter  der  Annahme,  dass  der  Druck  A' 
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gleichförmig  über  der  ganzen  Kegelfläche  vertheilt  wird,  zerlegen  wir 
diese  Kraft  K  in  eine  Reihe  paralleler  Kräfte  ^, ,  K^,  K^ .  .  ,  .  Kn, 
welche  symmetrisch  um  die  Axe  so  vertheilt  gedacht  werden,  dass 
jeder  Ejraft  K^  auf  der  einen  Seite  von  der  Axe,  eine  andere  ebenso 
grosse  Ejraft  K^  auf  der  anderen  Seite  von  der  Axe  gegenüber 
steht ;  jede  dieser  Kräfte  Ki,  K^ . .  .  K„^  zerlegen  wir  wieder  in  die 
normal  zur  Axe  gerichteten  Componenten  g^ ,  q^  .  . .  ,  qn  (siehe 
Figur  148),  welche  sich,  als  einander  entgegengesetzt  und  gleich 
gross,  gegenseitig  aufheben,  und  in  die  auf  den  Kegelseiten  senk* 
rechten  Componenten  r^ ,  r, .  *  .  .  r„.  Die  die  Reibung  erzeugenden 
Normaldrücke  sind  r^  +  r,  +  •    •  •  ^m  es  ist  aber 

^i  ^a  ^n 

sm  a  sm  a  sin  a 

die  Summe  dieser  Normaldrücke: 

n  +  ^«  +  •  • .  ^n  =  — h  — h  • .  .  — ,  oder 

sm  X  sm  a  sm  a 


sm  a  sm  a 

ist  der  die  Reibung  erzeugende  Normaldruck;  dieser  mit  dem 
Reibungscoefficienten  ji  multiplicirt,  gibt  die  ReibungsgrÖsse,  welche 
mit  dem  Halbmesser  B  multiplicirt,  das  Reibungsmoment  Jfj  dar- 
stellt. Man  erhält  also: 

200  .  108  .  045          200  .  108  .  0,15         , . .  ^ . 
'*'^  = ^i^T2^ = ÖT079 =  ^^^^^' 

da  M^^  M  ist,  so  wird  die  Mitnahme  der  getriebenen  Welle  durch 
die  Frictionskupplung  erfolgen;  es  wird  aber  auch  die  getriebene 
Welle  wegen  des  vergrösserten  Torsionsmomentes  etwas  mehr  als  74  ° 
pro  laufenden  Meter  Länge  verwunden  werden.  Da  nun  nach  der 
Formel  für  den  Verdrehungswinkel  dieser  dem  Torsionsmomente 
direct    proportional   ist,    so   wird   die    getriebene  Welle    pro  Meter 

T"  .      ir    ^    V  1   .,  1     3f,         1     15584       . 

Lange  eine  Verdrehung  erleiden:  a»  =  -j  .  —jr  =  -j- .  YTriT^  ^ 

aj=r  0,276  ^  Soll  die  getriebene  Welle  keine  grössere  Verdrehung 
erleiden  als  ^/^  °  pro  Meter  Länge,  so  müsste,  dem  Reibungsmomente 
Ml  entsprechend,  die  Welle  einen  Durchmesser  erhalten  : 

d,  =  4,13  V^=  4,13  VT5584  =  46,17,  oder 
und  abgerundet  d^  =  46"*"*. 
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18.  Eine  einfache  Torsionsfeder  von  kreisförmigem  Querschnitte 
sei  mit  dem  einen  Ende  fest  eingespannt,  und  werde  am  anderen 
Ende  durch  eine  ÜLraft  P=  125*^^  auf  Verdrehung  beansprucht; 
diese  Kraft  wirkt  an  dem  Umfange  einer  kreisförmigen  Scheibe  vom 
Halbmesser  JB,  welche  auf  dem  freien  Ende  der  Feder  befestigt  ist, 
die  Länge  der  letzteren  ist  l  =  1000"^ ;  die  Grösse  der  gewünschten 
Federung  sei  /=  90"^,  das  Material  der  Feder  sei  gehärteter  und 
angelassener  Gussstahl;  man  fragt  1)  nach  dem  Durchmesser  d 
der  Feder  und  2)  nach  dem  Halbmesser  R  der  Scheibe. 

Auflösung.  Die  Beanspruchung  dieser  Feder  auf  Torsion  ist 
offenbar  dieselbe,  wie  bei  einer  Torsionswelle  von  der  Länge  l  und 
dem  Durchmesser  d,  das  Torsionsmoment  ist  PJB,  folglich  wird 
zur  Berechnung  von  d  dieselbe  Formel  wie  bei  einer  Transmissions- 

®7zd^ 
welle,  nämlich  PR  =  — :— —  dienen.  In  dieser  Gleichung  ist  aber 

Ib 

noch  die  Unbekannte  B  enthalten,  wir  haben  daher  noch  eine 
zweite  Gleichung,  in  der  die  Unbekannten  R  und  d  vorkommen, 
aufzustellen.  Die  gewünschte  Federung  /  ist  nichts  anderes,  als  die 
Länge  eines  Kreisbogens  vom  Halbmesser  J2,  entsprechend  dem 
Verdrehungswinkel  a,  den  die  Feder  durch  die  Kraft  P  erleiden 
soll,  somit  ist  die  Bogenlänge  /,  um  welche  der  Angriffspunkt  der 
Kraft  bei  Aufhören  der  Kraftwirkung  wieder  zurückgehen  soll, 
/=iRa;    nach  der  Lehre    von  der  Torsionsfestigkeit   ist  aber  der 

„    ,    .  .  ^  ,  -        Pßi         32PRI      ,  ,       ^       S2PRH 

Verdrehungswinkel  a  =  = ,    daher  /  = , 

t/j,Cr  Tza*G-  TZ  d*G 

aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  ^,PR  =  — -— — "  die  Werthe 

Ib 

von  R  bestimmt  und  einander  gleich  gesetzt: 


VTzdU 
~S2~J 


(Bnd'      ■\Tzd*G/     ^. 

—  *'  hieraus  ist 


16P  ~  )     32 PI 


T6 


nd       ^InG/        _    ,        IQP^n^      ^ 
5P-=Y32P/  ^"'  ^  =  -©^  V32P7'  ^^^^ 

""V  &TZK  32 PI  ~e]~2idr' 

der  Elasticitätsmodul  E  des  gehärteten  und  angelassenen  Gussstahls 

ist :  E  =  30000,  daher  G  =  ~-E,   0=~.  30000  =  12000 ;    der 

o  o 

Tragmodul    des   Federmaterials    für   Schub    ist    T==  100^^,    daher 
nehmen  wir  als  zulässige  Schubspannung  ©  =  32,  was  eine  genü- 
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gende    Sicherheit    gewährt;    die    Zahlenwerthe   in   obige   Gleichung 
für  d  eingesetzt: 

_  4  .  ri25  ■  12000  ■  90  _  jg  3^. 
32  V    2.3,14.1000    ~  ^'       ' 
hiermit  findet  man 

^T.d»       32.3,14(18,3)' 


R  = 


16P  16.125       ' 

oder  Ä=  307,89  und  abgerundet 

B  =  308'»«. 
Der  Winkel  a,  um  welchen  die  Feder  verdreht  wird,  ist: 


-  _  Z  —  _^  _  _**^ 
"■~Ä"~308  "  154' 


oder  im  Gradmass: 


„       ^     180  45       180        ,^,^„ 

*  =«-344  =154  •  3714- =  1^'^^°' 

die  Grösse  der  Biegsamkeit  der  Feder  ist 

19.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  der  Querschnitt  der  Feder  ein  Rechteck  von  den 
Dimensionen  h  und  h  ist,  wobei  h  <^h  sein  soll ;  es  sind  die  Quer- 
schnittsdimensionen h  und  h  der  Feder,  sowie  der  Halbmesser  ff, 
an  dem  die  Kraft  wirkt,  zu  bestimmen. 

Auflösung.  Zur  Berechnung  der  drei  Unbekannten  6,  h  und  R 
haben  wir  drei  Gleichungen  aufzustellen.  Für  das  Torsionsmoment  M 
haben  wir  die  Festigkeitsgleichung :  M==  PR^&Z^  wobei  Z  den 

2 

polaren  Querschnittsmodul   für   das  Rechteck  Z=-^b*h  bedeutet; 

man  hat  also  die  erste  Gleichung: 

PR  =  ~b'he (1) 

Die  Federung  /  ist  ausgedrückt  durch  die  Gleichung:  f=Roi, 
und  da  nach  der  Theorie  der  Torsionsfestigkeit  allgemein 

^_       SPRl 


diese  Formel  für  den  vorliegenden  Fall  specialisirt, 

Graf,  Festigkeitslehre.  25 
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^  _  3SPR{b*  +  h*)l 
"~  Gb'h' 

gibt,  80  hat  man  die  zweite  Gleichnng: 

SSPBHjb^  +  h") 
^-  Gb^- ^'^> 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  einen  Coefficienten,  der  zwischen 
1,2  und  1,5  schwankt,  und  der  Grösse  1,5  sich  umsomehr  nähert, 

je  grösser  das  Verhältniss  — ,  d.  h.  je  grösser  h  im  Vergleiche  zu  b 

b 

wird.    Durch  Annahme    eines  Verhältnisses   zwischen  b  und  h  ge- 
langen wir  endlich  zur  dritten  Gleichung,  wir  setzen 

b=ph (3) 

Aus  Gleichung  (1)  ist  R  =  — --  — -,    aus  Gleichung   (2)  ist 

Gb^h^f 

— ,  diese  beiden  Werthe  von  R  einander  gleich 


«=V: 


3  5P^(&»  +  Ä«) 
gesetzt,  gibt: 

I        Gb^h^f  __   2&VtS 


y 


oder 


dSFlib'^  +  h*)  9P 

beiderseits  quadrirt  und  nachher  reducirt: 

TSPl (b^  +  h"^)  ~     81 P*    ' 

Ghf       _  4&©' 
Jl(b^+h^~~27T' 
vom  Nenner  befreit: 

27PÖÄ/=46e«S;(6»  +  Ä«), 
den  Werth  von  b  aus  Gleichung  (3)  hier  eingesetzt: 
27P(?Ä/=4^Ä©«S^(ß>Ä«H-Ä>),  oder 
27PG/=4^e«5;Ä«(fl«+l),-  hieraus  ist 


^l__^T_PGf__  _  _3_  1  r 

' V4e«s;(?«+i)^~  2e  Vi 


3PGf 


In  die  Gleichung  „&=^ä"  für  ä  den  eben  gefundenen  Werth 


gesetzt : 


_  Sjj-./      3Pr^/ 3  i/  3ßPg/ 

'~  2"e  \  s;i/(^«+i)  ~  2©  y  s;(ß«  +  i) ' 
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setzt   man   die   für  b  und  h  gefundenen  Werthe   in    die   Gleichung 
„jB  =  — ö"- — *'  ein,  so  erhält  man: 


2       9  3ßPff/         3   i/      3PG/ 


Ä= öp ^—-^ >  oder 


rV^ 


81.    ©-./    P'O'/'ß         War     ^^-^    1' 
4  •  @' Y 5'^'(ß'  +  i)'  _   Y ^Lsuß'  +  i)  J 
~  9P  ~  4e*p  ' 

wir  nehmen  ß  =  -^-  und  S  ^  1,35  an ;  in  die  Gleichung  fär  h  die 
Zahlenwerthe  eingesetzt: 


,_     3    -,/       3. 125: 12000.90        _   ,».,  ,, 
■       '-^y735.i..0CK,(i  +  l)-'"" 

und  abgerundet  7>  =  42"*"»,  hiermit  wird  6  =  —  =  14*^,  man   er- 

6 

hält  femer: 

2. 14». 42.32  _ 

^--   9.125  --468,3 

und  abgerundet  R  =  468™". 

Der  Verdrehungswinkel  a  wird: 
-^        /  90         ^         „  90        180         ,,r.,a. 

oder  abgerundet  11®. 

Vergleicht  man  die  Volumina  der  in  den  Aufgaben  18  und  19 
berechneten  Federn,  so  sieht  man,  dass  im  ersten  Falle  das  Vo- 
lumen wesentlich  kleiner  ist,  als  im  zweiten  Falle;  man  hat  für 
den  ersten  Fall : 

F.  =  ^  =  344(18  3)M000  _  2g3 
4  4 

im  zweiten  Falle  ist 
V,  =  bhl=  14 V„  .  42»/,,  •  1000,  oder  F.  =  593260'»'"";  daher 
F,  _  593260  _ 
1^- ■"263020'-'''^^^' 

im  zweiten  Falle  ist   also   das  Volumen  2,255mal   grösser,   als   im 
ersten  Falle;    diese  Volumvergrösserung  wird  jedoch  dann  nicht  so 

25* 
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bedentend  sein,  wenn  der  Halbmesser  R  =  308"^,  wie  in  Auf- 
gabe 18  angenommen,  und  nach  der  Federung  /  gefragt  wird;  in 
diesem  Falle  hat  man  die  beiden  Gleichungen 

Pi?  =  |-@fc'Ä \\) 

und 

h  =  ^h (2) 

nach  den  unbekannten  h  und  h  aufzulösen,    und  in   die  Gleichung 

die  gefundenen  Werthe  einzusetzen.     Man    erhält   aus  (1)  und  (2): 

2 

Pi?=--©ß«Ä«,  hieraus  ist 

'^PB      -,'/ 9  71257308" 


V9.12i 
2.3 


'=^-5ä-,T=\/^r^|-=»»-8o^ 


und   abgerundet   ä  =  36'""*,    hiermit   wird   6  =   -  = -^  =  12"^; 

die  Federung  /  ist   nach   obiger  Gleichung   für  /,    wenn   man   die 
Zahlen  werthe  darin  einsetzt : 

(308)' 125 .3 .1,35 .1000 (144  +  1296)  _ 
■^~  12000.1728.46656  —  <i,*o     . 

der  Verdrehungswinkel  a  wird : 

^._/      180  _  71,48.180  _ 

""  -R-^ir-    30X3.14    -  ^'^'^^'^  ■ 

Jetzt  ist  aber  das  Volumen : 

F,  =  ft  A  i  =  12 .  36 .  1000  =  432000""»',  somit 

F,         432000        .  .,, 

IT  =  "26302^  =  ^'^^^' 

es  ist  also  das  Volumen  jetzt  nur  l,642mal  so  gross,    als  bei  der 
Feder  von  kreisförmigem  Querschnitte. 

20.  Eine  cylindrische  Schraubenfeder  vom  mittleren  Halbmesser 
R  =  36*"*"  erfährt  in  der  Richtung  der  Cylinderaxe  eine  Zugbean- 
spruchung vonP=24*^;  der  Federdraht  habe  einen  kreisförmigen 
Querschnitt  vom  Durchmesser  ^,  ist  aus  gehärtetem  und  angelassenem 
Gussstahl,    die    Anzahl    der   Windungen   ist   n  =  10 ;    man   fragt : 
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1)  Wie  gross  ist  der  Durchmesser  d  des  Drahtes  zu  machen,  2)  wie 
gross  ist  die  Ausdehnung  oder  Verlängerung /der  Feder  und  3)  welche 
Länge  l  muss  der  gestreckt  gedachte  Draht  der  Feder  erhalten? 

Auflösung.  Die  hauptsächlichste  Wirkung,  die  die  Kraft  P 
auf  die  Feder  hervorbringt,  ist  eine  Verdrehung  der  Federelemente 
mittelst  des  Torsionsmomentes  PR  und  kann  daher  der  Durch- 
messer d  des  Federdrahtes  wie  der  Durchmesser  einer  auf  Torsions- 

@  7zd^ 
festigkeit  beanspruchten  Welle    nach   der  Formel  ,,PR  =  — -- — '* 

Ib 

berechnet  werden ;  man  erhält  aus  dieser  Formel : 

_-(/l6P^     l)  16 .24 .36  _ 
''-y     <Biz     -)    36.3,14    -*'^^ 
und  abgerundet  d  =  Ö*"*". 

Die  Ausdehnung  oder  Verlängerung  /,  welche  die  Feder  durch 
den  axialen  Zug  erleidet,  wird  auf  folgende  Art  gefunden:  Denkt 
man  sich  ein  Bogenelement  ds  der  spiralförmigen  Mittellinie  der 
Feder  als  geradlinig,  so  ist  der  Winkel,  um  welchen  ein  Federele- 
ment von  der  Länge  ds  (um  die  Mittellinie  des  Stückes  ds  als  Axe) 
verdreht  wird,  nach  der  Theorie  der  Torsionsfestigkeit: 

^  ,  ocMds 

wobei  S  den  Verdrehungswinkel  auf  die  Längeneinheit  bezogen, 
a  für  den  Kreisquerschnitt  =  1,  M=PR  das  Torsionsmoment, 
Jp  das  polare  Trägheitsmoment  des  Querschnittes  des  Federdrahtes, 

hier  Jp  =  -^^  d^  und  G  den  Torsions-Elasticitätsmodul  G  =  10000, 

bedeuten.  Diese  Verdrehung  bewirkt  aber  eine  unendlich  kleine  Ver- 
schiebung des  einen  Endpunktes  des  Bogenelementes  ds  in  der  Rich- 
tung der  Axe  der  Spirale  um  ein  Stück  df=8R^d<:p,  wenn  hier- 
bei f/cp  den  Verwindungs Winkel  des  Federelementes  von  der  Länge 
d  8  bedeutet ;  setzt  man  in  die  letzte  Gleichung  anstatt  S  den  Werth 

aPÄ                                   oiPR^d^ 
* —  ein,  so  ist  d/= T~n~''^  ^®®®  Gleichung  integrirt, 


Jp  G    ™'  •'  Jp  G 

erhält  man  die  ganze  Verschiebung  oder  Ausdehnung  der  Feder  in 
der  Richtung  der  Axe: 

H.2X 


^=-j;;gJ/''^' 


olP     /• 

e  R  constan' 


da  aber  im  vorliegenden  Falle  R  constant  ist,  so  hat  man 
aP     ^.    T'^^         olP    ^.  ^  2na7iPP« 
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2nit<xPR*        64  naPÄ«         64. 10.24(36)'.  1 


/= 


ir   ,^^  Gd*  10000.5* 


oder  /=  114,6  und  abgerundet  /=  115***"*. 

Die  Länge   l  der   gestreckt   gedachten  Feder  ist :   l  =  2TzRn, 
oder  genauer: 


l  =  n^|d^+{2?cR)\  oder  ;=  10 Y5«  +  (2. 3,14. 36)«  =  2261, 35«". 

21.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,   dass   der  Querschnitt   des  Federdrahtes   ein  Rechteck 

von  den  Dimensionen  b  und  h  (&  <  ä)  sein  soll,  und  —  =  -5-  ist. 

h         o 

Auflösung.    Aus   der   für   diesen  Fall  geltenden  Festigkeits- 

2©ft«Ä 

gleichung  ,,PE  = **  findet  man,  wenn  man  für  b  den  Werth 

«/ 

h  2®Ä« 

fe  =  -ö-  einsetzt :  FE  =  — ^z — ,  und  hieraus  ist 
o  ol 

oder  abgerundet  h  =  9'""',  hiermit  wird 

h  —  —  —  —  —  ^mm 

Nach  dem  vorigen  Beispiele  ist  die  Ausdehnung  /,  welche  die 
Feder  durch  die  Kraft  P  erleidet: 

2nizPB^(x, 

wir  setzen  hier  a=l,35;  nach  der  Lehre  von  der  Torsionsfestig- 

4Ji  Jj 

keit  ist  allgemein  das  polare  Trägheitsmoment  Jp  =    ^    ^     y-,  wo- 

•A  +  «A 
bei  Ji   und  J,    die  äquatorialen  Trägheitsmomente    des  Rechteckes, 
bezogen   auf  die  zwei   auf  einander    senkrecht  stehenden  Axen    des 
Rechteckes,  bedeuten;  es  ist 

bh^      ^        b'h 

,     bh^     b'h  45*V 

4  . 


12  *   12  144  b^h 

Jp  — 


bh^  +  b^h  2>Ä  .,^        3(&«  +  Ä«)' 

—12 12^*+^) 
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diesen  Werth  von  Jp  in  die  Gleichung  für  /  eingesetzt: 
2nT:PB'(x    _  6nnPR'{b* +  h')a 
^~       b'h»  ~  b'h'G 

3  (6>  -1-  h*j  ■ 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

6. 10.  344.  24.  (36)' (9' +  3')  U5  _ 
•^~"  3».  9«.  10000  —lov,^     . 

Die  Länge  2  der  gestreckt  gedachten  Feder  ist: 

l  =  n  YÄ*H-(27tT^  =  10  V  9» +(2.  3,14.  36)«  =  2263'»"». 

Anmerkung.    Ans  der  Formel   für  die  Dehnung  /  ist  ersichtlich, 

dass  die  Biegsamkeit  der  Feder  (der  Quotient  ^  stellt  die  Grösse  der  Bieg- 

samkeit  dar)  unabhängig  von  der  Lage  des  rechteckigen  Querschnittes  ist, 
weil  die  beiden  Dimensionen  b  und  h  immer  symmetrisch  in  der  Formel 
vorkommen;  es  ist  also  für  die  Biegsamkeit  der  Feder  ganz  gleich,  ob 
man  die  grössere  oder  kleinere  Seite  des  Rechteckes  mit  der  Federaxe 
parallel  stellt. 

Ist  der  Querschnitt  des  Drahtes  ein  Quadrat  von  der  Seite  ft, 
so  erhält  man  aus  der  diesem  Falle  entsprechenden  Festigkeitsfonnel 

,,PJR  =  — —-."•  die  Quadratseite : 
3V2 

setzt  man  in  der  für  das  Rechteck  geltenden  Formel 
„PÄ=l^u    H  =  b,  so  ist 


-m-f 


^^       26»®  ,      -i79Pi?       i79.24.36 

rHz=i  — _ — ,  woraus  h  : 


9     '  12®  T      2.36 


oder  6  =  \  108  =  4,7622"*»«  folgt,  also  nahezu  dasselbe  Resultat; 
wir  nehmen  für  die  folgende  Rechnung  als  Mittelwerth  b  =  4,7"**". 
Die  Grösse  der  Ausdehnung  /  wird  hiermit : 

6an7:Pg«.26«   _   l2amzPR* 
'^~  b^  ~  b*G 

wenn  man  in  der  für  das  Rechteck  geltenden  Formel  für  f^h=.b  setzt ; 
die  Zahlen werthe :  a=l,2,  n=10,  P=24,  i?  =  36  eingesetzt, 
erhält  man: 

12  . 1,2  .  10  ■  3,14  .2^  (36)'  _ 

^- (ijyrrööoo ^^^'^  • 
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Betrachtet  man  noch  den  MaterialYerbrauch  bei  der  rond- 
drähtigen  und  flachdrähtigen  cylindrischen  Schraubenfeder,  wenn 
beide  Federn  durch  die  gleiche  Belastung  P  dieselbe  Dehnung  / 
erfahren  und  aus  gleichem  Material  mit  gleicher  Sicherheit  gemacht 
sind;  so  gelangt  man  zu  dem  Yerhältniss  der  beiden  Materialien- 
Mengen  auf  folgende  Art: 

Es  bezeichne:  V  das  Volumen,  n  die  Anzahl  der  Windimgen, 
R  den  mittleren  Halbmesser  der  Feder,  F  den  Querschnitt  des 
runden  Drahtes,  F^,  «i,  i?i,  F^  dieselben  Grössen  bei  dem  flachen 
Draht,  so  ist  oflfenbar 

F,  2tz7%,R,F^         n,R^F, 


V  2TznRF  nRF    ' 

fi 
in  diese  Gleichung  ist  für  — -  jener  Werth   zu   setzen,    den   man 

n 

durch  Gleichsetzung    der  Dehnungen  /  und  /^   der   beiden  Federn 

aus  den  beiden  Gleichungen 

6x,n,7zPRl{h'  +  b')        .    .        64n(xPR\^ 
'»/i  = r,i,>^ ^^^  f= 


erhält.  Setzt  man  /j  ==/,  so  erhält  man : 

6  g,  n^  nPRl  (h*  +  fe«)  _   64  w  g PÄ' 
b'h^G  ~.        Gd^ 

für  das  Rechteck  ist  0^  =  1,35,  für  den  Kreis  a=l  einzusetzen, 
man  erhält: 

3  .  1,35tcw,  R\  {h^  +  fc«)  _  32»  .  1  .  i?» 


ftVi»  d* 

setzt  man  ferner  h  =  pb  ein,  so  ist: 

3  .  1,35tcm,  i?J  (3»6'  +  h')        32«Ä»       ^ 

— ; — ! '-  = oder 

4,05  Wi  i?J  ( ß«  +  IVt^  _  32nJg» 

oder  beiderseits  durch  n  dividirt  und  das  Verhältniss  —  bestimmt: 

n 

4,05«,  ä;  (3« +  1)7:       32 i?»    ^. 

-^%- ^—  =  — —-,  hieraus  ist: 

nb*p^  d* 

V,  _  32i?'6^3« 

~V~  4,05(/*Äj7i:(ii*+T)' 
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F 
nun  ist  noch  das  Verhältniss  — ^  zu  bestimmen:  es  ist 

F 

F^  =  bh  oder  f;  =  5  .  jJ5==  6*ß  und  F=-^^ 

TP  A.  h^  ft  ^  TP 

daher :  --^  =         ^  ,  die  Werthe  von  — ^  und  -^  in  die  Gleichung 

Y 
für  -:=^  eingesetzt,  gibt: 

F  ~  4,05 d«jK;(ß*+ 1)71«  ~  4,05i?;7r»(ß»  +  l)  '  V«?/  ' 

Nun  ist  noch  das  Verhältniss  —   durch    das  Verhältniss  -^ 

d  H 

auszudrücken;    dies   geschieht    auf  folgende  Art:    Für   den  Kreis- 

&TZd^ 

querschnitt  hatten  wir  die  Formel :  P  =         p-,  für  den  Rechteck- 

2  Bh^h 
Querschnitt:  P= — jr-^ — ,     die    beiden    Werthe    von    P   einander 

gleich  gesetzt: 

TIC?»         26»ß     ^. 

=  ,  hieraus  ist 


16Ä""    9Ä, 

/6x»       9tcä,         ^  /*\'      /971Ä,  \« 
W  =  32fÄ    ^"^  W  =  V32ßÄy  ' 

—  I    in  die  Gleichung  für  -~-  eingesetzt : 

F  ~  4,05  Ä?  *  (32)»ß'Ä«  •  (ß«+l)7r«' 
Fl  _        10368  ß» 2,5036  ß« 

.    1^~  4141,2  (ß'  +  l)  ~    ß'+l    ' 

hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  cylindrische  Schraubenfeder  von  recht- 
eckigem Drahtquerschnitte  nahezu  2*/amal  soviel  Material  braucht, 
als    die  Feder    von   rundem  Drahtquerschnitte    unter   gleichen  Ver- 

V 
hältnissen ;  ferner  ersieht  man,  dass  das  Verhältniss  -r^r  unabhängig 
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von  den  Halbmessern  B  und  ßj   nur  in  ganz  geringem  Grade  von 

h 
dem  Verhältnisse  ß  =  —  abhängig   ist.    Es   sei   z.  B.    ß  =  3,    wie 

auch   im  vorliegenden  Beispiele    angenommen   wnrde,    so   ist   dann 

V  2 5036    9 

yr=     'q,^      =2,25324;  wird  ß  =  l,  d.  h.  der  Querschnitt 

des  Drahtes  wird  ein  Quadrat,  so  ist: 

V,         2,5036.  P        ^  ^^^^ 

-y-  = 2 "^      '  ' 

der  geringste  Materialverbrauch  ist  daher  beim  runden  Drahtquer- 
schnitte, grösser  ist  er  beim  quadratischen  und  am  grössten  beim 
rechteckigen  Drahtquerschnitte. 

22.  Für  eine  Federwage  von  50*^  Tragkraft  soll  eine  cylindrische 
Schraubenfeder  aus  rundem  Gussstahldraht  angefertigt  werden ;  man 
verlangt,  dass  auf  der  Gewichtsscala  die  Theilstriche,  die  den 
einzelnen  Kilogrammen  entsprechen  sollen,  2"*'**  weit  von  einander 
entfernt  sein  sollen,  dass  also  die  durch  die  Kraft  von  P:=50'^ 
hervorgebrachte  ganze  Dehnung  der  Feder /=  lOO***  betrage;  man 
fragt  nach  dem  Durchmesser  d  des  Drahtes,  der  Anzahl  n  der 
Windungen  und  dem  mittleren  Halbmesser  R  der  Spirale. 

Auflösung.  Zur  Auffindung  der  drei  Unbekannten  d,  n  und 
B  haben  wir  nur  die  zwei  Gleichungen: 

PR='^^1- (1) 

und 

/=^i^^ <2) 

Wir  nehmen  daher  eine  der  Unbekannten  an,  wir  setzen  z.  B. 
d  =  5'"'"  und  erhalten  aus  Gleichung  (1) 

^  =  T6P-' 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

36  ■  3,14  ■  5' 
^  =  -^67  50--=^''^^' 

wir  runden  diesen  Werth  ab  auf  R  =  20"™*.  Aus  Gleichung  (2) 
findet  man : 

—  ^Z^*—  —  100  •  lOQQO  •  5*  _  24  4 
"  ~  'UPR'oc  ~  64  .  50  (20)'.  1  ~      '  ' 
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Sollte  es  aus  irgend  einem  Grunde  wünschenswerth  sein,  statt 
der  einen  Feder  zwei  ineinanderliegende,  mit  einander  entsprechend 
verbundene  Federn  anzuwenden,  welche  zusammen  die  Tragkraft 
P  =  50^  haben,  so  muss  die  Drahtdicke  der  inneren  Feder  eine 
kleinere  sein,  als  die  der  äusseren,  auch  die  Anzahl  der  Windungen 
wird  dann  kleiner  ausfallen.  Man  hat  dann  die  Aufgabe ,  zwei 
cylindrische  Schraubenfedem  herzustellen,  welche  die  gleiche  Deh- 
nung durch  die  Belastung  erfahren  sollen  und  verschiedene  Halb- 
messer haben.  Nehmen  wir  im  vorliegenden  Falle  an,  jede  der 
Federn  soll  25*^  Tragkraft  haben;  da  hier  der  Halbmesser  B  als 
gegeben  zu  betrachten  sein  wird,  so  rechnet  man  aus  Gleichung  (1) 
den  Durchmesser  d  des  Drahtes  und  aus  (2)  mit  dem  gefundenen 
Werthe  von  d  die  Grösse  n  aus. 

23.  Eine  Kegelschraubenfeder  aus  Gussstahl  für  einen  Puffer 
eines  Eisenbahnwagens  soll  im  zusammengedrückten  Zustande  einen 
Widerstand  von  P=  2000*^  entgegensetzen  und  bei  diesem  Drucke 
sich  um  eine  Länge  /  =  40"*"*  unter  ihre  Normallänge  (Länge  im 
nicht  gedrückten  Zustande)  verkürzen ;  der  Querschnitt  des  Drahtes 
sei  eine  Kreisfläche.  Man  fragt  nach  dem  mittleren  Halbmesser  B 
der  grösseren  Endfläche  des  Kegelstutzes,  der  Anzahl  n  der  Win- 
dungen, und  nach  dem  Durchmesser  d  des  Rundstahls. 

Auflösung.  In  Aufgabe  Nummer  20  hatten  wir  für  die  Deh; 
nung  einer  Schraubenfeder  im  Allgemeinen  die  Gleichung: 

n.2x 

wenn  wir  die  constante  Grösse  B  in  Aufgabe  20  hier  durch  die 
Veränderliche  p  ersetzen;  p  ist  ein  beliebiger  Fahrstrahl  (radius 
vector)  der  Curve,  durch  welche  die  Horizontalprojection  der  ge- 
krümmten Mittellinie  der  Feder  dargestellt  werde ;  diese  Horizontal- 
projection ist  hier  eine  Spirale,  deren  Polargleichung  ist: 

wenn  B  und  r  die  mittleren  Halbmesser  der  beiden  Endflächen  des 
Kegelstutzes  bedeuten  und  der  Durchschnittspunkt  der  Federaxe 
mit  der  Projectionsebene  als  Pol  betrachtet  wird.  Mit  diesem 
Werthe  von  p  erhält  man: 


'^~  "2"  •  ~J~G  \B  —  r)  ' 


JpG 

für  den  Kreisquerschnitt  des  Federdrahtes  ist 

Tief* 


-^^  -    32 
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man  erhält  daher: 

Tzn<iP{R*—r*)        32    _  16naP(Ä*— r*) 


/= 


2G{R  —  r)        '  Tzd*  Gd'(R  —  r) 


Zur  Berechnung  des  Durchmessers  d  hat  man  dieselbe  Formel 

&TZd* 

wie    früher    bei    der    cylindrischen    Schraubenfeder,    PR  =  , 

Ib 

jedoch  ist  hier  der  Unterschied  der,  dass  die  Kegelschraubenfeder 
kein  Körper  von  der  Form  der  gleichen  Festigkeit  ist,  wie  dies  bei 
der  cylindrischen  Schraubenfeder  der  Fall  ist;  die  grösste  Span- 
nung bei  ersterer  ist  dort,  wo  der  Fahrstrahl  p  am  grössten,  also 
p=z  R  ist,  das  ist  also  in  der  grösseren  Endfläche  des  Kegel- 
stutzes.   Aus  der  letzten  Gleichung  ist: 


,4 


16  PR 


Nehmen  wir  die  beiden  Werthe  R  und  r  mit  R  =  SO*"**,  r  =  40"*"* 
an,  so  ist 


'-n 


2000.80^28.2 


36 . 3,14 

und  abgerundet  d  =  28"™. 

Aus   der   obigen   Gleichung  für   die   Dehnung  /  folgt  die  An- 
zahl tt  der  Windungen: 

GdV{R-r) 
16(xP{R*—r*y 
die  Zahlen  werthe  eingesetzt: 

10000(28)*.  40(80  —  40) 


16.  1.2000  [(80)*  — (40)*] 


=  8. 


24.  Dieselbe  Aufgabe  wie  die  vorige,  jedoch  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  der  Querschnitt  des  Federdrahtes  ein  Rechteck  von 
den  Dimensionen  b  und  h  {h  <^  h)  sein  soll. 

Auflösung.  Zur  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen  b 
und  h  wenden  wir  hier  dieselbe  Formel  an,  wie  bei  der  cylindrischen 
Schraubenfeder  von  rechteckigem  Drahtquer  schnitte,  nämlich : 

2®fc»Ä 


PR  = 


9 


h  h 

wir  setzen  —-=10,   also  6  =  -—  und  erhalten: 
b  10 

PR  =    cif\rr~^  hieraus  ist : 
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,       -i7  900 Pi?       il'm) .  2000  .  80      ■    _- 
'^=V^®~=V 2736 =126 

h  =  126'«»»,  hiermit  wird  h  =  12,6^*"". 

Setzt  man  in  die  für  die  Kegel  sehr aubenfeder  von  beliebigem 
Drahtquerschnitte,  in  der  vorigen  Aufgabe  für  die  Dehnung  resp. 
Kürzung  aufgestellte  Formel: 

Tzn      aP      E*  —  y* 

^~~2~'  JpG  '     R  —  r  ' 

für  Jp  den  dem  Rechteck-Querschnitt  entsprechenden  Werth 
j  _         ^^^'        u 

ein  (siehe  Aufgabe  21),  so  erhält  man: 

Tznoc  P  Ä*  — r*  _7i«aP(Ä'  +  5>)3    R*  —  r* 


2     '  ^        b^h*       '    R  —  r  26?fc«Ä»         *    R  —  r 

oder 


3(Ä«  +  6^) 


^       3aTCnP(Ä»  +  &>)     Ä*  — r*     ^. 
2Gh^h^f  R  —  r 


3(nzP{h^  +  b*)  *  Ä*  — r*' 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt,    wobei  wir   a  =  1,5,    R  =  80*"*"  und 
r  =  40"^  annehmen : 

^  _  2  .  10000  (12,6)«  (126)» .  40 80  —  40      ^  ^  3^ 

"*  ~  3  .  1,5  .  3,14  .  2000  [(126)»  +  (12,6)«]  '  (80)*  —  (40)*  ~    ' 

Anmerkung.  Der  Materialverbrauch  ist,  wie  eine  specielle  ünter- 
snchung  zeigt,  zwar  bei  dieser  Kegelfeder  ungefähr  doppelt  so  gross,  als 
bei  der  cylindrischen  Schraubenfeder  von  rechteckigem  Drahtquer- 
schnitte, allein  erstere  hat  den  Vortheil,  dass  die  ganze  Feder  sich  auf 
eine  kleine  Höhe  zusammenpressen  lässt,  weil  sich  die  Gänge  ineinander- 
schieben lassen. 
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Aufgaben  aus  der  Lehre   von  der  Zerknickungs- 
und zusammengesetzten  Festigkeit. 

1.  Eine  Sänle  aus  Tannenholz  von  kreisförmigem  Querschnitte 
und  3"*  Höhe  ist  mit  ihrem  unteren  Ende  fest  eingemauert  (ein- 
geklemmt) und  soll  auf  ihrem  oberen  freien  Ende  eine  Last  von 
F=  4000*^^  mit  zehnfacher  Sicherheit  tragen;  welchen  Durchmesser  d 
muss  die  Säule  erhalten  ? 

Auflösung.  Für  diesen  Fall  der  Unterstützung  der  Säule 
haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Zerknickungsfestigkeit  die  Festig- 
keitsformel 


zu  benützen,  in  welcher  J  das  Trägheitsmoment,  E  den  Elasticitäts- 
modul  des  Materials,  l  die  Länge  des  Balkens  und  n  den  Grad  der 
Sicherheit  bedeuten.    Setzt  man  in  obige  Gleichung   für   die   Trag- 

nd* 
kraft  P  statt  J  den  Werth  ,,J=  -^j-"  (dem  Kreisquerschnitte  ent- 
sprechend), so  erhält  man: 

^      '^  '"er'  Tz'd^E      ^. 

hieraus  ist 


4:Pn  64.4i«n' 


.,64.4P^>« 


die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


:  =  fi 


■  64  ■  4  ■  4000  (8000)'  10  _ 
^-  ^  (3,14)'.  IIÖÖ  -^^^'^ 


und  abgerundet  d  =  228'""'. 

Nun  ist  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Belastung  @  pro  Quadrat- 
millimeter  Querschnitt    die    nöthige  Sicherheit    gegen    die    einfache 
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Druckfestigkeit   bietet.    Es   ist   nach  der  Lehre   von  der   einfachen 
Druckfestigkeit 

P_      P     _         4000         _      8000      _f.^f.Q 
/  ~~    rtd«   ~"    3,14  (228)'    ~  81614,88  ~    '      ' 


somit  hat  man,  weim  der  Bruchmodul  des  Tannenholzes  gegen  Zer- 

drücken   mit   K=z5^ff  angenommen   wird,    eine       ,        ==  61  fache 

Sicherheit  gegen  das  Zerdrücken. 

Berechnet  man  hingegen  die  Tragkraft  P  dieser  Säule  von 
228"**"  Durchmesser  nach  der  von  Grashof  angegebenen  empirischen 

Formel  P=  — — ^ — ; — —r-,  worin  Pd  die  Bruchkraft    für   das   Zer- 
« {Pd  +  Pk) 

drücken,    Pa=fK  und    P*  die   Bruchkraft    für    das   Zerknicken, 

TZ^  JE 

Fk  =       .      -  und  n   den  Sicherheitsgrad   bedeuten,    so   hat   man : 

Pa  =  (228)>  5.5  =  204140^^  femer 

^^    ^    E 
^^  •    64   •     _  (3.14)' (228^  1100  _ 

^*- 47^ 64.4(3ÖÖöy»"    -4^^^^'^^ 

und  abgerundet  P*  =  40004^^,  hiermit  wird 

204140 .  40004        _ 
10(204140  +  40004)   —  ^^^^    ' 

Nach  dieser  empirischen  Formel  für  P  erscheint  zwar  die  Trag- 
kraft der  Säule  etwas  kleiner,  als  nach  der  ersteren  Rechnung; 
man  kann  jedoch  die  Säule  unbedenklich  mit  4000*^^  belasten,  da 
der  Sicherheitsgrad  n  =  10  ein  genügend  grosser  ist. 

2.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  die  vorige,  jedoch  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  beide  Enden  der  Säule  frei  auf  ebenen  Flächen  auf- 
liegen und  in  der  ursprünglichen  Axe  des  Stabes  geführt  sind, 
resp.  in  der  Richtung  der  letzteren  ausweichen  können. 

Auflösung.  Für  diesen  Fall  der  Unterstützung  der  Säule 
haben  wir  die  Festigkeitsformel: 

nr^''-,E 
^       n'JE  64 

P=  -j2 = 7^ ,  oder 

l^n  l*n 
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P=  -^-j-- — ,  hieraus  ist 
64/*« 


-f^s^=f 


64.4000  (3000)«  10       ,^, 
=  lol, 


(3,14)M100 
(^=161'«'». 


3.  Dieselbe  Aufgabe  wie  in  Nummer  1,  jedoch  mit  dem  Unter- 
schiede, dass  die  beiden  Enden  der  Säule  eingemauert  (fest  einge- 
klemmt) sind. 

Auflösung.    Für    diesen  Fall    der   Unterstützung   der   Säule 

4:  TZ*  JE 

haben  wir  die  Festigkeitsformel  „P= r^ "  zu  benützen.   Den 

Tzd* 

Werth  „«/=  "  eingesetzt: 

o4 

„  64  4K'd*E    ,. 

hieraus  ist 


Pn  64  Z«« 


_V/^4P^  _  V/64.  4000  (3000)' 10  _ 

V   4ii»£    ~V      4(3,14)M100       ~  ■ 

Die  in  dem  Stabe  durch  die  Belastung  von  4000*'  entstehende 
einfache  Druckspannung  ist: 

-        i'  4000  4000    _^^3g,,^ 


^        3,14  Bi)-        ^^^^' 

5 

was  eine        ^     =  12,8fache  Sicherheit  gegen  Zerdrücken  gibt. 

4.  Eine  schmiedeiserne  Stange  von  rechteckigem  Querschnitte 
ist  in  verticaler  Lage  mit  ihrem  unteren  Ende  fest  eingeklemmt 
und  mit  ihrem  oberen  Ende  frei,  jedoch  in  der  Richtung  der  Axe 
des  Stabes  geradlinig  geführt;  die  Stange  ist  4"*  lang  und  wird 
in  der  Richtung  ihrer  Axe  durch  eine  Last  von  P=  1200^^  auf 
ihre  Zerknickungsfestigkeit  beansprucht ;  es  sind  die  Querschnitts- 
dimensionen  der  Stange  zu  berechnen. 

Auflösung.    Für   diesen  Fall   der  Unterstützung   des   Stabes 

haben  wir  die  Festigkeitsformel  „P=  — "  zu  gebrauchen.  Die 

Querschnittsdimensionen  des  Stabes  seien  h  und  ft,  wobei  h  <C^h  ist, 
und  da  bei  den  auf  Zerknickung  beanspruchten  Stäben  das  kleinere 
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der  beiden  axialen  Trägheitsmomente  zu  nehmen   ist,   so   hat  man 
J  =      ^     in  die  Formel  für  F  einzusetzen.    Man  erhält : 

12    •      _  h'hn'E 
~  l^n  ~     6l*n    ' 

setzen  wir  z.  B.  h  =  öh,  so  ist 


5h*TZ*E 

P=——- ,  woraus  b 

D  Pn 

oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt, 


=1' 


6.1200  (4000)'5^_ 
5  (3,14)"' 20000    —  ^'''^^ 


folgt;  somit  wird  A  =  5  ft  =  5 .  27,63  =  138,15'»». 

• 

5.  Eine  gasseiseme  hohle  Säule,  die  mit  ihren  beiden  Enden 
fest  eingeklemmt  ist,  hat  in  der  Richtung  ihrer  Axe  eine  Last  von 
P=bOO0^^  zu  tragen,  die  Höhe  der  Säule  ist  1=^8"**,  es  sind 
die  Querschnittsdimensionen  derselben  zu  berechnen. 

Auflösung.     Die  für   diesen  Fall   anzuwendende  Festigkeits- 

formel  lautet:  P= — ,  für  Jden  Werth  „J=  —-(D*-d*y' 

nl*  d4 

gesetzt,  wobei  I)  den  äusseren  und  d  den  inneren  Durchmesser  der 

Säule  bedeuten: 

64  •      _Tz'E{D*  —  d*) 

~  nl'  ~  16  »Z» 

wir  setzen  d  =  OiD,  hiermit  wird : 

%^E{D^—OL^D^)  _  TZ^ED^jl  ^a*)  ^ 

~  16nP  ""  Wfü^~        ' 

hieraus  ist 

)  n'E{l  —  a*y 

wir  nehmen  a  =  0,6,  n  =  6,  E=  10000  und  erhalten  mit  diesen 
Werthen : 


.4: 


16.6  (8000)« 5000 

—  102" 


(3,14)»  10000  [1  —  (0,6)*] 

hiermit  wird   d  =  0,6 .  102  ==  61,2"*'**  und    abgerundet  d  =  61*""*, 
was    einer   Wandstärke   tv  =  20^/8*^    entspricht,    welche    für    die 

Graf,  Festigkeitslelire.  26 
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praktische  Ausführang  der  Säule  günstig  ist.  Nun  berechnen  wir 
noch  die  Dimensionen  D  und  d  nach  der  empirischen  Formel  von 
Hodgkinson : 

P  =  548775.  ^     ~f     , 

welche    für  den   vorliegenden  Fall  gilt,   dass    nämlich   die   beiden 

Säulenenden  unbeweglich   sind.     In  dieser   Formel   bedeutet  P  die 

Zerknickungslast  in  Kilogrammen,  D  und  d  sind  auf  Gentimeter 
als  Längeneinheit  bezogen. 

d=  olD  eingesetzt : 

p  _  f;.iq77p;     ^^'^—  ^^^  ^^^^  _  548775  D^'^  (l  —  a''"") 
i^_54ö775. p — p ; 

wir  setzen  a  =  0,6  und  berechnen  die  Grössen  l '  und  a  '**;  es 
sei  Z^''  =  a  =  800^'',  so  ist 

1,7  log  800  =  log  ö  =  1,7 .  2,90309  =  4,935253, 
diesem  Logarithmus  entspricht  eine  Zahl  a  =  l'  =86150j  es  sei 
ferner  a'^^=Oß^'^  =  b,  so  ist  3,55  log  0,6  =  log  6,  oder 

log  b  =  3,55  (0,778151  —  1)  =  —  0,78756395 ; 

diesem  Logarithmus  entspricht  die  Zahl  b  =  0,6  '  =  0,163105, 
hiermit  erhält  man: 

p        2)3^5  ^1_  0463105)  548775        .  .^,  .^  ^3,55 

P  = ^^ on-i^r. — =  5,33169  D  '    ,  woraus 

obloU 


folgt.  Da  die  von  der  Säule  mit  sechsfacher  Sicherheit  zu  tragende 
Last  5000*57  ist,  so  ist  die  Zerknickungslast  P=  6.5000  =  30000*>, 
daher  hat  man: 

8,55__30000_ 

~  5,33169  ' 
beiderseits  logarithmirt : 

3,55  log  D  =  log  30000  —  log  5,33169  =  3,750256, 
log  i>  =  A7|0256^=  1,056410. 

0,00 

diesem  Logarithmus  entspricht  eine  Zahl  2>=  11,39^=  113,9''^ 
und  abgerundet  D  =  114*""*,  hiermit  wird  d  =  0,6 .  114  =  68,4**", 
was  einer  Wandstärke  von  22,8'"**  entspricht.   Man  wird  selbstver- 
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ständlich  gut  thun;  die  nach  der  zweiten  Methode  ausgerechneten 
grösseren  Werthe  von  D  und  d  zur  praktischen  Ausführung  zu 
benützen. 

Die  in  der  Säule  durch  die  Belastung  entstehende  Druckspan- 
nung ist: 

^        P  5000 


nehmen  wir  die  für  D  und  d  zuerst  gefundenen  Werthe,  so  ist 

5000 

®  =  -ö-ji =  0,95, 

^[(102)«- (61)«] 

was  offenbar  eine  genügende  Sicherheit  gegen  Zerdrücken  gewährt. 

6.  Wie  gross  ist  die  Tragfähigkeit  einer  Säule  aus  Eichenholz 
von  quadratischem  Querschnitte,  wenn  eine  Seite  des  Quadrates 
5  =  400""»,  die  Säule  8**  hoch  und  mit  ihren  beiden  Enden  un- 
wandelbar befestigt  ist? 

Auflösung.  Die  für  diesen  Fall  geltende  Festigkeitsgleichung 
aus  der  Theorie  der  Zerknickungsfestigkeit  lautet: 

4:TZ^JE 


P= 


nP 


s* 
für  J den  Werth  „J'=— — "  gesetzt: 


4 


^^^"'•W-^         .U^E 


nl^  3nZ»   ' 

wir  setzen  n=12,  ^=1170  und  die  übrigen  Zahlenwerthe  ein; 
man  erhält: 

(3,14)' (400)«  1170  _ 
^-    3 .  12 .  64000000    "  l^«^"*-»  '• 

Nach  Hodgkinson  ist  aber  die  Tragkraft: 

248338.«  _  248338.(40)«  _.277qr, 
^-  ~~'^'        -  "1278ÖÜ)""'"  -  ^''^^^    ■ 

7.  Ein  einer  Eisenconstruction  angehörender  gusseiserner  Stab 
von  kreuzförmigem  Querschnitte  und  von  der  Länge  Z  =  1 ,5"»  wird 
durch  eine  Kraft  P=  3000*^^  auf  seine  Zerknickungsfestigkeit  bean- 
sprucht ;  der  Stab  ist  an  seinen  beiden  Enden  so  befestigt,  dass  er  als 
lose  Strebe  angesehen  werden  kann,  deren  Enden  in  der  Richtung  der 

26* 
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ursprünglichen  Stabaxe  gerade  geführt  werden;  es  sind  die  Querschnitts- 
dimensionen dieses  Stabes  zu  berechnen.  (Siehe  die  folgende  Figur.) 

\£    jmi'^""K"  Auflösung.  Die  hier  anzuwendende  Festig- 

'W^^^^äils    keitsformel   ist:   P=— - — ,    für    J  den   Werth 

\       ^m \_A.,.    n«^= Te) *'   gesetzt,   wobei  wir  B=z  — 

!*"""" jf C"       und  h  =  H-—  B  einführen: 

BH'+(H—B)B'>  _  4"^V  4/64  _  64g*  +  3g* 

12  ~  12  ~     12.64.4   ' 

67  g* 
~  3072' 

man  erhält  mit  diesem  Werthe  von  J: 


oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


.4 


3072  (1500)'.  6.  3000  _ 
(3,14)».  67.10000      ~ 


hiermit  ergibt  sich  B=  -j- =  167a"^- 

8.  Eine  schmiedeiserne  Schubstange  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitte wird  in  der  Richtung  ihrer  Axe  durch  eine  Kraft  von 
P  =z=  3000*^  auf  Zerknickungsfestigkeit  beansprucht ;  die  Länge  der 
Stange  ist  Z  =  2"*,  es  ist  der  Durchmesser  d  der  Schubstange  in 
der  Mitte  der  Länge  zu  berechnen. 

Auflösung.  Die  Schubstange  ist  als  ein  Stab  anzusehen,  der 
mit  seinen  beiden  Enden  sich  frei  gegen  zwei  feste  Punkte  so  stützt, 
dass    die    Enden    in    der    ursprünglichen    Stabaxe    gerade    geführt 

werden;    daher  ist  die  Festigkeitsformel  anzuwenden:   P  = 


nl* 


Tzd* 
für  J den  Werth  „t7=-    — "  gesetzt: 
o4 

„       ^  '"64    •  n'd*E 

^— Ti =  -^01-77'  voraus   d 

nP  64  nZ' 


V /j64  w7«P^ 

V       Tt^E 
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folgt.  Der  bei  den  Schubstangen  übliche  Sicherheitsgrad  ist  n  =  20, 
die  übrigen  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


_V/64.20(2000)'  3000  _  _„  _. 
**  -  y       (344F2ÖÖÖÖ"""  -  ^"'^^' 
nnd  abgerundet  d  =  71"»"'.. 

Dieser  Durchmesser  d  wird  jedoch  einfacher  in  Beziehung  auf 
den  Durchmesser  5  des  der  Schubstange  angehörigen  Eurbelzapfens 
berechnet.  Die  mittlere  Kraft,  durch  welche  der  Kurbelzapfen  auf 
seine  Biegungsfestigkeit  beansprucht  wird,  ist  zwar  kleiner,  als  die, 
durch  welche  die  mit  der  Schubstange  verbundene  Kolbenstange 
beansprucht  wird  (der  mittlere  Druck  auf  den  Kurbelzapfen  in  der 
Richtung  der  Tangente  an  den  Kurbelkreis  ist  0,6366  P),  allein 
der  Druck  P  in  der  Kolbenstange  ist  massgebend  für  die  Berech- 
nung des  Kurbelzapfens.  Genau  genommen  ist  der  Maximalwerth 
der  durch  die  Schubstange  auf  den  Kurbelzapfen  übertragenen  Kraft 

(a*\  r       ' 

1  -f--ä"  fj  wohei  a  =  -^   ist,    wenn   r   die   Länge    der 

Kurbel  und  l  die  Länge  der  Schubstange  bedeuten.  Bezeichnet  w 
die  Geschwindigkeit  des  gerade  geführten  Maschinentheiles  und  v 
die   veränderliche    Geschwindigkeit    des   Kurbelzapfens,    so    ist    das 

—  )     =  1  +  -ö~» 

und  da  der  von  der  Kurbel  empfangene  Effect  ebenso  gross  ist,  als 
der  von  dem  gerade  geführten  Maschinentheil   an   die  Schubstange 

abgegebene,    so   muss   die  Gleichung  stattfinden :   — ^  =  (  —  1      , 

"  \  t^  /mal 

womit  sich  die  obige  Beziehung  zwischen  P^  und  P  erklärt.  Wenn 
l^  die  Länge  des  schmiedeisernen  Kurbelzapfens  ist,  so  hat  man 
nach  der  Lehre  von  der  Biegungsfestigkeit: 


^— ,  oder  P= 


32    ' 32  ?, 

die  Gleichung: 


2    ~~"32 

8         1 


_  7c@8»  /_8_\ 


wir  setzen  -—  =  —  und  dividiren  die  letzte  Gleichung  für  P  durch 

l^  OL 


~   Uni'  ' 
man  erhält  hierdurch: 

■K'>d*E       16      /'k\         n*d*Ex 


.0)= 


64«^«  '  7r©8«  VS/        4«^«©S»' 
oder  Zähler    und    Nenner    der  rechten  Theiles   mit  8'  multiplicirt : 
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^^  S*  ""  an^ES*' 
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nr 

.d    ^-1/4^®/ 

_/_x« 
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(^_  4«®  X  / 
8*" ~  aTT»^  vT 

folgt;  setzen  wir  für  Schmiedeisen  -£'=20000,  a  =  1,5,  t»  =  20, 
©  =  6  ein,  so  ist 

I  ^^Mr'.^OOWi.ljn  =  0,2036y|. 

Berechnen   wir    nach   dieser   Formel    den  Durchmesser   d  der 

Schubstange   in   der  Mitte    der  Länge,    so  haben   wir   vorerst  den 

Durchmesser  S   des  zugehörigen  Eurbelzapfens    zu   berechnen  aas 
der  Formel: 


©7:8»      ,      P        @7r5*i^S\ 


~-  =  — i^^-,  oder  ^e  =  — «T. —  I  —  I,  woraus 


'=V¥ä) 


l 

folgt;    die  Zahlenwerthe  P=3000,   ®  =  6,  ^=1,5    eingesetzt: 

5 


-y- 


'«■"»0. 1^  =  61,8- 


6.3,14 
hiermit  wird 

d  =  0,2036  .  61,8  '^-Q^f-  =  71  5--, 

also  nahezu   derselbe  Werth,   wie  nach  der   ersten  Berechnungsart. 

Damit  die  Stange  die  angenäherte  Form  der  gleichen  Streb- 
festigkeit erhalte,  mache  man  den  Durchmesser  (i,  der  Stange  am 
Kurbelende :  d,  =  0,8  d  und  den  Durchmesser  d^  am  anderen  Ende : 
c7j  =  0,7  d,  und  verbinde  bei  der  Aufzeichnung  des  Längenprofils 
der  Stange  die  drei  berechneten  Dimensionen  dj,  d,  d^  durch  eine 
schwach  gekrümmte  Curve.  Die  krumme  Linie,  welche  der  strengen 
Form  der  gleichen  Strebfestigkeit  entspricht,  ist  die  cykloidische 
Sinoide,  deren  Gleichung  für  den  Kreisquerschnitt  nach  Redtenbacher 


v.^ 


ih-i~if^y} 


ist,  in  dieser  Gleichung  bedeuten  x  und  y  die  Abscisse  und  Ordinate 
eines  Punktes  der  Curve.    Für   die  Praxis   ist   es  jedoch  ganz  un- 
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wesentlich,  ob  die,  die  drei  berechneten  Durchmesser  verbindende 
schwach  gekrünunte  Linie  eine  cykloidische  Sinoide,  oder  eine  an- 
dere Curve  ähnlicher  Krünunung  ist.  Dass  die  Stange  am  Knrbel- 
ende  dicker,  als  am  Krenzkopfende  gemacht  wird,  hat  darin  seinen 
Grund,  dass  ausser  der  Kraft  P  die  Einwirkung  der  eigenen  Masse 
der  Stange  und  der  damit  verbundenen  hin-  und  hergehenden  Theile 
in  Folge  der  grösseren  Geschwindigkeit  am  Kurbelende  dort  die 
Stange  stärker  beansprucht  wird,  als  am  anderen  Ende.  Hat  die 
Kurbel  eine  sehr  grosse  Geschwindigkeit,  so  hat  sie  ausser  dem 
Drucke  P  in  Folge  der  Beschleunigung  ihrer  Massentheilchen  noch 
eine  Biegungsbeanspruchung  zu  erleiden,  und  ist  in  diesem  Falle 
auf  zusammengesetzte  Festigkeit  zu  berechnen. 

9.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
unterschiede,  dass  der  Querschnitt  der  Stange  ein  Rechteck  ist, 
von  den  Dimensionen  b  und  Ä,  wobei  Ä  ^  6  ist. 

TZ^  JE 

Auflösung.    In  die  Formel  „P  = rr— "  für  J  den  Werth 

nP 

, ,  *7  =  -Tö~*  *   eingesetzt : 

~     12nV   ' 

Nehmen  wir   zwischen    i  und  h   ein  Verhältniss  an,  —  =  a;    man 

h 

erhält  dann: 

P= — =-?r-Tr-j  hieraus  ist 

^       il  12  Fnl^ 
wir  setzen  a  =  -k^,  sowie  die  übrigen  Zahlenwerthe  ein  und  erhalten : 

ö 


mm 


,      V  / 12  .  3000  .  20  (2000)' 
y  (3,14)»  (i-^.  20000 

daher  6  =  -  -  =  — ^—  =  47""" ;  nimmt  man  jedoch  das  Verhältniss 
o  o 

zwischen   h  und   h  wie  1  zu  2,    also  —  =  -^  an,    so   erhält   man 

h  /i 

h  =  104''^  und  b  =  52"^. 

Man  berechnet   jedoch    auch  häufig    die  Dimensionen  h  und  h 
des  rechteckigen  Querschnittes  in  der  Mitte  der  Schubstangenlänge 
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80,  dass  man  diese  Dimensionen  auf  den  Durchmesser  d  einer  gleich- 
werthigen  Schubstange  von  kreisförmigem  Querschnitte  bezieht. 
Offenbar  hat  man  dann  bei  beiden  Schubstangen  nur  die  Trägheits- 
momente des  Kreisquerschnittes  und  rechteckigen  Querschnittes 
einander  gleich  zu  setzen ;  es  ist  also : 

nd*  _  h*h 
"er  ~  iT' 

beiderseits  mit  h  multiplicirt : 

Tzd*b        b*h     ^. 

=  ~T^  1  hieraus  ist 


64    ~   12' 


/h\*       I2nb        V2Tz/b\ 

yd)=-6ih'=-ßrKj)''''^ 


^..       ^  1         ..   ,. 

rar  —  =  — -,  erhält  man 
n         o 


^  =  0,88  yÄ]  =  0,67, 


also  b  =  0ß7  d;  angenommen,  wir  hätten  d  =  70'""*  ausgerechnet, 

so  ist  b  =  0,67  .  70  =  46,9~"*   und   abgerundet   b  =  47~",    somit 

Ä  =  36  =  3.47  =  141"^,   also  dieselben  Werthe  wie  früher;   für 

b         1 

-  =  2"  erhält  man :  b  =  0,74  d  =  0,74 .  70  =  51,8  und  abgerundet 

b  =  52'""»,  somit  h  =  104*""',  wie  oben. 

Behufs  Bestimmung  der  Querschnittsdimensionen  an  den  Enden 
der  Stange  macht  man  die  gleiche  Rechnung  wie  für  die  Mitte 
noch  zweimal,  mit  den  Durchmessern  d^  und  d^  an  den  Enden, 
und  erhält  hierdurch  die  Dimensionen  \,  h^  und  6,,  ä,;  für  die 
praktische  Ausführung  ist  es  aber  bequemer,  die  Stange  in  constanter 
Dicke  b  auf  ihrer  ganzen  Länge  durchzuführen;  wir  setzen  also 
bi  =  b^z=b  und  haben  dann,  wenn  rf^  =  0,8d  =  0,8  .  70  =  öö"»" 
gesetzt  wird, 

^  — -- — 1191 
^_^^-_i,iyi. 

nd*         b^h 
Aus  der  Gleichung  „-^r-  =  "ttt^*'  folgt,  wenn  man  beiderseits 

12 
mit  -TT-T-  multiplicirt: 
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Ä,         12tzcP, 


3ir 


d, 


646« 


16 


a)"=»^<i)" 


oder  für  —  den  Werth  gesetzt,  erhält  man: 


=  0,59.1,191  =  0,7027, 


Mermit  ergibt  sich  h^  =  0,7027  d,  =  0,7027  .  56  =  39,35  und  ab- 
gerundet hl  =  40*"*" ;  selbstverständlich  wird  diese  Höhe  h^  am  Ende 
der  Stange  mittelst  stetiger  Ausrundung  in  die  Breite  des  Schub- 
stangenkopfes übergeführt.  Hätte  man  für  die  Mitte  der  Stange  die 
Dimensionen  des  Rechteckes  „ä  =  104  und  b  =  52"  gewählt,  so 
wäre,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  h^   noch  kleiner  ausgefallen. 

10.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  Nummer  8,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  Schubstange  aus  Gusseisen  und  von  kreuz- 
förmigem Querschnitte  (geflügelt,  wie  bei  d«n  Axen,  siehe  die  fol- 
gende Figur)  ist. 


j^l 


Fig.  150. 


Auflösung.  Man  berechnet  zuerst,  wie  in  Aufgabe  Nummer  8 
gezeigt  wurde,  den  mittleren  Durchmesser  d,  sowie  die  beiden  Bnd- 
durchmesser d^  und  d^  einer  gusseisemen  gleichwerthigen  Schubstange 
von  kreisförmigem  Querschnitte,  verzeichnet  mit  diesen  Massen  die 
ideelle  Form  der  Stange  (siehe  das  in  der  Figur  punktirt  gezeich- 
nete Längenprofil  der  Stange),  deren  Querschnitte  daher  an  allen 
Stellen  Kreisflächen  sind;  hierauf  wird  nach  Geschmacksrücksichten, 
sonst    aber    beliebig,    das    Höhenprofil    der   Stange    gezeichnet   und 

d 
dadurch   das  Verhältniss  —   für   alle  Querschnitte    der   Stange    be- 

h 

stimmt,  da  man  aus  der  Zeichnung  für  alle  Querschnitte  die  Di- 
mensionen d  und  h  entnehmen  kann;  es  erübrigt  also  nur  noch 
die  jedem  Querschnitte  entsprechende  Rippendicke  h  zu  berechnen. 
Der  Querschnitt  der  Stange  in  der  Mitte  ihrer  Länge  habe  die  Di- 
mensionen h  und  h,  der  ideelle  Durchmesser  an  dieser  Stelle  sei  d. 
Da  die  beiden  Trägheitsmomente  des  kreisförmigen  und  kreuzför- 
migen Querschnittes  einander  gleich  zu  setzen  sind,  so  hat  man : 
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oder,  da  h^  =h  —  b  ist, 


nd*         bh^+(h  —  b)h' 

—  — ,  oder 


64    ~  12 

3  rd* 
—^^  =  bh'+hb'—b'l 

diese  unreine  Gleichung  des  vierten  Grades  nach  der  Unbekannten  b  auf- 
zulösen, wäre  jedoch  zu  zeitraubend,  wir  ändern  daher  die  Gleichung 

Q   2.4  <jf. 

in  ihrer  Form,  wie  folgt,  ab :  Beiderseits  durch  — — ^^ —  dividirt : 

lo 

d*  _   16^  /  ^     I     ^'         ^*\ 

T*"  """31:   vT  "*"  Ä»'  ""  "ä*"/' 

b* 
oder    -—    herausgehoben : 


h* 


h*  \b'  ^  b      V' 


d*         16      b*    /h^         h 


Ä  V  3  7c  V  6«  ^  &        V 


folgt.  Es  ist  also  die  Dicke  b  so  zu  wählen,  dass  diese  Gleichung 
für  jeden  Querschnitt  erfüllt  wird,  was  natürlich  nur  durch  probe- 
weises Rechnen  geschehen  kann.  Wir  setzen  für  die  Mitte  der 
Stange  den  berechneten,  ideellen  Durchmesser  der  gusseisernen  Stange 

d  =  84"^,  und  nehmen  h  =  104'"'",   also   —  =        .    =  0,8   an, 

h  1Ü4 

und  wählen  b  =  24'""»,  bei  diesen  Werthen  wird  der  Gleichung  Ge- 
nüge geleistet. 

Weit  einfacher   gestaltet    sich    die   Rechnung,    wenn   man    den 
Winkelraum  zwischen  den  Kreuzrippen  des  Querschnittes  mit  einer 
entsprechenden  bogenförmigen  Ausfüllung  versieht   und  die  Rippen- 
dicke b  so  wählt,  dass  das  Trägheitsmoment  des  Kreuzquerschnittes 
demjenigen  des  Quadrates  mnqr  (siehe  die  folgende  Figur)   gleich 
wird ;  dieses  ist,  wie  eine  specielle  Untersuchung 
'jc—^'""^' — '^       zeigt,    dann  der  Fall,  wenn  die  Bogen  aus  den 
I      L;;/  ix^j        Eckpunkten    des    Quadrates    ab  cd    beschrieben 
h\  iwß^— j— 2^J    werden    und    b  =  0,118  h    gemacht   wird.    (Die 
j^\  ! /^        etwas  umständliche  Ableitung  dieser  Beziehung 
-.y-_„.....Ld-.i...^      wird  hier  in  Ansehung  der  für  die  Praxis  gerin- 
Fig.  151.  gere  Wichtigkeit  habenden  Sache  weggelassen.) 

Man  hat  dann  in  die  Festigkeitsgleichung  ,,P=    "  ''  für  J^  den 


nl* 


Werth  ,,J  =-—-''  einzusetzen  und  erhält: 
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P= 


woraas 


=V4S^=V^f 


12  Pn 
~E~ 


folgt,    und  da,   wie   aus   der  Fignr   ersichtlich,   h*  =  2  s*  ist,    so 
hat  maii  auch: 


3000,  n 


wir  setzen  E  =  10000,  «  =  20  ein  und  erhalten : 

12  P.  20  /-*! 

-j^^  =  0.314lf7yp, 

setzt  man  noch  P=  3000,  ^==2000  ein,  so  erhält  man: 

h  =  0,3141  V  2ÖÖÖ"  V  3ÖÖÖ=  104-", 

sonüt   wird   die  Rippendicke   b  =  0,118  h  =  0,178  .  104  =  18,5"^. 

Vergleicht  man  das  Trägheitsmoment  des  letzten  Kreuzquer- 
Schnittes  (mit  den  bogenförmigen  Ausfüllungen  der  Winkelräume 
zwischen  den  Rippen)  mit  dem  Trägheitsmomente  des  vollen  Kreis- 
qaerschnittes,  so  ergibt  sich  die  Beziehung  zwischen  dem  Durch- 
messer d  des  Kreisquerschnittes  und  der  Höhe  h  einer  der  vier 
Kreuzrippen  wie  folgt:  das  Trägheitsmoment  J  des  Kreuzquer- 
schnittes mit  den  bogenförmigen  Ausfüllungen  erhält  man  wie 
folgt:  Denkt  man  sich  den  Querschnitt  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8 
(siehe  die  folgenden  zwei  Figuren)  nach  der  Verticalen  mn  in  zwei 
Theile  zertheilt,  jeden  der  Theile  um 
180®  und  zwar  den  Theil  A  nach 
links,  den  Theil  B  nach  rechts  ge- 
dreht, so  erhält  man  durch  das  An- 
einanderschieben  der  beiden  Theile 
nach  der  Drehung  die  zweite  Figur, 
welche  ein  Quadrat  von  der  Seite  h 
mit  zwei  halbkreisförmigen  Höhlungen 
vom  Halbmesser  r  darstellt;  die  Trägheitsmomente  dieser  beiden 
verschieden  geformten  Flächen  sind  offenbar  einander  gleich,  da 
keine  Verschiebung  in  verticalem  Sinne  stattfand,  und  zwar  ist 

wobei  also  0,11  r*  das  Trägheitsmoment  eines  Halbkreises  für  die 
Schwerlinie  vw  desselben  und  a  die  Entfernung  derselben  von  der 
horizontalen  Axe  des  ganzen  Querschnittes  bedeuten. 


Fig.  152. 
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Bekanntlich  ist  das  Trägheitsmoment  i  eines  Querschnittes, 
bezogen  auf  eine  zur  Schweraxe  des  letzteren  parallele  Axe,  gleich 
dem  Trägheitsmomente  i^  des  Querschnittes,  bezogen  auf  seine  eigene 
Schweraxe,  mehr  dem  Producte  aus  der  Fläche  des  Querschnittes  in 
das  Quadrat  der  Entfernung  der  beiden  Axen. 

Nach  der  Figur  ist  a  =  -^  —  a^    und   da   nach   der   Schwer- 

punktslehre  a^  =  0,4244  r  ist,  so  hat  man 

^        fXAOiA           Ä  — 0,8488  r 
a=:  —  —  0,4244  r  = ^ ,  somit 


.=  ^-2[o,n.+  -(A=^«iiy], 


oder 


h*  /  0,88  r*  +  r»7rÄ»— 1,6976 Är»7r  + 0,721  r*7r\ 

j_  ___  j  ^  _  ^, 

wir  setzen  r^dh,   wobei    a   ein    echter   Bruch   ist,   und   erhalten 
hierdurch : 

Ä*        /0,88a*Ä*  +  7tÄ*a«— l,69767iÄ*a»  +  0,721a*Ä*i:\ 

^     Ä*  -  2,64  a*  A*  -  3  7cÄ*a*  + 5,0928  7cÄ*a»- 2,163  a*Ä*7c     ^ 
J= -^ ,  oder 

h*   im    Zähler    herausgehoben    und    den    Coefficienten    des    zweiten 
Gliedes  im  Zähler  2,64  =  0,84  7:  gesetzt: 

J=  j^  (1  —  0,84  Tc a*  —  3  TT a«  +  5,0928  na'  —  2,163  n a*), 

oder,  7t  a'  herausgehoben, 

J=  y^  [1  —  a«  71  (3,003  a«  —  5,0928  a  +  3)], 

dieses    Trägheitsmoment    J  ist    demjenigen    des   Kreisquerschnittes 
gleich  zu  setzen;  man  erhält  hierdurch: 

-^2"  [1  —  a«  7c  (3,003  a«  —  5,0928  a  +  3)]  =  ^^,  hieraus  ist : 


=  \/ ;: : r,  oder 

T   16  [1  —  a« 7:  (3,003  a«  —  5,0928  a  +  3)] 

h^^ 1 

d  -.*/"!   ^i'rrTA  nm  /y»  n  nQ9ft  nr,  _|-  3)'   ' 


^■{1 1  —  a»  7:  (3,003  a»  —  5,0928  a  ■ 
^V 3"^^ 
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setzen  wir  a  =  0,4,  so  ist 

A  — _ 
d  ~  0,816 

hiermit  erhält  man: 

h  =  1,225  d  =  1,225 .  84  =  103''*'». 

Da  r  =  0,4ä  =  0,4  .  103  =  41,2*"«  und  die  Rippendicke 
ft  =  Ä  —  2r=103  —  82,4  ist,  so  hat  man  h  =  20,6™. 

11.  Wie  gross  ist  der  Durchmesser  d  einer  schmiedeisemen 
Kolbenstange  zu  machen,  die  zu  einem  Dampfcylinder  von  450"*" 
lichtem  Durchmesser  gehört,  wenn  der  nützliche  Dampfdruck  (Diffe- 
renz der  beiden  Dampfdrücke  vor  und  hinter  dem  Kolben)  a  =  4 
Atmosphären  und  die  grösste  Länge  der  Kolbenstange  ausserhalb  der 
Stopfbüchse  Z  =  900'"'"  beträgt? 

Auflösung.  Wir  berechnen  die  Kolbenstange  zuerst  auf  ihre 
Zugfestigkeit  und  dann  auf  ihre  Strebfestigkeit,  und  behalten  das 
grössere  Resultat  bei. 

a)  Berechnung  der  Kolbenstange  auf  Zugfestigkeit. 
Nach  der  in  Aufgabe  31  der  Anwendungsbeispiele  aus  der  Lehre 
von  der  Zug-,  Druck-  und  Scheer/estigkeit  entwickelten  Formel  hat 
man  für  die  schmiedeiserne  Kolbenstange: 

d  =  0,0408  D^a  =  0,0408  .  450  f^=  36,72 
und  abgerundet  d  =  37*"*". 

h)  Berechnung  der  Kolbenstange  auf  Strebfestig- 
keit. Da  die  Kolbenstange  am  Kolbenende  mit  dem  Kolben  fest 
verbunden  und  durch  denselben,  sowie  durch  die  Stopfbüchse  ge- 
radlinig geführt,  ferner  das  Kreuzkopfende  'der  Stange  ebenfalls 
geradlinig  geführt  wird,  so  entspricht  diese  Art  der  Befestigung 
der  Stange  dem  Fall  der  Zerknickungsfestigkeit,  dass  der  Stab  an 
dem  einen  Ende  fest  eingeklemmt  und  am  anderen  in  der  ursprüng- 
lichen Stabaxe  gerade  geführt  wird.  Für  diesen  Fall  haben  wir  die 
Festigkeitsgleichung 

7cZ>*        a 
anzuwenden,  und  da  P  =  — - —  .   ^  .-    ist,  so  hat  man  auch  : 

4         100 

TzD^       a  2tz*JE 


4     '   100  nL' 

nd* 
für  J  den  Werth  ,,»7=  —  ■— -"  gesetzt: 

64 
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TCD» 

a                     64 

.E 

4 

100                 nZ,' 

reducirt : 

beiderseits  mit  Z>*  multiplicirt : 

aD'  _  Tz^d'E     D^ 

"50"""     4»       T^' 
hieraus  ist 

d         i*/    4 n a        Z*       l/^   l*/ö»    l/     4 

r  QQQ 

die  Zahlenwerthe  E  =  20000,  «  =  25,  a  =  4,  —  =  -jg^  =  2 

eingesetzt : 

somit    d  =  0,1128  D  =  0,1128  .  450  =  50,76    und    abgerundet 
d  =  51"**";  man  wird  somit  diesen  Werth  beibehalten. 

Man  drückt  häufig  auch  den  Durchmesser  d  der  Kolbenstange 
wegen  der  Bequemlichkeit  der  Rechnung  durch  den  Durchmesser 
d^  des  zugehörigen  Kurbelzapfens  aus,  und  erhält  man  die  Bezie- 
hung zwischen  diesen  beiden  Dimensionen  wie  folgt:  Für  den 
Kurbelzapfen  hatten  wir  die  Festigkeitsgleichung: 

PI  _  ©TTrfJ 

~2   ~  ~32~' 
für  die  Kolbenstange  ist: 

die  Werthe  von  P  aus  diesen  beiden  Gleichungen    einander    gleich 
gesetzt : 

©Tic/;  _  u'^'rf* 

"Ter  ~  32^«"' 

oder  beiderseits  mit  cJ\  multiplicirt  und  reducirt: 


Digitized  by 


Google 


415 


oder 

angenommen,    wir  hätten    den  Kurbelzapfendurchmesser  d^  aus  der 
Formel 

PI  _  (Snc^,^^ 

mit  d^  =  91*"~  berechnet  und  setzen  — -  =  1,5,  wobei  l  die  Länge 
der  Kurbelzapfens  bedeutet,  setzen  femer  die  Zahlenwerthe 

^  =  ^  =  1-,  J5;=20000,  n  =  25,  L  =  900,  ©  =  6 
fr  1,Ö         o 

ein,   so  erhält  man: 

^         A^^.l/^    i7^T25~"2"        n.^ol/^      . 

A  =  0478  V-^  =  0,5625,  hiermit  ist 

«1  y  yi 

ei  =  0,5625  d,  ==  0,5625  .  91  =  5148«'», 

also  nahezu  derselbe  Werth  wie  früher. 

12.  Bei  dem  Winkelhebel  ABC  (Kunstwinkel  zum  Betriebe  einer 
Pumpe,  siehe  die  folgende  Figur)  betrage  jede  der  an  den  Punkten 
A  und  C  senkrecht  zu  den  gleich  langen  Armen  des  Kunstwinkels 
angreifenden,  einander  gleichen  Kräfte  P=  ö  =  4000*^;  die  Länge 
eines  Armes  ist  l  =  800*"*»  =  ABz=  BC;  es  sind  die  Querschnitts- 
dimensionen der  Arme  des  Kunstwinkels  und  der  Durchmesser  d 
der  schmiedeisernen  Zugstange  AC^  deren  Querschnitt  eine  Kreis- 
fläche ist,  zu  berechnen. 

Auflösung.  Denkt  man  sich  jede  der  Kräfte  P  und  Q  zer- 
legt in  die  zwei  Componenten  p  und  Sy  beziehungsweise  q  und  5", , 
wobei  natürlich  p=zq  =  P=z  Q  und  S=  St  ist,  so  beanspruchen 
die  Kräfte  p  und  q  die  Arme  des  Kunstkreuzes  auf  ihre  Zerknickungs- 
festigkeit,  und  die  einander  entgegengesetzt  wirkenden  Componenten 
S  und  S^   die  Zugstange  AC  auf  ihre  Zugfestigkeit;   da  die  Rich- 
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tungen  der  Kräfte  ^  und  q  senkrecht  stehen  auf  den  Richtungen 
der  Kräfte  P  und  Q  und  die  beiden  Arme  des  Kunstwinkels  ein- 
ander gleich  sind,    so  folgt  daraus  die  Gleichheit   der  Kräfte  ^,  q^ 


Fig.  154 


P  und  Q,  Die  Arme  des  Winkelhebels  sind  als  lose  Streben  zu 
betrachten,  die  in  ihren  Endpunkten  nach  den  Geraden  CB  und  AB 
geführt  werden,  resp.  von  diesen  Richtungen  nicht  abweichen  können ; 

man  hat  daher  die  Formel  zu  sebrauchen:  P= — — . 

Wählen  wir  den  Doppel -T- Querschnitt  für  die  Arme,  so  zeigt 
sich  durch  eine  kleine  Rechnung,  dass  das  Trägheitsmoment  dieses 
Querschnittes  bei  der  horizontalen  Lage  des  Mittelsteges,  bezogen 
auf  die  Axe  a  a  als  Schweraxe,  kleiner  ist,  als  das  Trägheitsmoment 
desselben  Querschnittes  bei  verticaler  Lage  des  Mittelsteges  und 
bezogen  auf  die  Axe  a,  a,  als  Schweraxe ;  denken  wir  uns  die 
beiden  Endflantschen  des  Querschnittes  in  horizontaler  Richtung 
zusammengeschoben,  so  erhalten  wir  den  kreuzförmigen  Querschnitt, 
dessen  Trägheitsmoment  ist: 


J= 


12 


wir    setzen    B  =  2h,    B  '\-b  =  \,    also    h  =  \  —  B  =  \  —  2 ä, 
femer  ä,  =  |i  A,    diese  Werthe   in  die  Gleichung  für  J  eingesetzt : 


^_  2hh\^h^{\  —  2h)  _  2^^h^  +  h^{h^  —  2h) 


12 


12 


oder 
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•^  -  12  ~  12"" 


•2) 


diesen  Werth  von  J  in  obige  Gleichung  für  P  eingesetzt: 
P=  — --  .  -^    ^   T:^ ^,  hieraus  ist 


nl 
h 


12 


=v; 


12  P«^« 


^(2|i*  +  |i  — 2)' 


¥nr  setzen  |Ji  =  5,  h^  =  5h^  w  =  25,  sowie  die  übrigen  gegebenen 
Zahlenwerthe  ein  und  erhalten: 


h  = 


12  .  4000  .  25  (800)» 


2) 


(3,14)M0000(2.5»  +  5 
und  abgerundet  h  =  15"*'" ;  hiermit  wird 
ä,  =  5ä  =  5. 15  =  75««,    b  =  \  —  2h=76 


15,2 


30  =  45««. 


Würde  man  hingegen  es  vorziehen,  den  kreuzförmigen  Quer- 
schnitt mit  viertelkreisförmigen  Ausrundungen  zwischen  den  Rippen 
zu  wählen,  so  benützen  wir  die  in  Beispiel  10  dieses  Abschnittes 
für  diesen  Querschnitt  gefundenen  Resultate  und  berechnen  zuerst 
den  Durchmesser  d  eines  gusseisernen  Armes  von  kreisförmigem 
Querschnitte  nach  der  Formel: 


P  = 


TZd* 

für  J  den  Werth  „*7=  '-'-  gesetzt,  erhält  man: 


P= 


64 

TZd* 

"64" 


-r^. — — -,  hieraus  ist: 
64  n/» 


^      -ilßAnPl'       ^1  64  .  25  .  4000  (800)»       ^^  ^ 
^  =  ]-n^-E-  =  y— (3,14)« .  10000       =  ^^'® 

und  abgerundet  d  ^  61««. 

In  Beispiel  10  fanden  wir  die  Höhe  h^  der 
Rippe  (siehe  nebenstehende  Figur) :  ä,  =  1,225  d, 
unter  der  Annahme,  dass  r  =  0,4/ti  ist;  demgemäss 
erhält  man:  ä,  =  1,225  .  61  =  74,725  und  abge- 
rundet Ä,  =  75««,  wie  nach  der  ersten  Berechnungs- 
art  ;  es  ergibt  sich  ferner :  r  =  0,4  .  75  =  30«« 
und  die  Rippendicke  b  wird :  ft  =  Äj 

Graf,  Festigkeitslehre. 


Fig.  155. 


2r  =  75  — 2.30  =  15««. 

27 
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Der  Durchmesser  d  der  Zugstange  A  C  ergibt  sich  aus  der  Formel : 

und  weü  S'  =  P«  +  ^'  =  2  P»,  also  S=iP^2  ist,  so  hat  man  auch : 
i*  y  2  =  — 2 — ,  woraus 

und  abgerundet  d  =  35"""  folgt. 

13.  Ein  prismatischer  Balken  aus  Eichenholz  von  quadratischem 
Querschnitte  ist  in  verticaler  Lage  mit  seinem  unteren  Ende  un- 
wandelbar befestigt,    mit    seinem  oberen  Ende   frei;    mit   letzterem 

,  ist  ein  horizontaler  Arm  von  der  Länge  a  =  !"•  fest 

—  I  verbunden,    an   dessen  Ende  eine  Last  P=  214(K' 

M 1^  "'*ii>       vertical    nach    abwärts    wirkt    (siehe    nebenstehende 
♦*  Figur);    es   ist   die  Seite  s  des  quadratischen  Quer- 

schnittes des  verticalen  Balkens  zu  berechnen. 

^^^'^^'^  Auflösung.    Da    der    Balken    durch    eine    ex- 

Fig.  156.  centrische  Druckbelastung  beansprucht  wird,  so  haben 

wir    nach    der  Theorie    der  excentrischen  Zug-  und  Druckfestigkeit 
die  Formel  anzuwenden : 

J+acf 

Hierin  bedeuten :  P  die  Tragkraft  des  Balkens,  ©  die  erlaubte 

Belastung  pro  Querschnittseinheit,   /  den  Querschnitt  des  Balkens, 

J  das  kleinere  der  beiden  äquatorialen  Trägheitsmomente,  auf  eine 

Schweraxe    des  Querschnittes    bezogen,    a  die   Excentricität,    c  die 

Entfernung   der  äusserst  gespannten   oder  gedrückten  Faserschichte 

von  der  neutralen  Axe;  ferner  wird  bei  dieser  Formel  vorausgesetzt. 

dass    die    Durchbiegung    der    elastischen    Linie    im   Vergleich    zur 

Excentricität  a  sehr  klein  ist,  welcher  Umstand  auch  in  der  Praxis 

im  Allgemeinen  zutrifft.  Setzt  man  in  die  Formel  für  P  die  Werthe : 

5*  s 

/=s^^  J'=     -,  c  = -^  ein,  so  erhält  man: 

■  12  es'  ©5* 


s*  s  s*-\-6as^  5 -f- 6  a  ' 
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diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  8  geordnet: 
Ps+.6aP=©s»,  oder 
©5»  — P5  =  6aP,  oder 
Ps         6aP 

e         ©  ' 

diese  unreine  kubische  Gleichung  ist  nach  der  Unbekannten  s  auf- 
zulosen.  Setzt  man  -—  =  p^  — ^;^ —  =  5,  so  hat  man  nach  der 
Cardan sehen  Formel: 

die  Zahlenwerthe 

P  =  ^t»  =  4280,  ,  =  ^^«^4-'^  =  26680000 

eingesetzt,  erhält  man  8  =  299,7,  oder  abgerundet  8  =  300""". 

Wäre  es  erlaubt,  die  Excentricität  a  etwas  grösser  oder  kleiner 
zu  nehmen,  als  vorgeschrieben  ist,  so  könnte  man  sich  die  Auf- 
lösung der  kubischen  Gleichung  ersparen  und  wie  folgt  verfahren : 
Dividirt  man  die  Gleichung 

P5  _  6aP 

durch  s,  so  erhält  man: 

^ _   P  _  6aP  _  6P      a^ 

©  5®  ©    *   s ' 

ü 
wir  nehmen  das  Verhältniss  —  als   eine   bekannte   Grösse   an   und 

8 

setzen  z.  B.  probeweise  —  =  -5—,  man  erhält  hiermit : 

8  o 

6P     10    .     P         21 P 

."?'*  =  --—-  .  -^ — h  -;^  =  — -^ — ?  woraus 
©       3  ©  © 


=V¥=y^«i- =»«•'« 


und  abgerundet  « :=  300"""  folgt ;  hiermit  erhält  man : 
«  =  ^  .  «  =  ^  .  300  =  1000""». 


27* 
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Die  Querschnittsdimensionen   des   horizontalen  Annes   von  der 
Länge  a  sind  selbstverständlich  ans  dem  Biegungsmomente 


(«-i)= 


©Z 


ZU'  berechnen. 


14.  Eine  schmiedeiserne  Hängestütze  von 
rechteckigem  Querschnitte  hat  eine  excentrisch 
wirkende  Zugbelastung  P=  1948*^  zu  tragen, 
die  Excentricität  a  beträgt:  a  =  120'""';  es  sind 
die  Querschnittsdimensionen  h  und  h  (b  y>  ßi) 
der  Stütze  zu  berechnen.  (Siehe  nebenstehende 
Figur.) 

Auflösung.  Setzt  man  in  die  hier  anzuwendende  Festigkeits- 
formel 


J-\-acf 
f        1.1.  ^      T        *'*' 


ein,  so  erhält  man: 


F  = 


©6Ä.-2- 


-12-  +  «-2-'' 


©6Ä» 


da  in  dieser  Gleichung  die  beiden  Unbekannten  b  und  h  vorkommen, 
so   nehmen   wir   zwischen  b  und  h  ein  Verhältniss    an,    wir    setzen 

—  =  a  und  erhalten  hiermit : 
b 

<S>b.(x.n^  _     Sa*6« 

nach  der  Unbekannten  /;  geordnet: 

Pat-f-6aP=©a«6«,  oder 
©a^ft»  — Pa6  =  6rtP,  oder 
PoLb   _  &aP 

'e^*"""~©a^'* 

P  &aP 

wir  setzen:      - —  =  ;^    --^ —    =7   und   erhalten:    h^  —  pb  =  q, 
©a         ^       ©a«  ^  i'  i' 

diese  Gleichung  nach  der  Cardanischen  Formel  aufgelöst,   für  a,  /> 
und  q  die  Zahlen werthe  :    a  =  --  (Annahme), 


/>«  = 
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P  = 


1948 


«4 


649,3,  q  = 


6 .  120 .  1948 


-{ 


=  935040 


gesetzt,    erhält    man    abgerundet    h  =  lOO""" ;     somit    h  =  ÖO*"*". 

Diese   Wertbe    von   h   und    h    sind    jedoch    nur    dann    zu    wählen, 

wenn    die  grössere   Querschnittsdimension  h   parallel   zur   neutralen 

Axe    des   Querschnittes    zu   liegen    kommt    (also   senkrecht   zu   der 

in  der  Figur  Ä  gezeichneten  Lage  von  6),   was  jedoch  wegen   des 

dadurch  bedingten,   grösseren  Querschnittes   und   des  daraus  resul- 

tirenden  grösseren  Materialverbrauches  als  ungünstig  zu  bezeichnen 

ist.  Man  wird  daher  im  Allgemeinen  den  Querschnitt  so  anordnen, 

dass  die  kleinere  Querschnittsdimension  parallel  zur  neutralen  Axe 

der  Querschnittes  zu  liegen  kommt  (wie  in  der  Figur  Ä  angegeben 

®/J 

ist),  dann  hat  man  aber  in  der  Formel  „P=  ^r- ^",  wenn  h^h 

J -(-  acf 

ist  (siehe  Fig.  -ß,  in  welcher  die  Dimension  h  parallel  zur  neutralen 

h  bh^ 

Axe  gestellt  ist),  c  = -^,  J=  — — -    zu    setzen,    man    erhält    dann 

h 
bei  der  Annahme  --  =  2,  wenn  man  obige  Rechnung  noch  einmal 

0 

macht,  aus  der  Gleichung  „6*  —  pb  =  q^^  mit  p  =  162,325  und 
q  =  58440  nach  der  Cardanischen  Formel :  b  =  40,25,  oder  rund 
b  =  40^*",  somit  Ä  =  2 .  40  =  SO"**",  welche  Werthe  im  Allgemeinen 
bei  der  Ausführung  zu  benutzen   sein  werden. 


>L 


-E^ 


t 


\A 


> 


a 


15.  Eine  hohle,  gusseiseme 
Säule  ist  an  ihren  beiden  Enden, 
oben  und  unten  seitlich  gestützt 
(wie  dies  beispielsweise  bei  einer 
Krahnsäule  vorkommt,  siehe  die 
nebenstehende  Figur) ;  mit  ihrem 
unteren  Ende  steht  sie  flach  auf 
dem  Boden  auf;  fest  mit  der 
Säule  verbunden  ist  der  hori- 
zontale Arm  CD,  an  welchem 
die  Last  P  vertical  nach  abwärts 
wirkt  und  somit  die  Säule  ex- 
centrisch  auf  ihre  Druckfestig- 
keit beansprucht;  es  ist  der 
äussere  und  innere  Durchmesser 
d  und  dj  der  Säule  zu  be- 
rechnen, wenn  die  Excentricität  ^»8-  ^w- 
a  =  lOOO*""*,  P=  5314^^  und  der  Befestigungspunkt  C  des  horizon- 
talen Armes  an  der  Säule  so  gelegen  ist,  dass  =  ^  =  0,8  ist. 

Aß  l 


) 


B 


^P. 
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Auflösung.  Nach  der  Festigkeitstheorie  der  excentrischen 
Druckbelastung  ist  allgemein  die  im  gedrückten  Stabe  herrschende 
grösste  Druckfaserspannung  gleich  der  Summe  zweier  Spannungen 
<Si  +  ®, ,  herrührend  von  der  Kraft  P  und  einem  Biegungsmomente 

if,  und   zwar    ist  @i  =  ^,  @,  =  -     - ,  daher  (5  =  —  +    -  - ,  in 

welcher  Gleichung  M  das  Maximalbiegungsmoment  ist,  P,  c  und  f 

BfJ 

die  schon  früher  bei  der  Formel  ,,P=  — ,— ; —"'  erklärte  Bedeutung 

J  -Y-  acf 

haben.    Bei  den  Punkten  A    und    B   ist  das  Moment    gleich  Null; 

q 
im  Punkte  C  wirkt    das  Moment   M  =  Pa  .^^  denn :  Unmittelbar 

oberhalb  C  wirkt  das  Moment  M^:=^  P^p  und  unmittelbar  unter- 
halb C  das  Moment  M^  =  M^  —  Pa,  wobei  P^  die  Widerstands- 
kraft bei  A  bedeutet ;  es  ist  aber  für  das  Gleichgewicht  P^I  =  Pa, 

daher  P^  =  -       und  M^  =     —     —  Pa^  wenn  man  nämlich  für  itf, 

obigen  Werth  setzt. 

Die  Gleichung  für  M^   kann  man  auch  schreiben: 

_  Pap  —  Pal_        Pa{l—p) 
M,  -  --     -^  -  ^--     , 

Paq 
oder,    da  l  —  2^  =  q  ist,  hat  man  auch  :   3f,  = —  ;    da    aber 

das  Vorzeichen  des  Momentes  auf  die  Querschnittsberechnung  keinen 
Einfluss  hat,  so  lassen  wir  das  negative  Vorzeichen  und  auch  den 

Index  von  M^  weg  und  erhalten:  M=  --,  welches  das  Maximal- 
biegungsmoment ist ;  denn : 

Pap  Pao 

Es   ist  Ml  =  — -—    und    absolut   genommen,    Jf ,  =  -   --  ,  da 
i  t 

q         p 
aber  -;  >   ,-  tind  bei  den  Punkten  A  und  B   die  Momente  gleich 

Null  sind,  so  muss    -    —=zM  das  Maximalbiegungsmoment    sein. 
c 

In  die  Gleichung  für  ©  diesen  Werth  für  M  eingesetzt: 
^        Paq      c         P 

wir  setzen  -  =  a  und  erhalten  hierdurch : 

^        PaoLc    ,    ^         „. .^^ 

©  =  — -r  -  +       z=:z  P{  -  — — -  I,   woraus 


P        ^/^  «ac         1  \ 
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aoLcf  '\-  J 
folgt;    für   J,    c   und  /  die   Werthe:    J=  ^-   (rf*  — rfj),    c  =  4, 
/=  -j-  (d*  —  d\)  gesetzt : 


4 


©.^(d'-dD-Jcd'-dl) 


oder    Zähler   und    Nenner    des    rechten  Theiles    durch  -^{d^  —  d\) 
dividirt : 


d    ,     d^  +  d\  32aa(/  + 4  (rf^ +  (/;)' 

2^       16 

wir  setzen  di  =  aid  und  erhalten  dadurch : 


P  = 


32aarf  +  4rf^(l  +  aJ)         32aa  +  4rf(l  +  aj)' 
diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  d  geordnet: 

32aaP+4rZ(l  +  a;)i'=®7cd«(l  — aj),  oder 

_  4(/P(l  +  ^  _  __  32 aa^i'_ 

©7C  (1  —  af)  ~  ©^7r^  al) '  ''^^'' 

4dF  32aaP 


©71(1—  Oj)  ©71(1—  a})' 

diese  Gleichung  nach  d  aufgelöst,  gibt,  wenn  man  die  Zahlenwerthe : 
P=  5314,  a  =  1000,  ©  =  5,  a,  =  a  =  0,8,  also  d,  =  0,8  tf  ein- 
setzt, abgerundet :  d  =  250"»»",  d^  =  200^«. 

16.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  jedoch  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  Säule  an  ihren  beiden  Endpunkten  oben 
und  unten  nicht  seitlich  gestützt,  sondern  in  verticaler  Lage  un- 
wandelbar befestigt  ist. 

Auflösung.  In  diesem  Falle  haben  wir  nicht  nur  die  Biegungs- 
momente unmittelbar  ober-  und  unterhalb  des  Punktes  C,  sondern 
auch  die  an  den  Befestigungspunkten  A  xmd  B  der  Säule  jetzt 
auftretenden  Biegungsmomente  ihrer  absoluten  Grösse  nach  zu  unter- 
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suchen.  Wir  bezeichnen  diese  Momente  der  Reihe  nach  mit:  Mc^, 
Mc^,  M^,  Mß.  Die  Festigkeitstheorie  des  excentrischen  Druckes  führt 
diesen  Fall  zurück  auf  den  Fall  der  Biegungsfestigkeit,  dass  ein 
gerader,  stabförmiger,  prismatischer  Körper  an  seinen  beiden  Enden 
eingemauert,  oder  befestigt  xind  in  der  Entfernung  a  von  einer  Be- 
festigungsstelle mit  F^ff  belastet  ist,  die  Tangenten  an  die  elastische 
Linie  an  den  beiden  Befestigungspunkten  bilden  mit  der  horizon- 
talen Verbindungslinie  der  beiden  Befestigungspunkte  die  Winkel 
a  und  ß.  Unter  Benützung  der  dort  für  die  an  den  Befestigungs- 
stellen wirkenden  Widerstandskräfte  und  Biegungsmomente  gefun- 
denen Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  obengenannten  vier  Momente 
und  die  beiden  in  den  Punkten  A  und  B  wirkenden  Widerstands- 
kräfte Pi   und  P|   folgende  Gleichungen: 

l 

p(4g'— j>g+j)') 
Mc,  = .  Pa, 

p.  ==-.p,=^±.pa*). 

Um  zu  erfahren,  welches  von  diesen  vier  Momenten  das  absolut 

grösste  ist,    setzen  wir,    wie   in  der  vorigen  Aufgabe   angenommen 

o         1      o        4 
wurde,  q  =  4^,  also  y-  =  -^,  -^  =  — ,  man  erhält  hierdurch : 

^^_  4p  (16^»  -4^'  +  4P') .  p,  ^  64j>'Pa  ^^^^  ^p y^ 
oder 

oder 

61  Pa 


Mc=-&lPaQ^y 


125  ' 


*)  Die  Ableitung  dieser  fünf  Gleichungen  gehört  in  die  reine  Festig- 
keitstheorie, wurde  daher,  als  nicht  in  der  Tendenz  dieses  Baches  gelegen, 
weggelassen. 
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4p  (4p — 2  p) 


-='-^=«-(f)"=-«a)'. 


oder 

8  Pa         40  Pa 


25  125 

P  (8i»  —  p)  ■ 


if,=  Cl.r.^^P«  =  l^  =  7 Pa  (f )  =  7  Pa  Q:  oder 


7  Po         35  Pa 


25  125 

die  vier  Momente  sind  also: 

64  Pa 


I 


125    ' 
61  Pa 


125    ' 
^'  -"125"' 

^  125    ' 

64  Pa 
es  ist  hiennit  ersichtlich,  dass  das  Biegungsmoment  Mc*  =  -jöf  " 

an  dem  Querschnitte  unmittelbar  oberhalb  des  Punktes  C  das  grösste 
ist.     Dieser  Werth   des  Biegungsmomentes   ist    in    der    allgemeinen 

Gleichung  für  die  Spannung  „©  =  — z: — | — ^*'  an  die  Stelle  von  M 

zu  setzen;  man  erhält  durch  diese  Substitution: 

woraus  die  Tragkraft 


P=  -^ 


a)v 


C  +  J 


folgt.  Für  J,  c  und  /  die  Werthe  gesetzt: 

J=  -^  (rf*  -  d*),  /=  J  (d«  -  d!),  c  =  1,  i  =  a,  gibt : 


a'«.-2.J(d«-df)  +  -g''^(d'-d}) 
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7C 

oder   Zähler   xind   Nenner    des    rechten  Theiles    durch   -7-{d*  —  df) 
dividirt : 

,      d    ,    d^  +  d*         32  a>od  + 4  (<P  +  <^' 

rf,  =  o,  d  gesetzt : 

©7id«(l  — 0^)  _         ©TCd'(l  — g?) 

~  32a»ad  +  4rf'(l  +  aJ)  ~  32a'o  + 4d(l  +  o^  ' 
diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  d  geordnet: 
4dP(l-|-aJ)_      32a»aP 


®7i:(l  — a})      •     ©7t(l  — «ö' 
wir  setzen  die  CoefBcienten : 
4P(l  +  a*)  4P  4.5314 


=  3760,79=1), 


©7:(1  — al)        ©11(1— aj)       5.3,14[l  — (0,§)'] 

„„      ,p  32.1000  (^l^y. 5314 

--^^  = P^^-i-  =  9399177  =  g 

0  7i(l  — «t)  5. 3,14  [1  — (0,8)*] 

und  erhalten  dadurch: 

rf»  — 3760,79 rf  — 9399177  =  0,  oder  d''~pd  —  q  =  B; 
diese  Gleichung  nach  der  Gardanischen  Formel  aufgelöst: 

die  Werthe: 

^  =  4699588,5,  ^  =  22086132069332,25  und 
|^-=  1969896741,02 

eingesetzt,  erhält  man: 

rf  =^^98967,5'+ ^209^5  =  216,935 
und  abgerundet  d  =  217"*"*;  hiermit  wird 

d,  =0,8d  =  0,8 .  217  =  173,6»««. 

Man  ersieht  aus  diesem  Resultat,  dass  in  Folge  des  hier  geringeren 
Werthes  des  Maximalbiegungsraomentes,  als  in  der  vorigen  Aufgabe, 
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die  beiden  Dnrchinesser  d  und  d^  der  Säule  etwas  kleiner  ausfielen ; 
dort  war  das  Maximalbiegungsmoment 

M=  Pa.-r  oder  M=-^  Fa=  -    r^— — ,  hier  ist  M  =  --^r^ — . 
/  5  125  125 

17.  Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  eines  schmiedeisemen 
Kettenhakens  von  P  =  5000*^^  Tragkraft  zu  berechnen,  wenn  der 
Querschnitt  des  Hakens  an  allen  Stellen  eine  Kreisfläche  ist. 

Auflösung.  Die  bei  einem  Haken  zu  berechnenden  wichtig- 
sten Querschnittsdimensionen  sind  an  den  Stellen  bei  -4,  B  und  C 
(siehe  nebenstehende  Figur).  Da  hier  die  Quer- 
schnitte überall  Kreisflächen  sind,  so  nennen  wir 
die  zu  berechnenden  Durchmesser  an  diesen  drei 
Hakenquerschnitten :  d  an  der  Befestigungsstelle 
bei  A^  d^  am  Hakenrücken  bei  B  und  e?,  an  der 
tiefsten  Stelle  des  Hakens  bei  C.  Wir  wählen 
die  Krümmung  des  Hakens  so,  dass  die  Rich- 
tungslinie der  Kraft  F  mit  der  Mittellinie  des  -^  I 
cylindrischen  Hakenschaftes  (Aufhängestelle)  zu- 
sammenfällt, damit  der  Schaft  bei  A  keine  ex- 
centrische  Zugbelastung  auszuhalten  habe;  die 
Weite  w  des  Hakens  sei  nach  einem  Kreise  vom 
Durchmesser  w  =  d^  gekrümmt.  Der  Theil  des 
Hakens  bei  A  ist  gewöhnlich  eine  Schraube;  der 
Kemdurchmesser  d'  derselben  ergibt  sich  nach  der  in  Aufgabe 
Nummer  40  der  Anwendungsbeispiele  über  Zug-,  Druck-  und  Scheer- 
festigkeit  entwickelten  Formel: 

d'  =  OJ  Vp  =  0,7  V500Ö  =  49,5"»«, 

hiermit  wird  der  äussere  Durchmesser  des  Bolzens :  d  =  56,4"*'". 
Zur  Berechnung  des  Durchmessers  d^  bedenke  man,  dass  der  Theil 
des  Hakens  bei  B  eine  excentrische  Zugbelastung  auszuhalten  habe; 
die  Excentricität  ist,  wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  a  =  d^;  setzt 
man    daher    in    die    für    den    excefttrischen    Zug    geltende   Formel 

„P=  -—^ -"'  für  /,  J,  a  und  c  die  Werthe:  /=  -/,  a  =  f/,, 

J-j-acf  4 

_        TZ  dt  ^i      .  ,    ,, 

J=  -^  -,  c=     -  ein,  so  erhält  man: 


P= r. ^ ^-  =  -. — ^.-T-;.-' -^.— ,  oder 


®'    4    '64 

_        @n»rf! 

-6r+'''T--4" 

47cd.*+32rfj7i' 
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-=i?^  =  ^T?^  =  »''>«'^^<  — 


folgt.    Setzen  wir  P=  5000,  ®  =  6  ein,  so  erhält  man: 
=  3,3851/- 


d.  =  3,3851/-^  =  97,69" 


Dieser  Werth  von  rf,  wurde  unter  der  Voraussetzung  gefunden, 
dass  die  Hakenweite  w  =  d^  sei ;  gewöhnlich  wird  aber  diese  in 
der  Praxis  etwas  grösser  genommen,  und  zwar  bei  kreisförmigem 
Querschnitte  des  Hakenrückens  w?  =  1,225  rf^  bis  u?=  1,25  c/,, 
bleiben  wir  bei  dem  ersteren  Werthe,   so  ist  die  Excentricität : 

rf,  +  «.        d,  +  1,225  d.        H19-, 
a  = 2 == 2 =  1,1125  d, ; 

diesen  Werth  von  a  in  die  Gleichung  fttr  die  Tragkraft  P  eingesetzt : 

P=  ®"4---64^  _  -256-- 

^^  ^...^.d{    nd\'  —  "itd}    ,   0,55625rf;n ' 

"er  +  ^'^^^^  Y  •  ^"      "er  + 4 — 

:td}  (4  +  35,6)"  ~  "39:6"'  ''"''*"^ 


.=yi||f=,.5y; 


folgt.     Setzt  man  P=  5000,  ©^6  ein,  so  erhält  man: 


ci,  =  3,55y^=  102,4- 


für  ®  =  8  und  ©  =  10  erhält  man  d[  =  89«^  und  rf;=  79.4""». 
Nun  erübrigt  noch,  den  Durchmesser  rf,  an  der  Stelle  bei  C  zu 
berechnen.  In  diesem  Querschnitte  wirkt  die  Kraft  P  als  Schub- 
kraft. Nach  der  Theorie  der  Schubfestigkeit  ist  die  grösste  Tan- 
gentialspannxmg  im  Querschnitte  bei  C: 

4      P  /  1  7       \  1 

^'=3/0+ 2 '''+16*7'  ^""^^  "  =  Z""i 

und  /^  -ji  ist,  setzen  wir  14--^  +  -:j-^  =  s,   so  hat  man : 
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_  4P8  _     4P8     _  IQPs 
3-4- 

der  Werth  von  s  ist  sehr  wenig  grösser  als  1,  denn,  setzt  man  in 
der  Gleichung  ,,a  = ",  z.  B.  -~-  =  — ,  oder  -  —  =  1,  oder 

w 

— -  =  2,  so  erhält  man  der  Reihe  nach:  s==  1,15234,  s'==  1,0912, 
ff« 

ä"=  1,0609;    wie   auch    das  Verhältniss  — -  gewählt  werden  mag 

(selbstverständlich  innerhalb  praktischer  Ausführungsgrenzen),  der 
Werth  von  s  wird  immer  nur  sehr  wenig  von  1  verschieden  sein, 
wir   setzen   s=l,2   in   die   Gleichung   für   ©^    ein    und   erhalten: 

16P.1,2      ^.        ^  ^  0.    ^       .      .. 

@i  =  —  ^ — - — ,   diese  Spannung   muss   aber   auch    der   im  Quer- 

OTToJ 

schnitte  bei  B  herrschenden  grössten  Normalspannung,  nämlich  gleich 

3  4  3  3  6  4P 

-7-  ©   bis     -  ©    sein,    für    ©.  =  —  ®  erhält  man :   —  ©  =        ^   , 

4  5  4  4  Tzdl 

woraus 

4 

oder  rund  e?,  =  48"**"  folgt;  setzt  man  aber  ©i  =  --©,  so  ist 

o 

4  ^        6,4p 

-  ®  = — -,  woraus 

5  ndl 

di  =  l.m]!^  =  IJOsV^^  =  49,U'""' 

folgt.  (Die  letztere  Beziehung  zwischen  ©1  und  ©  ist  die  bei  nume- 
rischen Rechnungen  gewöhnlich  allgemein  gebrauchte.)  Diese  Dimen- 
sion d,  wird  aber  bei  der  Ausführung  des  Hakens  wegen  des  ge- 
wünschten allmäligen  Ueberganges  des  Querschnittes  bei  B  in  den 
bei  C  um  etwas  vergrössert,  so  dass  das  Hakonprofil  an  den  Stellen 
bei  B  und  C  durch  eine  Kreislinie  begrenzt  erscheint.  (Siehe  die 
Figur.)  Endlich  sei  noch  erwähnt,  dass  der  Durchmesser  an  der 
dem    Hakenrücken    gegenüber   liegenden    Stelle    des    Hakens    bei    I) 

gleich  ~~-  gemacht  wird. 
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18.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  der  vorigen  Nummer,  jedoch  mit 
dem   Unterschiede,    dass    der    Querschnitt    des    Hakenrückens    eine 

Ellipse  von  den  Halbaxen  -^-  und  -^     ist. 

Auflösung.    Zur   Bestimmung   des   Querschnittes   im  Haken- 
rücken, d.  i.  also  an  der  Stelle  bei  B,  hat  man  nur  in  die  für  die 

Tragkraft  P  geltende  Formel  „P=  ——^ -"  die  für  die  Ellipse 

J  +  acj 

geltenden  Werthe,  nämlich  /=  — -^— ,  f  ^  die  kleine  Halbaxe  der 
Ellipse  I  a  =  h,  (wobei  wir  also  annehmen,  dass  die  Haken  weite 
w  =  h  ist),  J=  —^ — ,  c  =  -^  einzusetzen;  man  erhält  hierdurch: 


P  = 


4.   ~  ■  ~64 


Tzhh^        ,     h     bhn 


64     ^        2  *     4 

oder  Zähler  und  Nenner  des  rechten  Theiles  durch  — -. —  dividirt: 

4 


64         _  64:  _   Bv:hh^_^7zbk 

~~fe«         Ä»   ~"4Ä"»  +  3277^~~~36T«~~~36"  ' 
16"  "*"  ~2  ^64 

2 

nimmt  man  nun  b  =  -^  h  an,  so   ist : 
o 

^      ®"-|"'      enh- 

P=—3g—  =  -^--,  woraus 

y    871         V    6.3,14 

2 

folgt;  hiermit  wird  ft  =  —  .  120  =  80'""»;  für  ©  =  10,  erhält  man 

Ä  =  93'«"»,  0  =  62*»"». 

Die  Dimensionen  b^  und  /i,  des  elliptischen  Querschnittes  an 
der  Stelle  C  des  Hakens  (siehe  die  Figur  in  der  vorigen  Aufgabe) 
findet  man  ebenso,  wie  beim  vorigen  Beispiele,  mittelst  der  Formel : 

3  4  Ps  b  h  TZ 

Si  =     -  ®  =     ö-F-^  <ii^  Werthe:  s  =  1,2,  /=  —~  eingesetzt: 

4  6f  4 
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3^ 

4 


4P.  1,2  4P.  4,8 


6,4  P 


3. 


6,  Ä,  TT 


3  &,  Ä,  7C 

25,6  P 


&1  Äi  7ü 


,  oder 


für  5,   den  Wertb  ftj  =  — -  ä^   gesetzt : 
o 


®= 


25,6  P  25,6  P        12,8  P 


o 


2hln 


hin 


woraus 


Ä,=2,02y^  =  58,29, 

2 

und  rund  h^  =  öS'"'"  folgt;  hiermit  wird  Jj  =  — .  58  =  38;86,  oder 

abgerundet  b^  =  39'"'".  Die  Dimension  h^  =  58'"'"  wird  auch  hier 
bei  der  Ausfuhrung  des  Hakens  wegen  des  allmäligen  üeberganges 
des  Querschnittes  bei  B  in  den  bei  C  etwas  grösser  ausfallen. 

19.  Ein  prismatischer  Balken  aus  Eichenholz  von  rechteckigem 
Querschnitte  und  der  Länge   l  =  5*",    ist   mit    dem    einen  Ende   in 


verticaler  Lage  bei  A  xmwandelbar  befestigt;  am  anderen  Ende  bei 
B  wird  der  Balken  durch  die  horizontal  wirkende  Kraft  P=  2000*^ 
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angegriffen  und  durch  die  Strebe  CD  in  verticaler  Lage  erhalten. 
(Siehe  Fig.  160.)  Man  fragt:  1)  Welche  Länge  a  muss  die  Strebe  CD 
erhalten,  wenn  ihr  Querschnitt  ein  Quadrat  von* der  Seitenlänge 
s=  150"""  ist?  2)  Welche  Quer  Schnittsdimensionen  h  und  h  erhält 
der  Balken  AB? 

Auflösung.  Die  Strebe  CD  denken  wir  uns  durch  eine  Kraft  Q 
ersetzt,  welche  in  der  Richtung  DD^  (Mittellinie  der  Strebe)  nach 
aufwärts  wirkt;  diese  Kraft  Q  zerlegen  wir  in  die  auf  einander 
rechtwinklig  stehenden  Componenten  Q^  und  ß, ;  die  beiden  Kräfte 
P  und  Qi  haben  in  Bezug  auf  den  Punkt  A  ein  entgegengesetztes 
Drehungsbestreben,  so,  dass  die  Gleichgewichtsbedingung  stattfindet: 
Q^p=:Pl;  es  ist  aber  Qi=Qcos(x.  und  p  =  a  sin  a  (wobei  der 
Winkel  a  vorläufig  als  bekannt  anzusehen  ist),  man  hat  daher  mit 
diesen  Substitutionen: 

PI 
Q  cos  a  .  a  sin  a  =  PI,  woraus  Q  = 


a  sin  a  cos  a 
folgt ;    es  ist  aber  sin  a  cos  a  =  -^  sin  2  a,  daher  ist 

PI  2Pl 


l     .    „  a  sin  2  a  ' 

a  .  —  sm  ij  a 

Die  Kraft  Q  nimmt  die  rückwirkende  Festigkeit  der  Strebe  in  An- 
spruch, und  zwar  werden  die  Querschnittsdimensionen  der  letzteren 
um  so  kleiner  ausfallen,  je  kleiner  Q  wird;  in  Ansehung  des 
Winkels  a  wird  aber  die  Kraft  Q  um  so  kleiner,  je  grösser  sin  2  a 
wird ;  das  Maximum  von  sin  2  a  ist  aber  offenbar :  sin  2  a  =  1 ,  d.  h. 
2a  =  90®  und  a  =  45®;  wir  stellen  daher  die  Strebe  unter  einem 
<^a  =  45®  gegen  die  Säule  geneigt;  darnach  wird  also 

a 

Wir  betrachten  die  Strebe  CD  als  eine  auf  ihre  Zerknickungs- 
festigkeit  beanspruchte  Säule,  welche  an  ihren  beiden  Endpunkten 
lose  aufsteht  und  in  der  ursprünglichen  Stabaxe  in  den  Endpunkten 
C  und  D   gerade    geführt   wird.  Wir   haben    daher  für  diesen  Fall 

IT*  T  V 
die  Formel:   Q= ~  ,  wenn  a   die  Länge   der  Strebe   bedeutet. 

Setzen  wir  den  Sicherheitsgrad  wegen  der  Bequemlichkeit  der  Rech- 

Ojp;  j -f^  JE 

nung  n  =  ti«,    so   hat    man    Q  = = ,   oder  2Pl= ; 

a  a^  a 

für  J  den  Werth  gesetzt:  /=  — — ,  erhält  man: 

1<W 
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s*E 

2  Pl  =  -— pr — ,  woraus 

12  a 

«  -  -i^  -     (^^Q)^  •  l^QQ      -  2531-  folet 
"-  24PI-  24.2000.5000  " ^""^^      ^°^^- 

Der  Balkentheil  B  C  wird  durch  die  Kraft  P  auf  Biegung  und 
durch  die  Kraft  Q^  auf  Zug,  also  auf  seine  zusammengesetzte 
Festigkeit  beansprucht.  Lassen  wir  vorläufig  die  Kraft  ft  unberück- 
sichtigt und  berechnen  die  Dimensionen  b  und  h  des  rechteckigen 
Balkenquerschnittes    aus    der   für   die  Biegungsfestigkeit    geltenden 

©6Ä*  5 

Formel :  P{1 — p)  =  — ^ — ;  mit  b  =  —  h  erhält  man  : 


5©Ä»    i._"\7_42P(^— i>) 


P{1  — 1>)  =  — Tö~»  woraus  h 


42    '  V        5© 

folgt.  Es  ist 

2?  =  a  sin  a  =  2531  .  sin  45®,  oder 
;>  =  2531.  0,707  =  1789,4 
und  rund  p=  1790,  daher 


=f 


42  .  2000  (5000  —  1790)        ..^  ^, 
öTäS- =  ^^^'^ 


5 

hiermit  wird  &  =  y  •  406,8  =  290,5'"'». 

Will  man  die  Säule  A  B  mit  geringeren  Querschnittsdimensionen 
ausführen,  so  muss  die  Strebe  CD  länger  genommen  werden;  dieses 
kann  ohne  Schwächung  der  Festigkeit  des  Ganzen  nur  dadurch 
geschehen,    dass  man  auch  die  Querschnittsdimension  s  der  Strebe 

s*E 

grösser  macht,  wie  dies  auch  aus  der  Gleichung  ,,a  =  "  hervor- 

geht,  wenn  P  und  l  unveränderlich  sind  und  der  <^  a  ==  45®  bei- 
behalten wird.  Wir  nehmen  z.  B.  5=170*"^,  so  gibt  dieses: 

(170)*.  1200 
24.2000.5000  — ^'*"     ' 
i?  =  a  sin  a  =  a  sin  45®  =  4176  .  0,707  =  2952,4»«'"; 

hiermit    erhält   man    aus  der   obigen  Gleichung    für  /i,    wenn    man 
die  Zahlenwerthe,  sowie  p  =  2952,4  einsetzt :  h  =  348,5'"'",  somit 

6  =  ^.348,5  =  249'"'". 

Wenn  man  bei  der  Berechnung  der  Querschnittsdimensionen 
h  und  h    des   Balkens    AB   die    Componente   Q^  berücksichtigt,    so 

Graf  Festigkeitslehre.  28 


Digitized 


by  Google 


434 


hat  man  es  mit  der  zusammengesetzten  Festigkeit   des  Balkens  zu 
thun,  da  derselbe  durch  die  Kraft  P  auf  Biegung  und  gleichzeitig 
durch    die   Kraft  ft   auf  Zug   beansprucht   wird.    Für    diesen    Fall 
hat   man    nach    der  Lehre  von  der  zusam- 
mengesetzten   Festigkeit   die    Tragkraft    P» 
des  Balkens  AB: 


P.= 


®fJ 


Fig.  161. 


und  wegen  Q: 


werthe  eingesetzt: 


J  cos  S  +  fli  c  sin  5  ' 

in  dieser  Gleichung  bedeuten :  Pj  die  Resul- 
tirende  der  Kräfte  Pund  ft,  5  der  Winkel, 
den  diese  Resultirende  mit  der  Verticalen 
A  B  einschliesst  (siehe  nebenstehende  Figur), 
/  den  Querschnitt  des  Balkens,  l^  =  BD^=i 
=  l  —  p;  es  ist  hier  P,  =  Y  ^,  -f-  P*, 

Q,  =  BB,z=D,C=Q  sin  a, 

2  PI                             2  PI 
,  ist  auch  ft  = .  sin  a,  oder  die  Zahlen- 


ft= 


2  .  2000  ■  5000 
4176 


0,707  =  3386'i'; 


hiermit  wird: 


P.  =  Y(3386)'  +  (2000)'  =  3932,5*'» 
Es  ist  femer: 


cos  S^ 


Q, 


3386 


P 


sin  I 


3932,5 
2000 


=  0,861, 
=  0,508. 


P,         3932,5 

Aus  der  obigen  Gleichung  für  P,   erhält  man  den  Querschnitt 

p 

/=  -— i=r  (Jcos  S  -\-fliC  sin  S),  oder 


//,  csinS- 


Pj  /       -.        fl.c  amö\ 
^=^(cos8  +  ^-), 


die  Werthe  für  /,  c  und  J  in  den  rechten  Theil  der  Gleichung  ein- 

h      ^       bh* 


gesetzt,  nämlich :  f=zbh,  ^  =  öt 
b  h  l^h  sin  S 


J  = 


12' 


erhält  man: 


( 


COS  8  +  - 


bh^ 
T2" 


)=f( 


COS  8  + 


6 1^  sin  8 


y 
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5  5 

/=bh,  h  =  —  h,  also  f=-=-h^  eingesetzt : 

oder,  wenn  man  diese  Gleichung   nach  der  Unbekannten  h  ordnet: 

5  ^,        P,         ^   .     6Z,P,  sinS 

Yh^  =  -i^osS+       -^        ,oder 

5  ,.        PjÄcosS     ,     6^1  P,  sin  S 

T^'  =— ©— + © '  «^^^ 

7PiÄco8  8         42;,PiSin5 
**'  —  ;  wir  setzen 


5©  5© 

7  P,  cos  S  _  7  .  3932,5  .  0.861 
5©      ~  5.0.8 

42 1,  P,  sin  5        42  .  2047,6  .  3932,5  .  0,508 


=  5925,29  =jp, 

=  42950332  =  g, 


5©        ~"  5.0,8 

die  Werthe  dieser  Coefficienten  in  die  geordnete  kubische  Gleichung 
eingesetzt : 

Ä»  —  5925,29  h  =  42950332,  oder  h^  —  phz=q, 

diese  Gleichung  nach  h  aufgelöst,  für  p  und  q  die  Werthe  gesetzt,  gibt 

5  5 

abgerundet  h  =  355~",  somit  6  =  y  Ä  =  y  .  355  =  253,5«".  Will 

man  die  kubische  Gleichung  umgehen,  so  nehme  man  in  der  Gleichung 

^7.1.        ^^         ;^   .     6^1  Pi  sin  8 
fz=bh  =  — ^  cos  0  + 


für  b  probeweise    einen    beliebigen,    passenden  Zahlenwerth  an  und 
erhält  dann: 

Ä  P.  cos  8         6  ^1  Pj  sin  8     , . 

Ä* -— = r-;:z 1  hieraus  ist 

6©  b® 


PiCos8     I   l/Z^iCosax*       ö/^PiSinS 


26©     —  yV    26©    /    '  6©        . 

Ist  jedoch  die  Strecke  p  gegeben,  und  man  fragt,  für  welchen 
Winkel  a  werden  die  Querschnittsdimensionen  der  Strebe  D^  D 
am  schwächsten  ausfallen,  so  hat  man  wieder  die  Gleichgewichts- 
gleichung ,,^.  öcosa=P/"  anzuwenden;  aus  dieser  Gleichung  folgt: 

PI  EJ 

Q  = ,  und  da  nach  Früherem  Q  =  — --  ist,  so  hat  man  auch  • 

j?  cos  a  a' 

28* 
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PI  EJ 


oder,  da  ö  =  — . 

sin  OL 


PI 


p  cos  a 


^cosa 

-     a«  ' 

ist, 

EJ 

J^Jsin"  a 

i>' 

i»'    ' 

sin*  a 

r_         Plp 

s* 

J^/sin'acosa         12 

,  hieraus  ist: 


je  kleiner  J  wird,    desto  kleiner    wird    die  Quadratseite  s,    J  wird 

Plp 

aber  am  kleinsten,  wenn  in  dem  Bruche    _,  .   , der  Nenner 

£^sm'acosa 

-Esin'acosa  am  grössten  wird;  da  E  constant  ist,  so  wird  J  ein 
Minimum,  wenn  sin*  a  cos  a  =  Maximum  wird.  Den  ersten  Differential- 
Quotienten  dieses  Ausdruckes  nach  a  genommen,  gleich  Null  gesetzt : 

2  sin  a  cos*  a  —  sin*  =  0,  hieraus  folgt : 

2  cos*  a  =  sin*  a  =  1  —  cos*  a,  woraus  sich 

cos*a  =  -ir,  und  cos  a  = -—r  =  0,57736 
3  Y3 

ergibt;  dies  entspricht  einem  Winkel  a  =  54,75**.  Angenommen,  es 
wäre  p  ==  2952,4  (wie  oben  ausgerechnet  wurde)  gegeben,  dann  ist 

,_     -P     _         P        _  2952,4   _o.^,„ 
sina  ~  sin  54,75«  ~~  0,8166    —""^     ' 
mit  diesem  Werthe  von  a  erhält  man  dann  aas  der  Gleichung 

"12         ^sin'acosa 


y  L  sm*  a  cos  a  f 


12_.  2000  .  5000  .  2952,4  _ 
1200  (0,8166)* .  0,57736"  ~ 


20.  Eine  schmiedeiserne  Schwungradwelle  von  der  Länge  l  =  2*" 
zwischen  den  ünterstützungspunkten  trägt  in  der  Entfernung  a  =  0,6"* 
von  dem  einen  ünterstützungspunkte  ein  Schwungrad  im  Gewichte 
von  Q  =  2600*^  und  überträgt  30  Pferdekräfte  bei  einer  Um- 
drehungsanzahl von  M  =  50  pro  Minute.  Es  ist  der  Durchmesser  d 
der  Welle  unter  Berücksichtigung  der  Biegungsbelastung  Q,  sowie 
des  Eigengewichtes  der  Welle  und  der  möglichen  dynamischen  Ein- 
wirkung des  Schwungrades  zu  berechnen;  der  mittlere  Halbmesser 
des  Schwungringes  ist  r=l,5'",  das  Gewicht  des  letzteren  werde 
mit   ft  =  2000 ^J^  angenommen. 
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Auflösung.  Um  vorläufig  zu  einem  ungefähren  Werthe  des 
Wellendurchmessers  wegen  der  Gewichtsberechnung  der  Welle  zu 
gelangen,  lassen  wir  die  Last  Q,  das  Eigengewicht  der  Welle  und 
die  dynamische  Einwirkung  des  Schwungrades  vorläufig  unberück- 
sichtigt, und  berechnen  den  Durchmesser  der  Welle  nur  aus  ihrer 
Torsionsbeanspruchung.  Nach  der  in  Beispiel  8  der  Aufgaben  über 
Torsionsfestigkeit  entwickelten  Formel 


:=  120^4 


hat  man,  wenn  man  die  Zahlenwerthe  einsetzt: 

d=  120  \/t^=  105,6««; 
f  oü 

da  aber  die  Welle  jedenfalls  wegen  der  Last  Q  stärker  ausfallen  wird, 
so  nehmen  wir  behufs  Gewichtsberechnung  der  Welle  den  Durch- 
messer d  =  120«*"  an,  hiermit  erhält  man  das  Gewicht  der  Welle : 

:  20 .  (1,2)«.  -^^ .  7,75  =  176*>. 

Zur    Berechnung     des     Maximal-  kP    J_  l        iß 

biegungsmomentes    M^,    der   Welle    be-       ^;-- — ^----^ — -ij 1 

rechnen  wir  zunächst  die  Entfernung  r,  +    ^^    j  i      j  ^ 

des  Angriffspunktes  der  Resultirenden  R  jt       ^j»!      ; 

der  beiden  Kräfte   Q  und  ft   von  dem  •    ^    /iV     ^ 

einen    Unterstützungspunkte  Ä    (siehe  ^R 

nebenstehende  Figur).  Nach  dem  Satze :  p^^  ie2. 

„das  statische  Moment  der  Resultiren- 
den  ist   gleich   der   algebraischen   Summe   der   statischen   Momente 
der  Componenten"  hat  man  die  Gleichung: 

Q.l 
Rr^  =  ^a  -| ^,  woraus 

_^^  +  -i-2ea+ft/_2.2600.0,6-M76.2^Qg2g^ 


Ä  2{Q+Q,)  2(2600  +  176) 

folgt.  Bezeichnet  P^   den  Auflagerdruck  im  Punkte  Ä,  so  ist 
P^l  =  R{1  —  Tj ),   woraus 
P.  =  I^  =  ^!ü(20^-625).  ^  jg^g  5 

und  abgerundet  P,  =  1909''  ist.   Das  Mäximalbiegungsmoment  ist 
3f»  =  P,r,  =  1909 .  625,  oder  J/*  =  1 193125. 
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Das  Torsionsmoment  Mi  ist,  wie  aus  Früherem  bekannt : 

3^^ _  nmoN_ ^  716200.30  _ ^23^20. 

Die  Welle  wird  durch  das  Biegungs-  und  Torsionsmoment,  die  beide 
gleichzeitig  wirken,  auf  ihre  zusammengesetzte  Festigkeit  beansprucht; 
für  diesen  Fall  hat  man  nach  der  Lehre  von  der  zusammengesetzten 
Festigkeit  (wenn  Torsion  und  Biegung  gleichzeitig  auf  einen  Körper 
einwirken),  die  grösste  zulässige  Faserspannung 

©  =  -^  (|-  ^6  +  |- ^iMl  +  M\y  hieraus  ist 

©J 


=  3/,^o=  -g  ^*  +  -J V^J  +  M\ , 

d.  h.  gleich  einem  ideellen  Biegungsmomente,  welches   als  Resultat 
der  gleichzeitigen  Einwirkung  des  verdrehenden  und  biegenden  Mo- 

©J"         ©Tid' 
mentes  angesehen  wird.    Da  =  — qö~  ^®^?  ®^  ^^^  ™*°  ^^^^  • 

C  Du 

©u<f«       3  „    .    5 


=      M,  +  ^^lM^^MV, 


32  8      *  '    8 

die  Zahlenwerthe  in  den  rechten  Theil  der  Gleichung  eingesetzt : 

®7:d»  ^  3    1193125  _|_  |-Y(1193125)'-H (429720)',  oder 
d»=  1197945,7,  hieraus  ist 


32     —  ^■—" Tg 

®7t 

~32" 


.7  32 .1197945,7      V/ 32 . 1 197945,7  _ 

'^-y — ^^ — -y — 044 — -^^^  ■ 

Das  Gewicht  der  Welle  von  2**  Länge  und  127*"*"  Durchmesser 
ergibt  sich  jetzt  zwar  mit 

ö.  =  -^ir  =  -^^^^^^r^-20.7,75  =  196-.,    . 
4       *  4 

während  wir  bei  der  ersten  Gewichtsberechnung  der  Welle  unter 
der  Annahme  c?=:120"**"  fanden:  6r  =  176*^;  allein  diese  DifiFerenz 
von  20*^  im  Eigengewicht  der  Welle  hat  einen  so  geringen  Einfluss 
auf  den  Durchmesser  der  letzteren,  dass  wir  die  Rechnung  mit  dem 
Gewichte  G^  =  196*J^  nicht  zu  wiederholen  brauchen. 

Berechnung  des  Wellendurchmessers  d  aus  dem 
dynamischen  Einflüsse  des  Schwungrades.  Die  bei  der  Be- 
wegung der  Welle  im  Schwungringe  des  Schwungrades  sich  an- 
sammelnde lebendige  Kraft  hat  bei   einem  etwaigen  plötzlich   ein- 
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tretenden  Bewegungahindernisse  das  Bestreben,  die  Welle  zu  ver- 
drehen. Dieser  Verdrehung  muss  die  Welle  (ganz  abgesehen  von 
der  übrigen  Beanspruchung  durch  Biegung  und  Verdrehung)  einen 
genügenden  Widerstand  entgegensetzen  können,  d.  h.  sie  muss  im 
Stande  sein,  die  von  dem  Schwungring  ausgeübte  Drehungsarbeit 
in  sich  aufzunehmen,  ohne  einen  Bruch  zu  erleiden.  Die  von  der 
Welle  aufzunehmende  Drehungsarbeit  ist  nach  der  Lehre  von  der 
Berechnung  der  Arbeit  der  inneren  Kräfte  (Arbeitsaufwand  zur  De- 

@f  r 

formation  eines  Körpers  durch  Verdrehung)  Ä  =  ,  in  welcher 

Gleichung  ©^  die  grösste  Faserspannung,  V  das  Volumen  der  Welle, 
G  des  Torsions-Elasticitätsmodul   des  Materials   bedeuten.     Die    im 

Schwungringe  angesammelte  lebendige  Kraft  ist  — ^ — ;  hierbei  be- 

deuten  ft  das  Gewicht  des  Schwungringes,  v  die  mittlere  Umfangs- 
geschwindigkeit des  Schwungringes  und  g  =  9,81'*  die  Fall- 
beschleunigung der  Schwere.  Diese  lebendige  Kraft  hat  das  Be- 
streben, bei  einer  plötzlich  eintretenden  Verminderung  der  Winkel- 
geschwindigkeit w  der  Welle  die  Arme  des  Schwungrades  zu  biegen 
und  die  Welle  zu  verdrehen.  Angenommen,  es  werde  die  Winkel- 
geschwindigkeit   w    der   Welle    durch    ein    plötzliches    Bewegungs- 

hindemiss  auf  -j-   vermindert   (es   ist  nicht  gut  anzunehmen,  dass 

plötzlich    f^  =  0    würde),    so    wird     dadurch    auch    die    ümfangs- 

r 
geschwindigkeit  r  des  Schwungringes  auf  -j-  reducirt,  und  es  wird 

daher    im    Schwungringe    eine    überschüssige   lebendige    Kraft    von 

Q      /^  3  r  \  * 

*     I  — j-  I    zur  Biegung   der  Arme   und  Verdrehung  der  Welle 

TZVU 

frei.  Es  ist  bekanntlich  v  =  — ^^r — ,  wenn  r  der  mittlere  Halbmesser 

des  Schwungringes  und  «  die  Tourenzahl  des  Rades  pro  Minute 
bedeuten. 

Man  findet,  wenn  man  die  Zahlenwerthe  einsetzt: 

3,14  .  1,5  .  50        ^  Q- 
r  = 3^ =  7,85^. 

Hiermit  erhält  man,  auf  Centimeter  bezogen 
2 


P,   /3    V        2000       /3  „.V      a-aa^n         a 

J7 (4  V  =  2798T  •  (4  '«V  =  ^^^^^^  =  ^' 


Von  dieser  Arbeit  A  wird  jedoch  ein  Theil  zur  Biegung  der  Arme 
verwendet;  es  ist  anzunehmen,  dass  diese  Biegungsbeanspruchung 
bis  zum  Bruche  der  Arme  geht.  Nach  der  Lehre  von  der  Berechnung 
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der  Arbeit  (der  Biegangsfestigkeit),  die  zar  Biegung  der  Arme  bis 
zum  Bruche  nöthig  ist,  hat  man  diese  Arbeit: 

A,  =  0,0892  .^.Fr, 

in  welcher  Gleichung  K  die  Beanspruchung  bis  zum  Bruche,  E  den 
Biegungs-Elasticitätsmodul,  F  den  Gesammtquerschnitt  der  Arme 
(diese  als  prismatische  Körper  angesehen),  r  den  mittleren  Halb- 
messer der  Schwungringes,  also  (Fr)  das  Volumen  aller  Arme  in 
Kubikcentimetem  bedeuten ;  die  Zahlenwerthe  eingesetzt,  erhält  man : 
A^  =  26271,  also  die  zur  Verdrehung  der  Welle  verwendete  Arbeit: 

A^  =  A  —  A,  =  353340  —  26271,  oder  ^  =  327069*^. 

Diese  Arbeit  muss  die  Welle  in  sich  aufnehmen  können,  ohne 
einen  Bruch  zu  erleiden,  es  muss  also 


^  = 


4:G 


4  GA 
sein;  hieraus  ist  V=. —       " ;  wir  setzen  hier  den  Torsions-Elasti- 

citätsmodul  G  =  600000  (für  dickere  Stäbe)  und  €i  =  4500''^ 
(Bruchmodul  für  Schub  bei  dickeren  Stäben),  da  im  Allgemeinen  an- 
zunehmen ist,  dass  die  Welle  über  die  Elasticitätsgrenze  hinaus 
angestrengt  werden  wird;   die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

„       4  ■  600000  .  327069       „__„  _ 

^= möy —  =  ^^^^'^ 

und  rund  r=  38764^*.  Wenn  nun  die  Schwungradwelle  dieses 
oder  ein  kleineres  Volumen  hätte,  so  würde  sie  durch  die  lebendige 

Kraft  des  Schwungringes  bei  der  plötzlich  eintretenden  Verminderung 

3 
der  Winkelgeschwindigkeit    der  Welle   um  -j  w   abgedreht  werden ; 

da  dieses  aber  nicht  geschehen  soll,  so  muss  das  Volumen  V^  der 
Welle  grösser  als  V  sein;  es  ist  aber  mit  dem  berechneten  Durch- 
messer d=127'"*"  das  Volumen  der  Welle  nur: 

i^  =  M^  (12,7).  =  25334- 


daher  muss  die  Welle  in  Ansehung  des  dynamischen  Einflusses  des 
Schwungrades  stärker  als  127*"**  gemacht  werden.  Wir  machen  die 
Annahmen  :  l  =  2500"**",  d  =  150"*"*,   dadurch  erhält  man 

r.  =  ^^Q^^^(^^)'=  44177,5- >  F. 
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Kann  man  die  Länge  l  der  Welle  nicht  vergrössem,  so  bleibt  man 
selbstverständlich  auf  die  Vergrösserung  des  Wellendurchmessers 
beschränkt.  Bei  dem  Volumen  Fi  =  44177,5^'  tritt  wohl  ein 
Abdrehen  der  Welle  nicht  ein,  da  F^  >  F  ist,  wohl  aber  ein 
Verdrehen  derselben  bis  über  die  Elasticitätsgrenze  hinaus;  die 
Berechnung  der  hierbei  stattfindenden  Anstrengung  der  Welle  (Faser- 
spannung @i)  bleibe  dem  Fleisse  des  Lesers  überlassen.  Würde  die 
Winkelgeschwindigkeit  iv  der  Welle  plötzlich  auf  Null  reducirt,  so 
findet  man  durch  die  Rechnung,  dass  die  Welle  noch  bei  einem 
Volumen  von  71335^*  abgedreht  werden  würde;  es  müsste  also 
in  diesem  Falle,  wenn  der  dynamische  Einfluss  des  Schwungrades 
berücksichtigt  werden  sollte,    F>  71335^'  gemacht  werden. 

Berechnung  des  Durchmessers  d  der  Welle  nach  der 
Methode  der  graphischen  Statik.  (Siehe  die  folgende  Figur.) 


^40  der  natürlichen  Grösse. 


<&. 


d'      n,' 


"  / 


k 


Fig.  163. 


Man  verzeichne  für  das  Maximalbiegungsmoment  Jfft  das  Seil- 
polygon ahc^  indem  man  eine  horizontale  Gerade  ab  =  l  =  2(KX)'"'" 
zieht,  an  diese  unter  einem  beliebigen  Winkel  bac  die  Gerade  ac 
anträgt,  hierauf  auf  a b  das  Stück  ad  =  ri  =  625'"*'*,  oder,  wenn 
man  das  Eigengewicht    der  Welle   nicht  berücksichtigt,    das  Stück 
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a  =  eOO*"*"  aufträgt,  dc^ah  zieht  und  b  mit  c  verbindet.  Hierauf 
zieht  man  die  Gerade  al  J_ab  und  macht  a  1  =  i2  =:  2776*^, 
oder,  wie  in  der  Figur  abgerundet  2780*^,  indem  man  r**"  oder  einen 
Bruchtheil  eines  Millimeters  =  1^^  setzt  (hier  wurde  Vio"*"  =  1^' 
gesetzt),  zieht  1,0  ||  c6,  so  schneidet  diese  die  Gerade  ac  im  Punkte  0, 
die  Gerade  OOi  \\  ah  gezogen,  gibt  a,2  =  Pi,  2,1  =  P^.  Zur  Ver- 
zeichnung des  Drehmomentes  M^  =  429720  zerlegen  wir  dieses 
in  die  zwei  Factoren 

^""    r    —      1000     —  ^^^''^ 

und  r  =  1000"*"*,  wir  nehmen  also  an,  der  Halbmesser  der  Scheibe, 
an  deren  Umfange  die  die  Welle  verdrehende  Kraft  angreift,  sei 
r  =  1000"*"*,  hiermit  ergibt  sich  der  Werth  der  verdrehenden  Kraft 
Pj  =  429,72^^.  In  Wirklichkeit  kann  der  Halbmesser  r  grösser  oder 
kleiner  als  lOOO"**"  gemacht  werden,  das  ändert  in  dem  Resultate 
nichts  ab,  da  das  Product  Ma  ungeändert  bleibt.  Wir  machen 
0,4  =  r  =  1000"*"*,  ziehen  im  Punkte  4  die  Gerade  vA  I  g  h, 
machen  ferner  a,3  =  Pd,  ziehen  die  Gerade  0,3,  so  ist  das  zwischen 
den  Geraden  aO  und  3,0  liegende  Stück  vtv  der  Senkrechten  1^4, 
das  Torsionsmoment  if^,  also  v  w  =  Ma^  Wir  machen 


5 

8 
3 


aaQ  =  bbQ  =  ~^vtv, 


ferner  ccQ  =  -^cd,    schlagen    aus  d  mit   dem  Halbmesser  d  d'  den 
o 

Viertelkreisbogen  d' d^  und  von  Cq  aus  mit  dem  Halbmesser  c^d^ 
den  Kreisbogen  d^  d^ ,  so  stellt  die  Ordinate  c  d^  das  ideelle  biegende 
Moment  ifft(,)  für  den  Punkt  d  der  Welle  dar.  Zieht  man  die 
Gerade  c^h  und  in  den  beliebigen  Punkten  m  und  n  derselben  die 
Verticalen  wm'  und  nn\  hierauf  von  m"  und  n"  aus  die  Viertel- 
kreisbögen tn'tnQ,  n' Hq  und  von  den  Punkten  m  und  n  aus  die 
Kreisbögen  m^ml  und  n^n'^^  so  erhält  man  in  den  Schnittpunkten 
Wo  und  nj  der  Kreisbögen  mit  den  Verticalen  mm'  und  nn'  zwei 
Punkte,  die  mit  den  Punkten  d'^  und  b^  durch  eine  stetige  Curve 
verbunden,  einen  Theil  der  Begrenzungslinie  der  Momentenfläche 
a e €q dQ  m'^ Hobob c a  darstellt,  welche  in  ihren  Ordinaten  von  e  bis  b 
die  ideellen  Biegungsmomente  der  Welle  ab  darstellt;  hierbei  wird 
angenommen,  dass  die  Verdrehung  der  Welle  im  Punkte  e  beginnt, 
also  in  diesem  Punkte,  in  der  Entfernung  a^  =  ae  =  360"*"*  vom 
Punkte  a,  die  Scheibe  vom  Halbmesser  r  fest  auf  der  Welle  sitzt. 
Da  die  längste  Ordinate  in  der  ganzen  Momentenfläche  cdQ  ist, 
so  hat  man  auch  für  die  Berechnung  der  cylindrisch  zu  machenden 
Welle  diese  zu  benutzen,  weil  sie  das  grösste  ideelle  biegende 
Moment  darstellt.  Man  findet  y  ==  c  (?o  =  1360*"*",  die  der  Zapfen- 
wurzel   in   a   entsprechende   Ordinate   i/i  findet   man    aus   dem   in 
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grösserem  Massstabe    gezeichneten  Seilpolygon  ahc   (siehe    grapho- 
statische  Berechnung  der  Axen)  mit  y^  =  80"^,  daher 


-4t=4^ 


oder  (i  =  dl  yrr  =2,57^1.  Nach  der  bei  den  Zapfenberechnungen 
entwickelten  Formel  ist  d,  =  1,13  V^=  1,13  V1909  =  49,4'»-, 
hiermit  wird  d  =  2,57  .  49,4  =  127"^,  wie  früher. 

Anmerkung.  Die  Zusammensetzang  der  durch  das  Torsionsrechteck 
aoobb^  dargestellten  verdrehenden  Momente  mit  den  durch  die  Ordinaten 
des  Dreieckes  abe  dargestellten  biegenden  Momenten  geschiebt  durch  die 
Formel: 

nur  haben  wir  in   dieser  Formel   an   die  Stelle  von  Mb  und  Md  die  ent- 

Q     e      

sprechenden  Ordinaten   zu  setzen.   Da  cco  =  — cd,  also  e^d  ^  —  cd  und 

8  8 

dd'  +  ddo^^r^*^  "=  -^^d  gemacht  wurde,  so  ist  in  dem  rechtwinkligen 

d  8 


Dreiecke  Cq  d^  d  die  Hypothenuse  e^  d^  =  Cg  do  =  V^o  d"  +  ddj ,  oder 


daher  die  ganze  Ordinate  cdo  =s  eCf^  +  Co  do,  oder 

^;  =.  y »  i.  jtf,  +  A  i/(Af.)«  +  (MifK 

Q     

Ebenso  erhält  man  in  der  Summe  der  Ordinatenstücke  kmss—km"  und 

8 

mmo  «  fnnto,  also  km  +  mmo  ^  kmo  das  ideelle  Biegungsmoment  Mm)  für 
den  Punkt  m"  der  Welle,  desgleichen  auch  bei  den  Punkten  e  und  n" 
der  Welle. 

21.  Es  sind  die  wichtigsten  Festigkeitsdimensionen  einer  guss- 
eisernen Kurbel  sammt  dazugehöriger  schmiedeisemer  Gegenkurbel 
aus  nachfolgenden  Angaben  zu  berechnen:  Die  Länge  der  Kurbel 
(Kurbelradius)  ist  R  =  ÖGO**"",  der  Durchmesser  der  Welle,  auf  der 
die  Kurbel  befestigt  werden  soll,  ist  D=150'~*;  der  Druck  auf 
den  Kurbelzapfen  ist  P=4000^^,  der  Druck  auf  den  Gegenkurbel- 
zapfen  ist  P^  =  900^',  die  Länge  des  Gegenkurbelhalbmessers  ist 
R^  =  350*~** ;  die  Entfernung  von  der  Mitte  des  Kurbelzapfens  bis 
zur  Mitte  des  Hauptkurbelarmes  ist  c  =  120"^,  die  senkrechte  Ent- 
fernung von  der  Mitte  des  Gegenkurbelzapfens  bis  zur  Mitte  des 
Gegenkurbelarmes  ist  Cj  =  80*^.  (Siehe  die  folgende  Figur.)  Die 
Entfernung  der  beiden  Zapfenmittel  ist  a  =  300"^. 
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Auflösung,    a)  Berechnung  der  Hauptkurbel. 

1)  Kurhelzapfm,   Wir  machen  die  Annahme,  dass  die  Kraft  P^ 
der    Kraft   P  entgegengesetzt   gerichtet   sei,   was   bei  Anwendung 


Fig.  164. 

von  Gegenkurbeln  auch  meist  der  Fall  ist.  Auf  den  Zapfen  vom 
Durchmesser  d  wirkt  daher  ein  Biegungsmoment: 

und  gleichzeitig  aber  auch  ein  Torsionsmoment 

es  wird  daher  der  Hauptkurbelzapfen  auf  seine  zusammengesetzte 
Festigkeit  beansprucht.  In  der  Gleichung  für  Mj,  kommt  noch  die 
unbekannte  Grösse  l  vor;  um  diese  zu  berechnen,  nehmen  wir  an, 
der  Hauptkurbelzapfen  sei  nur  durch  den  Druck  P  allein  bean- 
sprucht, denn  die  Abnützung  des  Zapfens  ist  nur  von  dem  directen 
Drucke  P  abhängig  und  umgekehrt  proportional  der  Länge  des 
Zapfens;  es  wird  dann  der  Durchmesser  d  nach  der  bei  den  Auf- 
gaben über  Zapfen  entwickelten  Formel 

d  =  1,13  Yp=  143V4ÖÖÖ'=  71,47 


Diöitized  by  VjOOQ IC 


445 

und  rund  d  =  72"" ;   der  Formel  zu  Grunde  liegt  das  Verhältniss 

4  =  1.5,  somit  ist  l  =  l,5d=  1,5 .  72  =  108"". 
d 

In  die  Gleichung  für  M^  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 
108  \        4000.108 


jr»  =  90o(300  +  ip) 


102600. 


2 

Das  Torsionsmoment  ist: 

Ma  =  900. 350  =  315000, 
hiemit  wird  das  ideelle  biegende  Moment: 

if»(0=  J^^  +  jiiW+W^,  oder 

AfKO=  I-  •  102600  4-  I- V(102600)'  +  (315000)' ,  oder 
o  o 

3fft  (0=245530. 
Aus  der  Gleichung  „lf^(„= — ^77"""  ^^^^ 


^=V^^4 


32.245530        .^^ 
-673,14-  =  ^^""- 


Für  den  Fall,  dass   die  Richtung    der   Kraft  P^   dieselbe   wäre   wie 
die  der  Kraft  P,  wäre  das  Biegungsmoment 


M,  =  P,  (a  +  ~)  + 


l\    .     Fl 
2 


in    die    Rechnung    einzuführen.     Die    Länge    des    Zapfens    bleibt 
/  =  lOS'""». 

Der  Zapfendurchmesser  d  wurde  jetzt  mit  59"*"»  unter  der 
Voraussetzung  gefunden,  dass  beide  Kräfte  P  und  Pj  gleichzeitig 
w^irken;  es  ist  jedoch  auch  der  Fall  zu  berücksichtigen,  dass  ein- 
mal nur  die  Hauptkurbel  allein  in  Thätigkeit  und  die  Gegenkurbel 
ausser  Betrieb  gesetzt  ist ;  in  diesem  Falle  ist  dann  das  den  Zapfen 
beanspruchende  Biegungsmoment  grösser,  es  ist  daher  für  diesen 
Fall  der  Durchmesser  d  zu  berechnen.    Man  erhält : 

if.  =  -^  =  i22^  =  216000, 

mit  diesem  Werthe  von  Mi,  ergibt  sich: 
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ifj  (0=324000    und    d  =  \/"V*"\  oder 


1/32.324000       ^^ 
y     6.3,14     =^^" 


welcher  Werth  beizubehalten  ist. 

2)  Berechnung  des  Kurheiarmes  der  HauptkurbeL  Der  Kurbel- 
arm der  Hauptkurbel  wird  durch  das  Biegungsmoment  Mf,  =  FR 
und  gleichzeitig  durch  das  Torsionsmoment  Ma  =  Pc,  also  auf 
seine  zusammengesetzte  Festigkeit  beansprucht.  Das  von  der  Kraft  P 
in  Bezug  auf  den  Arm  hervorgebrachte  Biegungs-  und  Drehmoment 
ist  wohl  von  den  Momenten  Mf,  und  M^  abzuziehen,  allein  in  dem 
möglichen  Falle,  dass  die  Kraft  Pj  am  Gegenkurbelzapfen  nicht 
wirken  würde  (wenn  die  Gegenkurbel  nicht  arbeitet),  sind  diese 
Abzüge  nicht  zu  machen,  in  Folge  dessen  der  Hauptkurbelarm  starker 
beansprucht  wird.  Das  ideelle  biegende  Moment  ist: 

oder,  da  man  sich  die  Grösse  Mb  (,)  als  ein  Product  aus  der  Kraft  P 
und  einem  unbekannten  Halbmesser  E"  zusammengesetzt  denken 
kann,  so  kann  man  auch  schreiben: 


FR-=jPB  +  jM(PEy+{Pc)\  oder 

PR"=^PR  +  ^^^P*iR^  +  c^)  =  ~PR  +  ^p^ßi+^, 

beiderseits  durch  P  dividirt: 
die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


Ä"  =  -g  .  500  +  j  V (500)' +(120)«  =  508,87 

und  rund  P"  =  509'"'". 

Da  der  Arm  durch  das  Moment  PB"  nur  auf  Biegung  bean- 
sprucht wird,  so  hat  man  aus  der  Festigkeitsgleichung: 


PB^='-^. 


wenn  man  dann  5  =  —  setzt : 
o 
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PR"z= 

1 

6 

■    3     ~ 

"    18  ' 

,  woraus 

ilSPR 

ft 

-i/w 

.4000. 

509  _ 

h       245 
folgt,  hiermit  wird  6  =  —  =  — ^r— =  81,66    und   rund  6  =  82*^". 

Weil    das    Moment   M(,(i)  von    der   Axe    der   Kurbel    bis    zum 

Kurbelzapfen    hin  stetig  abnimmt,    so  kann  man    die  Breite  h   des 

Armes  nach  dem  Zapfen  hin  verjüngen,   und    zwar  nimmt  man  bei 

4 
constanter  Dicke  b  die  Armbreite  h'  am  Zapfenende  ä'  =  -^^  ä  ;  man 

4 

erhält  daher  ä'=  —  .  245  =  196"^;  die  Dicke  der  Mittelrippe,  die 
0 

wir  aus  der  Rechnung  weggelassen  haben,  nehme  man 

*        82        ,, 
2  ~  2  ""         * 

3)  Berechnung  der  Nabenwandstärke  8  der  Kurbel.  Die  auf 
der  Welle  festsitzende  Nabe  des  Kurbelarmes  wird  durch  dasselbe 
Moment  M^  verdreht,  welches  die  Welle  auf  ihre  Torsionsfestigkeit 
beansprucht.  Laut  Tabelle  in  Aufgabe  8  der  Beispiele  über  Torsions- 
festigkeit   ist    der   Durchmesser   d    der    schmiedeisernen,    auf  Ver- 

'/ —       '/ 

drehung  berechneten  Welle :  d==:yM=  yPÄ,  hieraus  folgt  d^  =  M, 

oder,    wenn  man   den  äusseren  Durchmesser    der  Nabe  mit  di  be- 
zeichnet,  die  Festigkeitsformel: 


=  dl  —  d*,    diese   Gleichun 
kannten  d^  geordnet: 


IGd^d^ 
hieraus  ist  — ^ =  <^I  —  ^*,    <iiese   Gleichung    nach   der  Unbe- 


wir  haben  hier  für  ®  einen  verhältnissmässig  geringen  Werth  ein- 
zusetzen, denn  für  den  Fall,  dass  die  Kurbel  durch  einen  Keil  auf 
der  Welle  befestigt  wird,  wird  die  Nabe  nicht  nur  auf  ihre  Torsions- 
festigkeit beansprucht,  sondern  hat  auch  noch  der  besonderen  An- 
strengung des  Eintreibens  des  Keiles  zu  widerstehen;  wir  setzen 
daher  ©  =  1  und  erhalten,  wenn  wir  obige  Gleichung  nach  d^ 
auflösen,  angenähert: 

di  =  1,8  dy  und  da  di  =  d  —  28 
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ist,  80  hat  man  auch :  S  =  0,4  d,  oder,  den  Zahlenwerth  für  d  (der 
aber  in  der  vorliegenden  Aufgabe  durch  £>  bezeichnet  ist)  gesetzt, 
erhält  man :  5  =  0,4  .  150  =  60'~".  Die  Länge  X  der  Nabe  nimmt 
man  gewöhnlich  gleich  D  bis.  1,25 2). 

Wird  die  Kurbel  nicht  durch  einen  Keil,  sondern  dadurch  auf 
der  Welle  befestigt,  dass  die  Kurbel  mit  rothglühender  Nabe  auf 
die  Welle  gebracht  (warm  aufgezogen)  und  durch  die  beim  Erkalten 
des  Eisens  zusammenziehende  Kraft  der  Eisenmoleküle  auf  die  Welle 
gepresst  wird,  so  lässt  sich  die  Nabe  als  eine  Röhre  betrachten, 
die  unter  einem  grossen  äusseren  Drucke  steht  und  die  Wandstärke  5 
dieser  Röhre  nach  der  diesem  Falle  entsprechenden  Festigkeitsformel 

8^  =  0,00871  d""  ^jn  +  c 

berechnen.  In  dieser  Gleichung  bedeuten :  d  den  inneren  Durchmesser 
der  Röhre,  also  hier  den  Wellendurchmesser  D,  n  den  äusseren 
üeberdruck  in  Atmosphären,  c  ist  eine  Constante,  welche  für  Guss- 
eisen 4  bis  5  angenommen  wird.  Es  ist  anzunehmen,  dass  die  Kraft, 
mit  der  die  Nabe  auf  die  Welle  gepresst  wird,  so  gross  ist,  wie 
die  Schubfestigkeit  des  Gusseisens,  d.  i.  2000*^  pro  Quadrat-Centi- 
meter,  d.  h.  man  brauchte,  um  die  Verbindung  zwischen  Kurbel- 
nabe und  Welle  im  kalten  Zustande  zu  lösen,  eine  Kraft  gleich 
nd'kK^  wenn  X  die  Länge  der  Nabe,  d  ihr  innerer  Durchmesser 
und  K  der  Festigkeitsmodul  des  Gusseisens  für  Schub  ist,  so,  als 
ob  Nabe  und  Welle  ein  Gusseisenstück  wären  und  aus  ersterer  bei 
der  Trennung  ein  Cylinder  von  der  Länge  X  und  dem  Durchmesser  d 
ausgescheert  würde ;  es  ist  daher  n  =  2000  zu  setzen ;  hiermit 
erhält  man: 


s 


5  =  0,00871 .  15  V2ÖÖÖ-f  5  =  6,65^'",  oder  5  =  66,5»"«. 

b)  Berechnung  der  Gtogenkurbel. 

Der  Durchmesser  d^   des  Gegenkurbelzapfens  ergibt  sich  zu 

d,  =  1,13Y^=  l,13V  9ÖÖ"=  33,9 

und  rund  d^  =  34'»'",  die  Länge  l^   des  Zapfens  ist 

/,  =  1,5^1  =  1,5.34  =  51»^ 

zu  machen.  Die  Höhe  Äj  des  Armes  ergibt  sich  daraus,  dass  die 
Seiten  desselben  tangential  an  den  Anlauf  des  Hauptkurbelzapfens 
gerichtet  sein  sollen.  Es  heisse  die  Anlaufhöhe  des  Hauptkurbel- 
zapfens e,  so  nimmt  man  gewöhnlich 

g  _  3mm  _|_  0,04(1  =  3  +  0,04 .  65  =  5,6, 
womit  man 

Ä,  =  (?+  2ß  =  65  +  2 . 5,6  =  76,2, 

oder  rund  Äj  =  76'"'*»  erhält. 
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Der  Arm  wird  auf  seine  zusammengesetete  Festigkeit  durch 
das  Biegungsmoment  Pi  B^  und  durch  das  Drehmoment  Pj  Ci  bean- 
sprucht, daher  berechnen  wir  ihn  nach  dem  ideellen  biegenden  Mo- 
mente Pi  B\    Wie  bereits  bekannt,  ist  der  ideelle  Arm 


R'=-^B,+~-}fRl  +  cl,  oder 

P'  =  |-.350  +  A  V(350)«  +  (8Öy  =  3ö&^; 

o  o 

man  erhält  somit  aus  der  Gleichung  „Pj  P'  =  — -^ — ** : 


K  = 


6P,R'  _  6.900.356 

ä;®     ~      (76)^6 


,  oder  bi  =  5b,b^^. 


Würde  man  den  Durchmesser  d  des  Hauptkurbelzapfens  nach  dem 
Biegungsmomente  Pj  a  =  900 .  300  =  270000  und  nach  dem  Dreh- 
momente Pi  Pj  berechnen,  d.  h.  also  annehmen,  dass  auch  der  Fall 
eintreten  könnte:  Der  Druck  P  am  Hauptkurbelzapfen  wird  gleich 
Null  und  der  Gegenkurbelzapfendruck  Pj  allein  bleibt  wirksam, 
so  erhält  man,  die  obige  Rechnung  für  d  noch  einmal  gemacht, 
d  =  67*^  und  darnach  die  Armhöhe  h^  bei  der  Gegenkurbel 
Äj  =  19"^,  und  die  Breite  &i  =  52"*'".  Selbstverständlich  kann  man 
auch    die   Höhe    h^  des   Gegenkurbel  armes   nach   dem   Gegenkurbel- 

4 
zapfen  hin  auf  -^K  verkleinern. 


22.  Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  einer  gekröpften  Welle 
(Kurbelwelle)  aus  den  nachfolgenden  Angaben  zu  berechnen.  (Siehe 
die    folgende    Figur.)    Die   Entfernung    der   beiden    Lagermittel    ist 


_...^...-. 


Fig.  165. 

ac  =  L=  800^"* ;    an   dem  Kurbelzapfen   vom  Durchmesser  d  und 
der   Länge  l  greift  die  Kraft   P=4000'^   an;    die   Richtunglinie 

Grftf,  reitigkeitslehre.  29 
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dieser  Kraft  ist  von  jedem  der  Lagennittel  gleich  weit  entfernt,  der 
Kurbelradius  ist  B  =  500^.  Die  Kraft  P  wird  nur  nach  einer 
Seite  hin,  hier  nach  links  fortgeleitet;  es  wird  hierbei  angenommen, 
da^s  die  Welle  links  von  dem  Kurbelzapfen  in  mehreren  Punkten 
durch  Lager  unterstützt  sei  und  an  einem  oder  mehreren  Punkten 
zwischen  diesen  Lagern  Räder  trage,  von  welchen  aus  die  Kraft 
abgeleitet  wird. 

Auflösung.  Berechnung  des  Kurbelzapfendurch- 
messers d.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  die  dem  Zapfen  ungün- 
stigste ünterstützungsweise  der  Welle  an,  nämlich  die,  dass  letztere 
in  den  Punkten  a  und  c  frei  aufliege  und  diese  Punkte  die  End- 
punkte der  Welle  seien ;  dann  ist  das  Biegungsmoment  M^  für  den 

PL 
Kurbelzapfen:  2/6=-^— ,  also  dasselbe  Moment,  wie  für  den  Punkt  n 

der  gerade  durchgehend  gedachten  Welle;  ausserdem  aber  wird  der 

P  4000 

Zapfen   durch    das   Drehmoment   —.  JS  =  _-_.  500  =  1000000 

P 
auf  Torsion  beansprucht,   wobei  —  die  Lagerreaction  im  Punkte  c 

bedeutet.    Man  hat  also  das  resultirende  ideelle  biegende  Moment: 


Jlfft(0  =  8"  ^6  +  -g  V^+  ^d.  oder 
3     4000 .  800 


M^  (0  =  -g- . ^ h  g-  V  (800000)'^  +  (1000000)',  oder 

Jf6(0  =  1100387,5; 
aus  der  Gleichung  Mi^f^z=. — — —  folgt: 


-i'^=f 


32.1100387.5  _ 

6.3,14        ""  * 


Die  Länge  l  ist  jedoch  hier  nicht  gleich  1 7«  d  zu  nehmen, 
sondern  1,5  von  jenem  Durchmesser  d*  eines  ideellen  Kurbelzapfens, 
welcher  dem  Drucke  P  zu  widerstehen  hat,  d.  i.  also 

(i'=  1,13  Yp=  1,13  V4ÖÖÖ"=  72^, 

demgemäss  ist  /  =  1,5  ci'  =  1,5 .  72  =  108"»"». 

Natürlich  wird  es  für  die  Abnützung  des  Zapfens  nur  günstig 
sein,  wenn  man  die  Länge  l  grösser  nimmt,  als  die  Rechnung  ergibt. 

Berechnung  des  Durchmessers  Dj  des  Zapfens  im 
Punkte  c  der  Welle.   Dieser  Zapfen  ist  nur  ein  einfacher  Trag- 
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p 
zapfen,    da   er  blos  den  Druck   -^    aufzunehmen    hat;    man   erhält 

daher : 

D,  =  1,13 Vy  =  1,1312000"=  50,5  und  rund  A  =  51«"». 

Die  Länge  des  Zapfens  wird 

Z,  =  1,5A  =  1,5.51  =76,5"^. 

Da  die  Durchmesser  der  Welle  in  den  Punkten  a  und  5,  wie 
die  Rechnung  weiter  unten  zeigt,  bedeutend  stärker  als  Dj  sich 
ergeben,  so  wird  man  des  Aussehens  wegen  den  Durchmesser  A 
stärker  als  51*""*  und  dem  entsprechend  auch  die  Länge  l^  aus- 
fuhren. 

Berechnung  des  Durchmessers  D  des  Halszapfens 
im  Punkte  a  der  Welle.  Die  Welle  wird  in  diesem  Punkte  auf 
Torsion  und  Biegung  beansprucht;  und  zwar  ist  das  Torsions- 
moment offenbar: 

Md  =  PE  =  4000  .  500  =  2000000. 

Zu  dem  Biegungsmomente  gelangt  man  durch  folgende  Er- 
wägung :  Ist  die  Welle  ausser  in  den  Punkten  a  und  c  links  von  a 
noch  weiter  durch  Lager  unterstützt  (wie  dies  oben  angenommen 
wurde),  und  in  dem  links  von  a  liegenden  Theile  durch  äussere 
Kräfte  beansprucht,  so  ist  die  Welle  als  ein  continuirlicher  Balken 
anzusehen,  d.  h.  als  ein  solcher,  der  in  mehr  als  zwei  Punkten 
unterstützt  ist,  daher  ist  die  Welle  im  Punkte  a  als  fest  einge- 
spannt oder  eingemauert  zu  betrachten;  wir  haben  daher  den  Fall 
vor  uns,  dass  ein  prismatischer  Balken  an  einem  Ende  eingemauert, 
am  anderen  Ende  unterstützt    und    in  der  Mitte   belastet   ist;    für 

diesen  Fall   aber   ist   das  Biegungsmoment   im   Punkte  a  nach   der 

3 
Festigkeitslehre :  Mt  =  j^  PL^   daher  das  ideelle  Biegungsmoment : 

M,^,-^  =  -g-  M,  +  |- Vif 6+1^,  oder 

^D^  _  9  PL        5  ,  [9Pn:.''"+(l6PRy 
32     ~   128    "•■  8  y  p)i  '  *^®' 

®nZ)»        9PL        5      P 


^-  =  T28-+8l6^^^'  +  (^^^)'^^' 

29" 
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-5^-  =  y^ [9i  +  5 V(3L)'  +"(i6Ä)'],  hieraus  ist 


^  =  V ^ 128®^, '  «<*«' 


.4^ 


£  +  5V(3i)'  +  (16fi)'] 


4©it 
die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


-l740OO[9  .  800  +  5  V(3  .  SOG)«  +  (16  .  500)'] 
^  =  V 4.6.3,14 ^^^'^ 

und  abgerundet  D  =  138*~". 

Man   kann  jedoch   diesen  Werth    von  D    auch    einfacher,  wie 
folgt,  berechnen: 

Wir  fanden  oben: 

^-  =  -128  [^^  +  ^ WW+WWl 

dividiren    wir    diese    Gleichung    durch    die    für    den   Kurbelzapfen 
geltende  Gleichung: 

"32" 

so  erhält  man : 


-  =  Mt  (,^=  1100387,5  =0,34387 .  4000 .  800  =  0,34387 .  PL, 


l^  =  IM[^^  +  ^V(3Xr  +  (16/^V]ö;3^^    oder 

3/ 


D      jldL+b 
d  ~)  0,3 


V(3X)'  +  (16ä)« 


1,34387.  128  L 
die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

D  _\l 9  ■  800  +  5  y(fr8ÖÖ)'  +  06  .  öÖÖp  _ 

d        )  0,34387.128.800  —hl^o; 

hiermit  erhält  man: 

D  =  1,123  d  =  1,123  .  123  =  138"*«  wie  oben. 

Die  Länge  2,  des  Halszapfens  im  Punkte  a  der  Welle  bestimmt 
sich  aus  dem  für  das  Halslager  entfallenden  Druck  nach  der  Formel : 

Z.  =  1,5D', 
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wenn  D'  der  Durchmesser  des  ideellen  Zapfens  ist,  der  durch  den 
Druck  P^  nur  auf  Biegung  beansprucht  ist,  also  Z)'=  1,13  ^[P^  und 
ig  =  1,5  .  1,13  yPi-  Der  Druck  P^  resultirt  aus  den  Kräften,  die 
links    vom    Punkte    a    wirken     und     dem     halben     Kurbelzapfen- 

P 

drucke  -^;    erstere  kennen  wir  aber  nicht,    wir  nehmen   daher   an, 

der  Druck  Pj  sei  so  gross,  dass  darnach  l^  =  1,5  D'=  138*^",  d.  h. 
ebenso  gross  wird,  als  der  Durchmesser  D  der  Welle ;  dem  entspricht 
der  Druck  P^   aus  der  Gleichung  „l^  =  1,5  .  1,13  V^i^  =  138*"«"  : 

Da  der  Kurbelzapfendruck  P=  4000*^  die  Welle  in  Bewegung 
setzt  und  die  links  vom  Punkte  a  auf  der  Welle  sitzenden  Räder 
oder  Riemscheiben  diesen  in  die  Welle  eingeleiteten  Druck  wieder 
ableiten,  so  ist  im  Allgemeinen  anzunehmen,  dass  in  keinem  der 
Lager  der  Welle  eine  so  grosse  Reaction  von  Pj  =6626*^^  ent- 
stehen kann,  weshalb  die  Länge  l^=D=  138*^  grösser  als  nothr 
wendig  ist,  was  aber  in  Ansehung  der  Abnützung  des  Zapfens  be- 
kanntlich nur  günstig  wirkt. 

Berechnung  des  Durchmessers  D^  im  Punkte  h  der 
Welle,  wo  der  Kurbelarm  in  die  Welle  übergeht.  In 
diesem  Punkte  wird  die  Welle  durch  das  Biegungsmoment 


»•=I[4-G+-)] 


und  gleichzeitig  durch  das  Torsionsmoment  Ma  =  PR,  also  auf 
ihre  zusammengesetzte  Festigkeit  beansprucht.  In  der  Gleichung 
für  Ml,  bedeuten:  l  die  Länge  des  Kurbelzapfens,  e  die  Anlauf  höhe 
des  Zapfens.  Wir  haben  bereits  gefunden :  /  =  108***",  die  Anlauf- 
höhe ist  «  =  3'»»»-f-0,04f/,  oder  6  =  3  +  0,04.123  =  8'"'»,  daher  ist 

if.  =  i^  [400  -  (  'f-  +  16)]  =  660000; 

man  hat  daher  aus  der  Gleichung 


<[3.^_^  und   da 

T  7t®        ' 


M„  (0  =  -5- .  660000  +  -^  V  (660000)'  +  (200()000)'. 

O  O 

oder  ilfft(,^=  1563804  ist,  so  hat  man  auch 
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'^32.1563804 


A=f- 


138,4, 


3,14.6 

oder  rund  D,  =  ISO"**".  Weil  aber  die  Welle  im  Punkte  a  mit  dem 
für  diesen  Punkt  ausgerechneten  Durchmesser  von  D  =  138"^  als 
eingedrehter  Lagerhals  gewöhnlich  ausgeführt  wird,  so  wird  die 
Welle  von  b  bis  zu  diesem  Lagerhalse  etwas  stärker  als  139"^ 
auszuführen  sein. 

Berechnung  der  Kurbelarme.  Der  Arm,  der  sich  im 
Punkte  b  an  die  Welle  anschliesst,  erhält  im  Wellenmittel  eine 
Höhe  h  =  D^,  damit  sich  die  Seiten  des  Armes  tangential  an  die 
Welle  anschliessen.  Der  Arm  wird  durch  das  Biegungsmoment 
PÄ  =  4000.500  =  2000000  und  durch  das  Torsionsmoment 


-Kj^')- 


Mä 


Md  =  -^  (  2"  +  c)  —  Pc,  oder 
'L'\-2c 


=  <^--0  =  T(^-2* 


also  auf  seine  zusammengesetzte  Festigkeit  beansprucht,  wobei  c 
die  Entfernung  des  Kurbelzapfenmittels  von  der  Armmitte  (im  Wellen- 
mittel gemessen)  bedeutet.  Da  aber  die  Dicke  b  des  Armes  erst  zu 
berechnen  ist,  so  kennt  man  die  Grösse  c  noch  nicht  und  berechnet 
daher  vorläufig  die  Armdicke  b  nur  aus  dem  Biegungsmomente  allein 

nach  der  Fonnel:  PB^:= — - — ,  wenn   der   Kurbelarm   den   recht- 

ö 

eckigen  Querschnitt  von  der  Dicke  b  und  der  Höhe  h  erhält.    Aus 

dieser  Gleichung  ist 

6PB  _  6.4000.500 
©Ä«  ~"       6(139)«     ' 

oder  b  =  103,4"*"»,  hiermit  erhält  man : 

.        ^_^9_i_*        108    ,    ,^   ,    103,4 

c  =  j  +  2e  +  j  =  -g—  +  16  H g—  =  121 ,7"". 

Den  ideellen  Karbeiarm  R'  findet  man  aus  der  Gleichang: 


PR'  =  A  PR  +  ^'^{PRy  +  P^(^L-Jl.y,  oder 

PR'=^PR  +  ^p]lR^+(t:^y,  oder 
3  ^       5"i/I        /L  — 2c\« 
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die  Zablenwerthe  eingesetzt: 


und  abgerundet  R'  =  512'""*. 

Diesen  Werth  von  J5'  in  die  Gleichung  „ft  =  "  eingesetzt : 

6.4000.512  _ 
*~      6.(139)'      -1"^'^    • 

Wir  lassen  diese  Dicke  b  in  gleicher  Stärke  bis  zum  Kurbel- 
zapfen fortgehen,  da  es  wegen  der  grösseren  Arbeitskosten  keinen 
Vortheil  brächte,  die  Form  der  gleichen  Festigkeit  am  Arme  her- 
zustellen. Der  andere  Kurbelarm,  durch  welchen  keine  Kraft  fort- 
geleitet wird,  erhält  des  Aussehens  wegen  dieselben  Dimensionen, 
wie  der  eben  berechnete  Kurbelarm;    er  wird  durch  das  Biegungs- 

PR                                                    P  /'  T  \. 

moment  — ^  und  durch  das  Drehmoment  "ö"  (  "s ^1  beansprucht. 

23.  Dieselbe  Aufgabe,  wie  in  voriger  Nummer,  jedoch  mit  dem 
Unterschiede,  dass  die  Welle  nach  beiden  Seiten  vom  Kurbelzapfen 
das  Torsionsmoment  fortleitet. 

Auflösung.    Für  den  Kurbelzapfen    nehmen   wir    wieder    an, 

dass  die  Welle    in  den  Punkten  a    und   c  (siehe   die  vorige  Figur) 

frei  aufliege  und  in  der  Mitte  belastet  sei,  daher  wird  der  Kurbel- 

PL 
zapfen   durch  das  Biegungsmoment  —j-    beansprucht    und    erhält 

man  den  Durchmesser  d  aus  der  Gleichung: 


PL        ©TTrf»      .,   ,      ^  132  PL 
mit  d: 


-f 


4   ~"     32  y  4®ii' 

oder  die  Zablenwerthe  eingesetzt: 


-f 


82.4000.800  ^„„^,_ 


4.6.  3,14 

und  rund  ^=111'"*". 

Berechnung  des  Durchmessers  D  in  den  Lagerstellen 
a  und  c.  Da  die  Welle  nach  beiden  Seiten  vom  Kurbelzapfen,  links 
und  rechts  von  a  und  c  das  Torsionsmoment  PR  fortleitet,  so  muss 
angenommen  werden,  dass  die  Welle  in  den  links  und  rechts  von 
a  und  c  gelegenen  Theilen  von  äusseren  Kräften  auf  Biegung  be- 
ansprucht wird,  so,  dass  man  sie  in  a  und  c  als  fest  eingespannt 
betrachten  muss;    demgemäss  ist  die  Welle   in  a  und  c  durch  das 
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PL  P 

Biegungsmoment  — ^-,  ausserdem  aber  noch  durch  die  Kraft  -^  auf 

O  Ä 

DTD 

Verdrehung,  also  durch  das  Drehmoment  — q-»    somit   auf  ihre  zu- 

sammengesetzte  Festigkeit  beansprucht.    Der  Durchmesser  Z)  ergibt 
sich  aus  der  Gleichung: 

TTÖi)»         „  3   „     .     5,r 


=  M^^^=--  M,  +  -^M\  +  Ml,  oder 


32  -oiv—  ^-0   ^    g 

TiSD»        3 


32  8 


PL        b^l/PL\*      /PB\*      , 


TzeD»        3    „^    .    5-i/P'(L'  +  16ä")      ^ 
—        Pi  +  -ö"  V ^^ 5- -,  oder 


32     ~  64         ^  8  y  8 

^"^^  =  ^  [3  L  +  5  VXM=T4^  ],  woraus 


.=f^ 


^[3L  +  5Vi'  +  (4Ä)'] 


TU© 

oder,  die  Zahlenwerthe  eingesetzt, 

^^^(0=  ^-  [3  .  800  +  5  Y(800)«  +  (4.500)«] 
^6^,;,  =  657813  und 

^ _ir/32]^      1732. 6^78113  _ 
V     71©      ~V     3;i4.6     ~ 

folgt.  Die  Durchmesser  an  den  Punkten,  wo  die  Kurbelarme  in  die 
Welle  übergehen,  werden  ebenso  stark  gemacht,  wie  die  Durch- 
messer in  den  Lagerstellen,    obzwar   dort   ein    etwas   kleineres   Bie- 

PL 
gungsmoraent  als  —^-   stattfindet,    da   bekanntlich    das    Biegungs- 

o 

moment  bei  einem  an  seinen  Enden  eingemauerten  und  in  der  Mitte 
belasteten,  prismatischen,  stabförmigen  Körper  von  der  Mitte  aus 
nach  den  beiden  Endpunkten  hin  abnimmt,  bis  zu  den  Wende- 
punkten der  elastischen  Linie,  und  von  diesen  Punkten  aus  wieder 
zunimmt,  bis  zu  den  Befestigungsstellen,  wo,  absolut  genommen, 
dasselbe  Biegungsmoment  stattfindet,  wie  in  der  Mitte  der  Länge, 
wo  die  Last  angreift,  was  auch  übrigens  die  graphische  Darstellung 
der  Momente  deutlich  zeigt. 
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Die  Kurbelanne  werden  ebenso  berechnet,  wie  in  der  vorigen 
Aufgabe.  Die  Höhe  eines  Armes,  im  Wellenmittel  gemessen,  ist 
Ä  =  i)=  104*"'";  daher  ergibt  sich  an  derselben  Stelle  die  Dicke 
(siehe  vorige  Nummer): 

^       SPE'       3.4000.512       „,  ._ 

*  =  -©  Ä'-  =  -X(1Ö4)-"  =  ^^'^^     ' 

hierbei   ist   angenommen,    dass   die  Entfernung  c  ebenso   gross   ist, 

als  in  der  vorigen  Aufgabe,    nämlich  c  =  121'""',    ferner,    dass  auf 

P 
jeden  Arm  die  Kraft  —  kommt.    Die  Höhe  Äj  des  Armes  am  Kurbel- 

zapfen  ergibt  sich :  ä,  =  (i-j-2e=lll  +  16=  127*""*,  wenn  die 
Seiten  des  Armes  an  dem  Anlauf  des  Kurbelzapfens  tangiren  sollen ; 
da  aber  die  Armhöhe  h  im  Wellenmittel  nur  h  =  104'""»  ist,  so 
würde  dadurch  eine  Form  des  Armes  hergestellt,  welche  der  an- 
gestrebten Form  der  gleichen  Festigkeit  geradezu  zuwider  laufen 
würde ;  man  wird  daher  in  diesem  Falle  entweder  darauf  verzichten 
müssen,  die  Seiten  der  Arme  tangential  an  den  Zapfen  laufen  zu 
lassen,  oder  man  wird  die  Welle  in  ihrer  ganzen  Länge,  ausge- 
nommen die  Lagerstellpn,  stärker  als  104"""  machen.  Im  ersteren 
Falle    lasse    man    die  Höhe  h   im  Wellenmittel    gegen    den  Kurbel- 

4 
zapfen  hin    auf    —  h  abnehmen    und   nehme   b  ==  94,67"'"'   constant 
o 

auf   die    ganze    Armlänge,    im    letzteren    Falle    wird    man    D  =  h^^ 

D=  127"'"'  machen,  also  h  =  hi   und  dafür  aber  die  Dicke  b  vom 

4 

Wellenmittel  gegen  den  Kurbelzapfen  hin  auf  -^-  b  abnehmen  lassen. 

o 

24.  Es  sind  die  Querschnittsdimensionen  einer  zweifach  gekröpf- 
ten Welle  nach  folgenden  Angaben  zu  berechnen  (siehe  Fig.  166): 
Mittelst  der  zwei  Kröpfungen  in  den  Punkten  m  und  n  der  Welle, 
in  welchen  zwei  Schubstangen  eingreifen ,  werden  zwei  Arbeits- 
maschinen bewegt,  welche  so  angeordnet  sind,  dass  nicht  beide 
Kurbelzapfen  gleichzeitig  durch  die  Kräfte  P  und  ^  beansprucht 
werden,  sondern,  dass  einmal  die  Kraft  P=.  3500*^^,  und  einmal 
die  Kraft  Q  =  2500*^  wirkt,  zu  welchem  Zwecke  die  Kurbelzapfen 
um  180°  gegen  einander  verdreht  angeordnet  sind.  Der  Hub  der 
Kurbeln  ist:  Ä^  =  SöO"»"»,  i?,  =  SOG""'. 

Die  Entfernung  der  Lagermittel  von  einander  ist  l  =  1200'""' ; 
die  Entfernung  der  beiden  Kurbelzapfenmittel  ist  /,  =  600'""*,  die 
Entfernung  je  eines  Lagermittels  vom  nächsten  Kurbelzapfenmittel 
ist  l,  =  l,  =  SOO"'"». 

Auflösung.  Berechnung  des  Durchmessers  d  der 
Welle  im  Punkte  e.  Dieser  Zapfen  ist  nur  ein  einfacher  Trag- 
zapfen, indem  er  die  vom  Kurbelzapfendruck  P  herrührende  Lager- 
reaction  aufzunehmen  hat ;  somit  ist 
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rf=l,13VP., 

wenn  P,  den  Lagerdruck  im  Punkte  e  bedeutet.  Die  Kraft  P,  findet 
man  aas  der  Momentengleicbung 

Pl-P(l        LV   „,H    P  -  -P(^-^')  -  ^^  (^^^  -  ^) 
„P./_P(/_g     mitP.  = ^ = j2^^ , 

oder  Pj  =  2625^^,  hiennit  erhält  man : 

d=  1,13  V  2625  =  57,895,  ^^  ^^^  rf  =  58*~». 
Die  Länge  dieses  Zapfens  ist  r=  1,5  .58  =  87***". 


■f- 


7" 

Fig.  16fi. 

Streng  genommen  fällt  der  Durchmesser  d  etwas  kleiner  als 
58*^  aus,  denn:  Wir  haben  bei  der  Berechnung  des  Lagerdruckes 
Pi  angenommen,  dass  die  ganze  Welle  nur  die  Länge  l  habe,  in  a 
und  e  unterstützt  und  in  n,  respective  in  n^  durch  P^ff  auf  Biegung 
beansprucht  sei,  allein,  da  die  Welle  links  von  a  noch  durch  an- 
dere Kräfte  auf  Biegung  beansprucht  wird,  so  ist  sie  in  a  als  fest 
eingespannt  zu  betrachten;  dann  ^ist  aber  nach  der  diesem  Falle 
entsprechenden  Festigkeitstheorie  (ein  stabfÖrmiger,  prismatischer 
Körper  in  horizontaler  Lage  an  einem  Ende  eingespannt,  am  anderen 
Ende  unterstützt) 

Pa«  (3  /  —  a)  _  3500  (900)»  (3 .  1200  —  900) 


P^  = 


21* 


(hier  ist  a  =  l,  +  l^  =  900"""),  oder  P, 
als  früher. 


2  (1200)» 

=  2214,84'^  also  kleiner, 


Berechnung  des  Durchmessers  D  des  Wellenstückes 
de^  und  des  Durchmessers  rf,  des  Kurbelzapfens  in  n. 
Die  ganze  Welle  ae  ist  im  Punkte  a  als  fest  eingespannt  und  in  e 
als  unterstützt  zu  betrachten,    aus    denselben    Gründen,    welche    in 
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Aufgabe  22  bei  der  einfach  gekröpften  Kurbelwelle  angegeben  sind. 
Die  Durchmesser  D  und  d^  sind  daher  nach  dem  grössten,  in  der 
Welle  herrschenden  Biegungsmomente  zu  berechnen,  wenn  die  Kraft 
P  oder  Q  wirkt.  Denken  wir  uns  die  Welle  zwischen  c  und  d  ge- 
rade durchlaufend,  so  herrscht,  wenn  die  Kraft  P  wirksam  ist,  in 
nj  das  grösste  Biegungsmoment,  denn :  Nach  der  Festigkeitstheorie 
dieses  Falles  ist  das  Verhältniss  der  Absolutwerthe  der  Momente 
Ma  und  Mn^  in  den  Punkten  a  und  n,  : 


M„^         a(2a  +  3Z,) 

kleiner  als  1,  wenn  —<^\-n^  wobei  a  =  l^'\^'l^  ist;   diese  letztere 
Ungleichheit  findet  aber  statt,  denn  es  ist 
/,  _  300  _  j^  1 


a        900  ~  3  ^  1,4142  ' 
daher  ist  —  -  ein  echter  Bruch,  somit  M^^  ]>  Ma,  da   nur  in  den 

Punkten  a  und  «,  die  grössten  Biegungsmomente  sein  können,  so 
ist  erwiesen,  dass  in  nj  das  absolut  grösste  Biegungsmoment  herrscht ; 
und  zwar  ist 

_   PaHs{2a  -+-31,)  _  3500  (900)«  300  (2 .  900  +  3 .  300) 
"' ~  21'  ~  2(1200)» 

oder  Jf„,  =  664453.  Für  den  Punkt  d  der  Welle  ist  das  Moment 
allerdings  noch  um  etwas  kleiner,  was  aber  nur  einen  sehr  geringen 
Einfluss  auf  die  Bestimmung  von  D  ausübt  und  deshalb  vernach- 
lässigt werden  kann.  Wirkt  die  Kraft  Q  allein,  so  ist  in  n^  das 
Biegungsmoment  P^  ^  ;  der  Lagerdruck  in  e  ist : 

_9^[2/,4-3(/,  +  i,)]_2500(300)»[2. 300  +  3(300  +  600)] 

^'  ~        ''        2T'  "^  2  (1200)»  ' 

oder  Pi  =  214,8*'^  hiermit  wird  P^  ;,  =  214,8  .300  =  64440;  be- 
trachtet man  die  Welle  in  a  nicht  als  fest  eingespannt,  so  ist 

und  darnach  das  Moment  in  n^ :  Pj  /,  =  625 .  300  =  187500 ;  in 
diesen  beiden  Fällen  ist  aber  das  Moment  in  n^  kleiner,  als  bei  der 
Wirkung  der  Kraft  P,  daher  ist  das  oben  zuerst  gefundene  Moment 
Mn^  =  664453,  entsprechend  der  Kraft  P  für  die  Berechnung  von 
D  zu  benutzen.  Für  das  Wellenstück  (f^j  hat  man  aus  der  Festig- 
keitsgleichung 
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"     32      "~     "'  ■ 

y     ©TT  1      6.3,14 

Wenn  die  Kraft  Q  allein  thätig  ist,  dann  wirkt  der  Wider- 
stand im  Punkte  m  verdrehend  auf  den  Zapfen  in  n  ein,  und  zwar 
mit  dem  Torsionsmomente 

Ma  („)  =  ^  (Ä,  +  Ä,)  =  2500 .  650  =  1625000 ; 

das  Biegungsmoment  ist  dann,  wie  bereits  ausgerechnet  wurde, 
(die  Welle  in  a  und  e  unterstützt  gedacht)  3f6(„)=  187500,  also 
das  ideelle  biegende  Moment 

J/m.)=  I  ^^'  +  I  MMI+MI,  oder 


.¥4,,,=  _  .  187500  +  _  V(187500)«  +  (lt525000)'  =  1092676. 

o  o 


32" 


Aus   der  Gleichung  „ — ^—=  Mb^,^''  ist 


1/12^^3^,1092676  _ 
*       \      71®  \       3,14.6  ^"^"^     ^ 

die  Länge  /{  dieses  Zapfens  ist  aus  dem  directen  Drucke  P,  welchem 
der  Zapfen  ausgesetzt  ist,  zu  berechnen.    Man  findet 

l[  =  1,5 . 1,13  V^  =  1,5 . 1,13  V  3500  =  1,5 .  67  =  100,5 
und  rund  l[=  lOl"»'". 

Berechnung  des  Durchmessers  Dq  des  Wellen- 
stückes bc.  Dieses  Wellenstück  wird  durch  das  im  Punkte  n^ 
herrschende  Biegungsmoment  ^ln^  =  664453  und  durch  das  Torsions- 
moment Pi?i  =  3500.350  =  1225000  beansprucht,  ist  daher  aas 
dem  ideellen  Biegungsmomente 


-^tbd)  =  ^  J/ö  +  g  \  Ml  +  Md ,   oder 

Mb,i,=  j . 664453  +  -^  VM4453ThP(12250ÖÖ)"»  =  1120170 
ZU  berechnen.    Man  erhält  aus    der  Gleichung    ,, — --—   z=Mb 


32 


i(0 


i'r32.V,  0       ,      ^       1 '32.1120170 
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Berechnung  des  Durchmessers  d,  des  Kurbelzapfens 
im  Punkte  m.  Dieser  Zapfen  wird,  wenn  die  Kraft  P  wirkt,  durch 
ein  Biegungsmoment 

Jf,  =  P.i.  =  ^''-J.  =  -^^^^. 300  =  875. 300, 

oder  Ml  =  262500  und  durch  ein  Torsionsmoment 

Md  =  P{R,  +  R^)  =  3500  (350  +  300)  =  2275000 

beansprucht;  P,  ist  »der  Lagerdruck  in  a,  hierbei  ist  angenommen, 
dass  die  Welle  a  und  e  unterstützt  ist.  Dass  in  diesem  Torsions- 
moment der  Arm  die  Länge  (Ä,  +  i?s)  hat,  rührt  daher,  dass  der 
Zapfen  c?,  bei  seiner  Bewegung  während  der  Wirkung  der  Kraft  P 
durch  den  von  dieser  Kraft  herrührenden  Widerstand  verdreht  wird. 

Es  ist  P,l  =  Ph,  woraus  P,  =  l^l  =  ^^^^  =  Slö'^'  folgt. 

Das  ideelle  biegende  Moment  Mi(i),  das  aus  den  beiden  Momenten 
Ml  und  Md  resultirt,  ist: 

Mi(i^=  I- .  262500  -f  I- V(262500)«  +  (2275000)«  =  1529750. 

o  o 

Wirkt  die  Kraft  Q^  so  wird  der  Zapfen  d^  nur  durch  das 
Biegungsmoment  P,  l^  allein  beansprucht,  wobei  Pg  d^n  in  diesem 
Falle  in  a  vorhandenen  Lagerdruck  bedeutet  (in  a  eine  einfache 
Unterstützung  gedacht).  Aus  der  Gleichung  „P,  Z  =  Q  (/,  +  /,)''  ist 

^(^8+^)  :.  r>  2500(300+600)  ,o^r.    ^    v        ^ 

Pa  =  ^'"^    ^  oder  P,  = Vöoö^ =  1^^^»  ^^^®^  ^^^ 

Moment  P.Z^  =  1875  .  300  =  562500;  da  aber  das  resultirende 
Moment  Mh(i)  noch  grösser  als  dieses  Biegungsmoment  ist,  so  ist  d^ 
aus  dem  grösseren  Momente  Mi(i)  zu  bestimmen.  Man  erhält  aus 
der  Gleichung 

'32 


„^@(ij  =  ilf6(./' 


=f^=f 


32  .  1529750  _  ^gg^^ 


6  . 3,14 

Die  Länge  ZJ  dieses  Zapfens  wird:  Z;=l,5.  1,13  V 2500  =  85'~"*, 
also  entsprechend  einer  ideellen  Zapfendicke  (ii=l,13Y^  Wird 
die  Welle  in  a  als  fest  eingespannt  und  in  e  als  unterstützt  be- 
trachtet, was  auch,  streng  genommen,  das  Richtige  ist,  so  wird, 
wenn  die  Kraft  P  wirkt,  der  Kurbel  zapfen  J,  beansprucht  durch  das 
Biegungsmoment  Mi  =  P^  —  P\{^  +  h)  ^^^  durch  das  Torsions- 
moment Jlfrf  =  P(Äi  +  P,);  es  ist  aber  nach  der  Festigkeitslehre: 
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P.  = 2^^ '-,  oder 

_  3500  (300  +  600)>  [3  .  1200  —  (300  +  600)]  _ 
^1  -  2(1200)»  -  2214,84'^ 

daher  Mb  =  3500  .  600  —  2214,84  (600  +  300)  =  106644 ;  es 
ergibt  sich  also  jetzt  dieses  Moment  um  262500  —  106644  =  155856 
kleiner,  als  früher  (bei  der  Annahme  der  einfachen  Unterstützung 
der  Welle  in  a  und  e).  Aus  diesem  kleineren  Biegungsmomente  und 
dem  Torsionsmomente  P{R^-\-R^)  resultirt  üft^,;;  =  1431652,5, 
womit  sich  der  Durchmesser  (f,  =  134'"'*  ergibt,  welches  Mass  zur 
Ausführung  zu  benutzen  sein  wird. 

Berechnung  des  Durchmessers  I>,  im  Punkte  a  der 
Welle.  Für  die  Berechnung  dieses  Durchmessers  nehmen  wir  wieder 
an,  dass  die  Welle  in  a  fest  eingespannt  und  in  e  unterstützt  sei. 
Wirkt  die  Kraft  P  allein,  so  ist  das  den  Querschnitt  in  a  bean- 
spruchende Biegungsmoment :  Mu^=Pa  —  P^  l,  wobei  a  =  ^^  +  ^  ist. 

17     .  X     1.       T.         ^«*(3^  — a)     ^  ^ 
Es  ist  aber  Pj  = ^— -^  daher 

,,        ,          Pa*{^l  —  a)l        2l*Pa  —  PaH(3l  —  a)      ^ 
M,  =  la 27i = 27^ '  °*^^' 

_  Pa[2l*  —  a{ßl  —  a)2 _  Pajl  — a){2l  —  a) 

'~  2^>  "       ~       ■         2/'  ' 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

_  3500  ■  900  (1200  -  900)  (2  .  1200  -  900)  _ 
Mi 2  (1200)'  ~  49^187,0. 

Gleichzeitig  mit  diesem  Biegungsmomente  wirkt  auf  den  Quer- 
schnitt in  a  auch  ein  Torsionsmoment  Md=PRi  =3500.350,  oder 
Md  =  1225000.  Wirkt  die  Kraft  Q  allein,  so  wird  der  Querschnitt 
in  a  beansprucht  durch  das  Biegungsmoment 

, ^  Qa'(l  —  a') (2[— a')  _  2500 . 300 (1200  —  300) (2400  —  300) 
*""  21'  '  ~  2(1200)» 

oder  J/ö=  492187,5,  und  durch  das  Drehmoment 
Mi  =QR,  =  2500  .  300  =  750000; 

da  also,  wenn  die  Kraft  Q  wirkt,  das  Drehmoment  kleiner  ist.  als 
bei  der  Wirkung  der  Kraft  P,  so  ist  der  erstere  Fall  zur  Quer- 
schnittsberechnung zu  benutzen.  Das  aus  Mj,  und  Md  bei  der  Wirkung 
der  Kraft  P  resultirende  ideelle  biegende  Moment  ist: 
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Mi(,)=jM,  +  j^Ml  +  Mi ,  oder 


Mi(t,=  j  .  492187,5  +  |-V(492187,5)'  +  (1225000)»,  oder 

Mjf<,  =  1009682,5; 
hiermit  erhält  man  aus  der  Gleichung 


32 


M, 


b(i) 


A=f^=f 


32  .  1009682,5  _  ^^^^^ 


6 . 3,14 

Die  Länge  ^  dieser  Lagerstelle  wird  gleich  i>,  gemacht,  und 
zwar  aus  denselben  Gründen,  welche  in  der  vorigen  Aufgabe  bei 
Bestimmung  der  Länge  des  Halszapfens  der  einfach  gekröpften 
Kurbelwelle  angegeben  sind ;  also  ^  =  120"**". 

Berechnung  der  Kurbelarme.  Kurbelarm  2.  Der  Kurbel- 
arm 2  wird  durch  das  Biegungsmoment 

M^  =  PR,  =  3500  .  350  =  1225000 

und  durch  das  Torsionsmoment  M^  =  Pj  {l^  +  c^)  —  Pcj  beansprucht, 
hierbei  ist  c^  die  Entfernung  des  Punktes  n^  von  der  Mitte  des 
Armes,  also  der  Hebelarm  der  verdrehenden  Kraft  P.  Da  die  Dicke  6, 
des  Armes  erst  berechnet  werden  soll,  so  kennt  man  Cj  noch  nicht; 
wir  berechnen  daher  die  vorläufige  Armdicke  aus  dem  Biegungs- 
momente allein  und  erhalten   aus  der  Gleichung 

(einen  rechteckigen  Armquerschnitt  vorausgesetzt)  die  Armdicke 

6PÄ, 

die  Armhöhe  ä,  an  der  Welle  ist  gleich  dem  Durchmesser  der  Welle 
an  dieser  Stelle  zu  setzen,  also  Ä,  =  Dq=  124*^"»,  hiermit  erhält 
man,  in  die  Gleichung  für  6,  die  Zahlen werthe  eingesetzt: 

^       6  .  3500  .350        -^  ^ 
^=       6(124)«       =^^'^ 
und  abgerundet  b  =  80'"'". 

Die  Anlauf  höhe  e^   des  Zapfens  di   ist: 

e,  =  3  +  0,04  d^  =  3  +  0,04  .  123  =  8'"'«,  daher 
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Wenn  auch  bei  der  Ausführung  der  Welle  diese  Dimension  c^ 
etwas  grösser  oder  kleiner  genommen  werden  sollte,  so  thut  das 
der  Berechnung  von  6,  keinen  Eintrag.  Der  Lagerdruck  P^  in  e 
wurde  bereits  gefunden  mit  P^  =  2214,84^^,  die  Zahlen werthe  in 
die  Gleichung  für  Md  eingesetzt: 

Ma  =  2214,84  (300  +  110)  —  3500  .  110  =  523150,  oder 

Md  =  3500  .  149,47  =  149,47  P, 

es  wurde  also  die  Zahl  523150  in  die  zwei  Factoren  P=3500 
und  einen  ideellen  Arm  B^  =  149,47"""  zerlegt.  Aus  den  Momenten 
Mb  und  Md  folgt  das  resultirende,  ideelle  biegende  Moment: 


PE[=  g-  FR,  +  -g  VP'ä;  +  P'(ä.")'.  oder 
PÄi  =  l  PÄ.  +  1  P^I?,  +  {Rrr,  oder 

Äi  =  |-p.  +  |-Vp;  +  (p;')', 


die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


fii  =  -T- .  350  +  -^  V  (350)'  +  (149,47)«  =  369»" ; 

o  o 

hiermit  erhält  man  den  corrigirten  Werth  der  Armdicke 
6PP;         6.3500.369        ^,_ 

'~    ®hl    ~      6.(124)«      ~^      • 

Die  Höhe  /^  des  Armes  am  Zapfen  mache  man  gleich  der  Höhe  h^ 
des  Armes  an  der  Welle,  also  hi  =  h^  =  Dq  =  124""". 

Der  Kurbelarm  1  erhält  des  Aussehens  wegen  dieselben 
Dimensionen,  wie  der  Arm  2,  auf  seine  Festigkeit  berechnet,  würde 
er  weit  schwächer  ausfallen,  als  Arm  2. 

Berechnung  des  Kurbelarmes  3.  Dieser  Ann  hat  offen- 
bar bei  der  Wirkung  der  Kraft  P  das  grösste  Biegungsmoment, 
nämlich 

Mf,  =  P{R,  +  Ä.)  =  3500  (350  +  300)  =  2275000 

auszuhalten;  gleichzeitig  wird  derselbe  aber  auch  durch  ein  Dreh- 
moment 

Ma  =  P,{h+k—  c,)  —  P(i,  —  c) 

beansprucht.  Da  die  Armdicke  63  erst  berechnet  werden  soll,  so 
kann  man  die  Entfernung  V,  des  Kurbelzapfenmittels  (f,  von  der 
Mitte  des  Armes  3  noch  nicht  angeben;  wir  berechnen  daher  einen 
angenäherten  Werth  von    b»  aus  dem  Biegungsmomente   allein   und 
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erhalten  aus  der  Gleichung  ,,P  (Äi  +/?,)  =  — ^-^ — ''  (einen  recht- 

o 

eckigen  Armquerschnitt  vorausgesetzt) : 

_  6P(fi.  +  iJ,) 

die  Höhe  Äg  des  Armes,  da  wo  sich  dieser  an  den  Zapfen  c?g 
anschliesst,  nehmen  wir  h^^  d^  +  2  e^,  die  Anlauf  höhe  ß,  am 
Zapfen  d^   ist: 

ß,  =  3  +  0,04  (f,  =  3  H-  0,04 .  138  =  8,5'«*», 

hiermit  erhält  man 

A3  =  138 +  2.8,5=155«'"; 

diesen  Werth  von  h^  sowie  die  übrigen  Zahlenwerthe  in  die  Glei- 
chung für  6,   eingesetzt: 

und  abgerundet  68  =  95"*".  Mit  diesem  Werthe  von  h^  erhält  man: 

«'.  =  1  +  2., +  |  =  :|-  +  2. 8,5  4-^2-  =  110«- 

Diesen  Werth  von  Cj  in  die  Gleichung  für  Md,  sowie  auch  für  die 
übrigen  in  derselben  vorkommenden  Buchstabengrössen  die  Zahlen- 
werthe eingesetzt: 

Ma  =  2215  (300  +  600—1 10)  —  3500  (600  —110)  =  34850. 

Die  Lagerreaction  P,  =  2215  im  Punkte  e  wurde  bereits  früher 
unter  der  Annahme  ausgerechnet,  dass  die  Welle  in  a  fest  ein- 
gespannt und  in  e  unterstützt  ist.  Aus  den  Momenten  M^  und  M^ 
folgt,  wenn  wir  i?i  +  Äg  =  p  setzen : 

es  ist  aber 

Ma  =  34850  =  3500 . 9,957  =  9.957  P=  p"  P,  daher 

JI/mo  =  -Pp'  =  |-  i^P  +  "l  VP'p'  +  P'CpT,  oder 
3  „     .    5 


Pp'  =  -g  Pp  +  g- VP'  (p'  +  p"*),  oder 


p'  =  -8p  +  -8  VPM-7^; 
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die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

p'  =  |-  (350  +  300)  +  I-  V(35Ö+  300)'  +  (9;957)'~=  650,07— ; 

man  sieht,  dass  hier  das  Drehmoment  nur  von  sehr  geringem  Ein- 
flüsse auf  den  Arm  p  ist,  da  der  ideelle  Arm  p'  nur  um  0,07"*** 
grösser  als  p  ist.    Man  erhält  nun  die  Armdicke  6, : 

_ ^P9'_ _  6.3500.650.07  _ 
^'-   Äj®    -         (155)'.  6         -^^'^ 
und  abgerundet  6,  =  95~'". 

Berechnung  des  Kurbelarmes  4.  Dieser  Arm  wird  durch 
das  Biegungsmoment  Jtf^  =  ^  Ä,  =  2500 .  300  =  750000  und  durch 
das  Torsionsmoment  Md  =  P'iih  +  ^  +  ^s)  —  Q^s  beansprucht ; 
hierbei  bedeuten :  P[  den  Lagerdruck  in  e,  wenn  die  Kraft  Q  allein 
wirkt,  Ca  die  Entfernung  des  Zapfenmittels  (/,  von  der  Mitte  des 
Armes  4.  Da  der  Wellendurchmesser  D^  im  Lagerhals  a  120"^  ist, 
so  wird  der  Durchmesser  B^  der  unmittelbar  angrenzenden  Wellen-  • 
theile  um  die  doppelte  Anlauf  höhe,  also  um  2  «3  grösser  zu  machen 
sein;  es  ist 

«3  =  3  -f.  0,04  A  =  3  -f-  0,04  .  120  =  7,8,  also 

2  ßj  =  15,6  und  rund  2  e,  =  16"»",  daher 

D,  =  A  +  2  ^3  =  120  +  16  =  ISe-"«; 

selbstverständlich  kann  man  auch  statt  des  Eindrehens  des  Lager- 
halses einen  Stellring  zur  Verhinderung  der  Verschiebung  der  Welle 
im  Lager  anwenden,  wodurch  dann  das  Wellenstück  von  a  bis  / 
durchaus  =  2>,  =  120*""»  wird.  Die  Armhöhe  h^  an  der  Welle  er- 
gibt sich  nun  h^  =  D^  ==  ISö****";  hiermit  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung „^i?,  =— ^-^ — "  die  vorläufige  Armdicke: 

_  6<?i?,  _  6  .  2500  .  300  _       .^^ 
'-     hl®'-      (136)«.  6"-^^'"'     • 

Die  Anlauf  höhe  e,  des  Zapfens  (/,  wurde  bereits  mit  «,  =  8,5"'"' 
gefunden,  daher 

,=|  +  2,+|  =  ^  +  2.8,6  +  i|5  =  80~. 

Der  Lagerdruck  PJ  wurde  bereits  mit  P|  =  214,8   und   rund 
Pj  =  215f»  gefunden,  daher 

Ma  =  215  (300  +  600  -f  80)  —  2500 .  80,  oder 

Jfrf  =  10700; 
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wir  setzen 


Md  =  10700  =  2500 . 4,28,  oder  Ma  =  4,28  Q  =  rQ, 

d.  h.  also,  wir  haben  das  Drehmoment  Md  in  die  zwei  Factoren 
Q  und  den  ideellen  Arm  r  =  4,28'""'  zerlegt.  Aus  Mb  und  Md 
resultirt,  wie  bereits  früher  erörtert  wurde,  der  ideelle  Arm 

Ri  =  jR,  +  j  iW+^=  l .  300  +  |-  V(300)'  +  (4,28)«, 

oder  B'f  =  300,022'""',  hiermit  erhält  man  die  Armdicke  an  der  Welle : 
^       6QBi       6.2500.300,022        ....^ 

** = "Äj  @- = — rnwTß-  - = ^'^^^ 

und  rund  b^  =  41*""'.  Nimmt  man  jedoch  die  Armhöhe  A4  =  D,  = 
=  120'"'",  so  wird  die  zugehörige  Breite  b^  =  52*"*". 

Die  Herstellungsart  der  Welle  wird  bedingen,  ob  man  den  Kurbel- 
arm 4  mit  dieser  Dicke  von  41  resp.  «52"""  oder  stärker  ausführen 
wird.  Die  Höhe  h^  des  Armes  am  Zapfen  (/,  wird  man  entweder 
gleich  A4  =  136,  oder  wegen  der  Gleichheit  des  Aussehens  mit 
Kurbelarm  3  gleich  ä»  =  löö"'*  machen. 

Die  Anwendung  der  graphostati sehen  Methode  zur  Berechnung 
von  Kurbeln  und  Kurbelaxen  führt  einfacher  und  schneller  zum 
Ziele,  als  die  analytische  Methode.  Da  in  dem  Werke  ,,Der  Con- 
structeur*'  von  Reuleaux  die  Aufgaben  über  Kurbeln  und  gekröpfte 
Wellen  graphostatisch  sehr  ausführlich  und  klar  behandelt  sind, 
so  sei  hier  auf  das  genannte  Werk  verwiesen. 

25.  Es  ist  der  stärkst  bean- 
spruchte Querschnitt  des  gusseiser- 
nen hohlen  Gestelles  einer  Stoss- 
maschine  zu  berechnen,  wenn  der  von 
dem  Widerstände  des  Werkzeuges 
herrührende  Druck  P=i4500^  ist. 
(Siehe  nebenstehende  Figur.)  Die  Ent- 
fernung der  Kraftrichtung  von  dem 
Schwerpunkte  des  stärkst  beanspruch- 
ten Querschnittes  ist  /  =  750""". 

Auflösung.  Die  stärkste  Be- 
anspruchung des  Gestelles  findet  un- 
gefähr in  der  Höhe  des  Tisches  2' 
statt.  Der  Querschnitt  des  Gestelles 
sei  an  dieser  Stelle  ein  hohles  Recht- 
eck; wir  nehmen  die  Dimensionen 
desselben  vorläufig  wie  folgt  an 
6  =  210"»"*,   Ä  =  340"'"«. 


Fig.  167. 

B  =  270"«',   H  =  400"»"', 


30^ 
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Das  Gestell  ist  in  Folge  der  excentrisch  wirkenden  Kraft  P 
auf  seine  zusammengesetzte  Festigkeit  beansprucht.  Nach  der  Lehre 
vom  excentrischen  Zuge  oder  Drucke  ist  die  Tragkraft 


P= 


J-\-acf  acf        1    ,    «/' 


diese  Gleichung  nach  ©  aufgelöst: 

PZ^Paf 
©-— ^^— , 

und  da  Pa  =  M^  oder  wegen  a  =  l  auch  Pl  =  M,  gleich  dem  Bie- 
gungsmomente ist,  so  hat  man  auch: 

PZ+Mf  _  P        M 
fZ  f'^Z' 

Wir  berechnen  aus  den  gegebenen  und  angenommenen  Daten  diese 
beiden  Quotienten  und  erfahren  dadurch  den  Werth  von  ® ;  kommt 
dieser  zu  gross  oder  zu  klein  heraus,  so  machen  wir  bei  den 
Querschnittsdimensionen  andere  Annahmen. 

Es  ist  Z='-=l,  / 270(400)-_210J340).  Y 
e        12  V  200  /' 

Z=  3760900. 
Der  Flächeninhalt  /  des  Querschnittes  ist: 
/=  £fl  —  6Ä  =  270  .  400  —  210  .  340  =  36600, 
das  Maximalmoment,  welches  das  Gestell  beanspracht,  ist: 

Jlf  =  Pi  =  4500 .  750  =  3375000 ; 
hiermit  erhält  man : 

^        3375000  4500    _ 


3760900  ^  36600 
eine  Beanspruchung,  die  offenbar  eine  genügende  Sicherheit  gegen 
Bruch  gewährt.  Diese  Art  der  Berechnung  der  Querschnittsdimen- 
sionen durch  directe  Annahme  derselben  und  nachherige  probeweise 
Ausrechnung  der  Beanspruchung  ©  (die  ja  keinen  ganz  genau 
bestimmten  Werth  darzustellen  braucht)  ist  viel  einfacher  und  führt 
in  den  meisten  Fällen  schneller  zum  Ziele,  als  die  directe  Auflösung 
einer  Gleichung  dritten  oder  vierten  Grades,  die  man  hier  aus  der 
Gleichung  für  die  Tragkraft  P  durch  Annahme  von  Verhältmss- 
werthen  zwischen  den  Unbekannten  B^  H^  b  und  h  erhalten  hätte. 

26.  Es  ist  für  eine  Lochmaschine  eine  schmiedeiserne  Axe  nach 
folgenden  Angaben  zu  berechnen:  Die  Axe  ist  in  den  Punkten  A 
und  B  (siehe  die  folgende  Figur)  gelagert,  trägt  im  Punkte  C  eine 
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Belastung  P,  =  800^,  herrührend  von  Rädern ;  im  Punkte  D  hat 
die  Axe  an  einem  um  e  =  40'"'"  excentrisch  gegen  die  Axe  stehenden 
Zapfen    einen   aufwärts  gerichteten  Druck  n 

von  P4  =  2500*'^  auszuhalten.     Die  Ent-    j^  f  * 

fernung   der   Lagermittel   ist  400*""* ;    die     |  i^^t^ 

Entfernung  des  Angriffspunktes  der  Kraft  -^p — j ^  p^p^ 

P-   vom  Punkte  A  ist  150*""*,  die  Entfer-     i<---->i,---- — J^o.| 
nung  des  Angriffspunktes  der  Kraft  F^  vom     '         y,  1^ 

Punkte  B  ist  120'»'".  Fig.  les. 

Auflösung.  Es  handelt  sich  zunächst  um  die  Bestimmung 
der  Lagerdrücke  Pj  und  P^  in  den  Punkten  A  und  B.  Zu  diesem 
Zwecke  setzen  wir  die  Kräfte  P,  und  P^  zu  einer  Resultirenden 
zusammen;  diese  greift  im  Punkte  E  an  und  hat  eine  Grösse: 

R  =  P,  —  P^,  oder  R  =  2500  —  800  =  ITOO*"^. 

Die  Entfernung  DE  (die  man  hier  zur  Rechnung  aber  nicht 
braucht)  findet  man  aus  der  Gleichung: 

800  .  370  =  nOO DE,  woraus 

DE=n4:,m'^  folgt. 

Die  Kraft  R  zerlegen  wir  wieder  in  die  parallelen  Componenten 
P'i  und  Pi  (siehe  die  folgende  Figur),  angreifend  in  den  Punkten 
A  und  B,    Zur   Herstellung   des    Gleichge-  n 

wichtes,    resp.  zur  Aufnahme   dieser  Kräfte  /^       ^^ 

dienen   die   Unterstützungen    (Lager)    in   -4  j  j 

und  P,  stellen  also  zwei  Kräfte  dar,  welche     4^ ä \£ 

den  Kräften  P[  und  Pi  entgegenwirken  und     \ 

dadurch    das    Gleichgewicht    herstellen;    es     y? 

wirkt    also    die   Kraft    Pj    nach    aufwärts,  ^*«f'  ^®®- 

die    Kraft    Pg    nach    abwärts.     Für    das    Gleichgewicht    findet    die 

Gleichung  statt: 

400  P,  =  2500  .  120  +  800  .  250,  woraus 

_  2500.120  +  800.250  _  ^ 

folgt;  es  ist  ferner 

P,  =  R  +  P,  =  1700  +  1250,  oder  P,  =  2950^^. 

Im  Punkte  C  findet  das  Biegungsmoment  statt: 

Jlfft=  1250.  150  =  187500, 

im  Punkte  B  ist  das  Biegungsmoment: 

Mi  =  2500  .  120  =  300000 ; 

vom  Punkte  C  angefangen  ist  die  Axe  bis  zum  Punkte  F  auf  Torsion 
beansprucht  durch  das  Drehmoment: 
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JJfrf  =  2500.  40  =  100000, 

weil  in  C  die  Kraft  in  die  Axe  eingeleitet  und  bei  D  wieder  ab- 
gegeben wird;  es  ist  also  im  Punkte  C  ein  resultirendes  ideelles, 
biegendes  Moment: 

J/ho  =  l  Jlf»  +  |-  ^Ml  +  Ml ,  oder, 

weil  Mb  ^  Md  ist,  kann  man  angenähert  setzen : 

M,o,  =  M,  +  ^  =  187500  +  iMOO.,  «der 
4  4 

Im  Punkte  B   ist   das  resultirende,    ideelle,    biegende  Moment 

100000 


Jlfi  ^^  =  300000  + 


=  325000. 


Hiernach  bestimmen  sich  die  Durchmesser  der  Axe,  wie  folgt : 
(Siehe  die  folgende  Figur.)  Der  Durchmesser  d^  des  Tragzapfens 
in  A  findet  sich  aus  der  Gleichung: 


*? 


— ^i 


Jl 


-t- 


c 


■* 


iSfi 


i 


Su 


W 


M» 


Fig.  170. 


i 


^. 


wir  setzen  ©  =  4,  -^  i^  1,4,  dann  ist 
«1 


d,  =  1,33  V^=  1,33  Vl25Ör=  47""", 

/,  =  1,14.47  =  66"»« 

Der  Durchmesser   d^  des   Axkopfes   in    C  findet   sich   aus    der 
Gleichung : 


^6(i)  =  -g2—  mit  d, 
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oder  die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 


^  =  V^^^-^  =  81- 


_V/ 32. 2 1250 
—  y     4.3,14 

Der  Durchmesser  d,  im  Halslager  findet  sich  aus  der  Gleichung : 

^*<''  =  -32-  "*'*  '^'  =  )—®^'  ^**'' 

^=lj/!5^  =  93^,    ,  =  ^  =  93.». 

Der  Durchmesser  d^  des  excentrischen  Zapfens  in  B  ist: 

wir  setzen  l^  =  d^,  ©  =  4,  P4  =  2500  ein  und  erhalten 

d,  =  yl-f-lf ^5  =  56'»-,  also  ;,  =  56««. 
f    4.o,14 

27.  Wie  gross  ist  der  Zugwiderstand  Q,  welcher  vermittelst 
einer  schmiedeisernen,  flachgängigen  Schiraube  in  der  Richtung  ihrer 
Axe  durch  eine  Kraft  P  überwunden  werden  kann,  wenn  diese  Kraft 
an  einem  Hebelarm  E  =  500"*«  wirkt,  der  Halbmesser  des  Schrauben- 
kernes r  =  50««  ist  und  die  Reibung  in  den  Gewindegängen,  so- 
wie die  durch  die  Kraft  P  hervorgebrachte  Torsionswirkung  auf  die 
Schraube  zu  berücksichtigen  ist;  man  fragt  ferner:  Wie  gross  ist 
die  zur  üeberwindung  des  Widerstandes  Q  anzuwendende  Kraft  P? 

Auflösung.  Es  ist  zunächst  einleuchtend,  dass  die  Grösse 
des  zu  überwindenden  Widerstandes  abhängig  sein  wird  von  der 
Grösse  der  Querschnittsfläche  des  Schraubenkemes  und  von  dem 
durch  die  Kraft  P  ausgeübten  Torsionsmomente  if^  =  PR.  Zur 
arithmetischen  Darstellung  dieser  Abhängigkeit  erscheint  es  also 
nöthig,  eine  Festigkeitsgleichung  aufzustellen,  welche  die  durch  die 
Kraft  P  hervorgebrachte  Zug-  und  Torsionswirkung  (vorläufig  ohne 
Berücksichtigung  der  Reibung)  auf  die  Schraube,  im  Zusammen- 
hange mit  dem  Querschnitte  des  Schraubenkemes  darstellt,  d.  h. 
mit  anderen  Worten,  es  ist  die  Schraube  auf  ihre  Zug-  und  Tor- 
sionsfestigkeit, also  auf  ihre  zusammengesetzte  Festigkeit  zu  be- 
rechnen. Da  aber  auch  nach  der  Kraft  P,  welche  den  Widerstand  Q 
mit  Berücksichtigung  der  Reibung  überwinden  soll,  gefragt  wird, 
so  erfordert  dieser  Theil  der  Aufgabe  die  Aufstellung  einer  Gleich- 
gewichtsgleichung, in  welcher  der  für  die  Schraube  geltende  Satz 
der  Mechanik  über  das  Gleichgewicht  zwischen  Kraft  und  Last  dar- 
gestellt  ist.     Durch   eine  geeignete  Verbindung  obiger  Festigkeits- 
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gleichung  mit  dieser  Gleichgewichtsgleichung  lassen  sich  die  in  der 
Aufgabe  gefragten  Grössen  finden. 

Aufstellung  der  Festigkeitsgleichung.  Bezeichnet  s 
die  durch  den  Zug  Q  in  jedem  Querschnitte  des  Schraubenkernes 
hervorgebrachte  Spannung  pro  Querschnittseinheit,  t  die  durch  die 
.verdrehende  Wirkung  der  Kraft  P  in  der  von  der  Schraubenaxe  am 
weitesten  entfernten  Materialfaser  hervorgebrachte  Maximal-Torsions- 
oder  Schubspannung  pro  Querschnittseinheit;  so  wird  jede  dieser 
beiden  Spannungen  eine  Ausdehnung  der  Faser  bewirken.  Diese 
beiden  Ausdehnungen  vereinigen  sich  zu  einer  Ausdehnung,  welche 
als  die  Wirkung  einer  einzigen,  in  der  Richtung  der  Schraubenaxe 
die  Schraube  auf  Zug  beanspruchende  Kraft  gedacht  werden  kann, 
und  als  solche  gleichförmig  im  ganzen  Querschnitt  vertheilt  ist. 
Die  durch  diese  Kraft  in  jeder  Flächeneinheit  des  Querschnittes 
hervorgerufene  Spannung  heisse  ^ ;  dann  besteht  nach  Grashof 
zwischen  den  Spannungen  s,  t  und  der  aus  diesen  beiden  resul- 
tirenden  einfachen  Zugspannung  ©  folgende  Relation : 

Die  Zugspannung  5,    hervorgerufen    durch  die  Kraft   Q,    findet 
sich  aus  der  Gleichung:  Q  =  sf=sTzr*,  wenn  r  den  Halbmesser  des 

Q 
Schraubenkernes  bedeutet ;    man  erhält  also :  s  = .    Die  durch 

das  Torsionsmoment  Md  hervorgerufene  Schubspannung  t  findet  sich 
aus  der  Gleichung: 

Md  =  tZ=—^-—  mit  tz=i . 

(Der  Zeiger  von  M  wird  weggelassen,   weil  nur  dieses  einzige  Mo- 
ment hier  vorkommt.) 

Die  Werthe  von  s  und  t  in  obige  Gleichung  für  ©  eingesetzt, 
gibt: 

^       3      9     .    Ol//  Q  V     772l7v 


8j:/-'  ^  8 


iöm^^w^f)-  - 


*)  Die  Ableitung  dieser  Formel  wurde  als  zu  weit  führend  weg- 
gelassen und  kann  dieselbe  in  der  bezüglichen  Festigkeitstheorie  nach- 
gelesen werden. 


Digitized  by 


Google 


473 


SQ     ,5 


87rr 


va.yc->">- 


Aufstellung  der  Gleichgewichtsgleichung.  Bezeichnet 
h  die  Ganghöhe  der  Schraube,  r,  den  äusseren  Halbmesser  der 
Schraube,  r  den  Halbmesser  des  Schraubenkernes,  p  den  mittleren 
Gewindehalbmesser,  /  den  Reibungscoefiicienten,  so  ist 

f\  +  ^ 

wir    machen    die    Annahme :    h  =     ^  =      ,    also    r,  =       -    und 
r  =  2h;  hiermit  erhält  man 

P  = 2    ■-  =  T.' 

r        50 
da  aber  h  =  —  =  — -  =  25"**"  ist,  so  hat  man  : 

4 

Bezeichnet  a  den  mittleren  Steigungswinkel  der  Schraube,  so 
findet  zwischen  der  Kraft  P,  am  Hebelarm  R  wirkend,  und  der  Last  Q 
nach  dem  über  die  Schraube  geltenden  Satze  aus  der  Mechanik  über 
das  Gleichgewicht  zwischen  Kraft  und  Last  mit  Berücksichtigung 
der  Reibung  die  Gleichung  statt: 

^_9_       tangg+Z  ^. 
Q~  E  '  \  — /tanga    ^" 

Es  ist  bekanntlich  der  Reibungscoefficient 

/=  tang  a  =  -~—  =  --—^^^-  -  =  0,0707. 
^  2p7c        2.56,2o.3,14 

*)  Die  nicht  hierher  gehörige,  ziemlich  einfache  Ableitung  dieser 
Gleichung  findet  sich  in  jedem  Lehrbuche  der  Mechanik  bei  der  Berechnung 
der  Reibnngswiderstände  eines  auf  einer  schiefen  Ebene  sich  bewegenden 
Körpers  und  Anwendung  der  erhaltenen  Resultate  auf  die  Schraube. 
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daher  hat  man  auch : 


+/ 


P_  p        2p7t   ^-     _  p      h-\-2pnf 


2p7l 


R  '  2pn—fh' 


oder,  da  PR  =  M  ist,  kann  man  auch  schreiben : 

Ä  +  2p7i/ 


M=Qp. 


2  p  TZ— fh 


{11) 


Aus  den  zwei  Gleichungen  (/)  und  (//)  können  die  beiden  unbe- 
kannten Q  und  M  und  hiermit  auch  aus  der  Gleichung  ,M  =  PR'' 
der  gefragte  Werth  von  P  berechnet  werden. 

Die  Gleichung  (/)  nach  M  aufgelöst: 


?7rr«        3    .    5i/$»r»-f-16i¥«       , 


®7tr' 

3 

e 

8 

5 

8  ■ 

,   oder 


^8  ®j^^-39     8  y^.^,  _  ^.^.  _^  jg^.^  ^^^^ 


(8©7rr«  —  3C>\* 
^ ~\  Q^r*  —  Q*r\  hieraus  ist 

Die  beiden  Werthe  von  M  (aus  Gleichung  (//)  und  dieser  hier  ge- 
fundene) einander  gleich  gesetzt,  erhält  man: 


Q 


4-  VC~  ^öT — y  - ^  =  ^p-  2p¥37r' 

9ä         9      r         9  r 

die  Werthe  p  =  -  -  =  —  .  —  =  -^  r  und  A  =  —  eingesetzt: 
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2.^r.-/2 


4  VC — 5^ ;  -  ^  =  8  •  vw^Yfy  "^'^ 

1  "\/7^^^^*iiH^-i V_  1  _  2  +  97t/ 

9  VV         59  7  9u  — 2/' 

wir  bezeichnen  den  rechten  Theil   dieser  Gleichung  der  Abkürzung 

2  4-  971/ 

wegen   mit   dem   Buchstaben    c ,    setzen    also   c  =  — —-^   man 

y  TT  —  Zf 

erhält  dadurch: 


V( 


8©7rr*— S^V      i         9c 


5(? 


J  —  1  =  -g-,  oder 


/8@7rr'— S^Y         _  81c« 

V"~~5  e       /  ""  4 


,  oder 


8@7tr«— 3^ 


59 

wir  setzen  abermals  der  Abkürzung  wegen  den  rechten  Theil  dieser 

Gleichung :  y  — j [-  1  =  n  und  erhalten : 

8  S  7t  r«  —  3  ^  =  5  ^  «,  woraus 

Ö(5«  +  3)  =  8S7ir>  und  Q=  f--^'"'- 

folgt.  Es  ist  der  Werth  von  c,  wenn  man  die  Zahlenwerthe  einsetzt : 

_  2  +  971/  _  2  +  9  ■  3,14  .  0,0707 
""  ~  9  TT  —  2/  ~  "9  .  3,14  —  2  ,  0,0707  ' 

oder  c  =  0,141472;  oder  abgerundet  c  =  0,1415,  daher 

' =fic^y+ ' = vrasis = 1,186, 

hiermit  erhält  man  : 

_    _  8 @.H  _         8  .3^,11^(50).  ■ 
^       5.1,185  +  3  5.1,185-1-3 
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In  die  Gleichung  far  M 

die  Zahlenwerthe  eingesetzt: 

u      ^aof^^    25  +  2.56,25.3,14.0,0707     / 
Jlf=  56,25  0.  2-756,25^3,14-0,0707.25'  '^'' 

M=  7,9578  9  =  7,9578  .  21109  =  167981,2, 
woraus  man  die  Kraft  P,  am  Hebelann  R  wirkend,  mit 
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Seite  Zeile 

12     14  von  oben  soll  statt  „in  Formel"  stehen:  „in  die  Formel" 
15      9     ff       ,,        ff       ff      «also    das   Gewicht**    stehen:    „also    ange- 
nähert das  Gewicht" 
17       1     ^    unten    ^        „      „Ix+Ofbä"      stehen:  J," 
22      2     „     oben     „       „      ^der'  „        ,die** 

24      4  /-^-  f^^^^ 

80      4     „     unten    ff        „      „«»  «=  20  ein"        „        „«i  =  20"* 

Ergänzungen  zu  den  Beispielen  11,  12,  20  und  21  des 
ersten  Abschnittes,  von  Seite  15  bis  Seite  33,  Die  in  diesen  Auf- 
gaben vorkommenden,  durch  Zahlen  ausgedrückten  Beziehungen 
zwischen  Gewicht,  Tragkraft,  Ketteneisen-Durchmesser,  Trag- 
und  Zerreisslänge  der  offenen  Ringkette  beruhen  auf  dem  nur 
angenähert    berechneten    Gewichte    der   Kette    pro    laufenden 

Meter:  ^o  «=  (--  -y^—  ) /*Tj  da»  wirkliche  Gewicht  der  Kette 

ist  aber  wegen  des  Eisen  Verlustes  durch  Abbrand  beim  Schmieden 
kleiner,  und  zwar  ist: 

«,_!.ft  =1M^T=  0,018504  d«, 
l  14 

demgemäss  erhält  man  auch :  Go  =  0,001967  P,  P  =^  508,88  (r«, 
die  Zerreisslänge  L.  «  8393,8-,  die  Traglänge  Lt  =  509,07% 
die  Tragkraft  P  und  den  Durchmesser  d  des  Ketteneisens  in 
Beispiel  11:  P=5088,8'^^  rf  =  23""",  den  Durchmesser  d  des 
Ketteneisens  in  Beispiel  12:  d^=  18"*"*,  in  den  Beispielen  20  und 
21  die  genaueren  Proportionen: 

Gi :  ö, :  6^3  =  1967  :  1120  :  1060, 
*  :  f/,  :  (fs  =  7,348  :  16,9  :  30,7, 
Pi :  P, :  P3  =  508  :  893  :  943. 
9  von  oben  soll  statt  «setzt  man  6"  stehen:  „ setzt  man  statt  @* 

unten    .       .      -^n(^-)  =  ^-      „        -U(^)  =  ^" 

K  K. 

46    14    ff     oben     ff       „      ^Lm^L»,  -=-"        ff        „L,  =  Lt .  -^" 


48 

9 

44 

2 

44 

11 

45 

1 
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Seite  Zeile 

196      1  von  unten  soll  statt  „Q,  sso,!*'  stehen:  «Qi  »  o,l* 
198    20    ,     oben     „       ,      «P,(«H-a,)-    ,       „P,(«  +  ai)- 

204      5  and  6  von  nnten  soll  statt  «  Qs  os  **  stehen :  « Qs  S  * 


199 


Pt  U  Pi  h 

205  1  von  unten  soll  statt  ,  "  stehen:   „     '      * 

206  9    „     oben     „    unter  dem  Wurzelzeichen  statt  „c^  —  St  ( * 

stehen:  „a,  +  »i  ( ** 

212  in  Fig.  79  soll  der  Winkel  statt  mit  „a"*  mit  ^a"  bezeichnet 

sein  und  statt  ^Ct*  soll  stehen:  „c"* 
216    18  von  oben   soll  statt  ^ausfallen"    stehen:  „ausgefallen* 


219 

14 

1» 

unten     « 

» 

„Exdpunkte" 

„        „Endpunkte" 

219 

9 

«» 

.  »        " 

fi 

„betragen- 

„        .betrage** 

221 

2 

ü 

oben      « 

n 

■"n 

.    .-.)7Y- 

221 

17 

n 

unten    ,» 

Statt 

.-D*- 

.    ,!>:" 

221 

16 

it 

fi           n 

vor 

dem  Wurzelzeichen  statt  ,D*  —  *  stehen 

,D*" 

224 

9 

» 

»         .  u 

f) 

•(t-)'t--«'--(t#|- 

229 

*10 

n 

«            n 

fi 

.a6*ß« 

,        .«6«?'" 

229 

10 

f» 

*»            n 

n 

rhHa-ir 

.        ,bna-l)« 

232 

3 

ft 

oben     „ 

11 

»gleichmässig" 
P  =  3000'' 

stehen:   .gleichmSssig  mi 

232 

1 

n 

unten    . 

n 

„83,6**  stehen: 

34,6" 

283 

- 

soll  bei  der  Fig.  93  statt  „&,''  stehen:  ^2  5** 

241 

2 

von 

oben  soll  statt 

„von"     stehen: 

«aus" 

244 

9 

fi 

unten     „ 

n 

"  2  ""         " 

P12 

■i- 

244 

8 

f» 

!♦                  » 

t) 

n   21               « 

-■  ^  » 
"  2Z 

Pe. 

245 

1 

n 

oben      rt 

n 

n     2                    »» 

14 

•   2 

245 

1 

n 

T>                    « 

ü 

Pf2  , 

245 

10 

» 

f»                    »» 

n 

"22© 

aJ©A^ 

"2/6 

265 

8 

fi 

f»             r» 

n 

"     3 

"      3 

270     10    „        „        „    unter  dem  Wurzelzeichen  statt  „r  +  a"  stehen : 

«r-a" 
274  Fig.  119  fehlt  in  der  Mitte  der  Länge  die  Richtungslinie  der 

Kraft  P:    :  ^ 

8000 
276      6  von  oben  soll  unter  dem  Wurzelzeichen  statt  „ — - — "  stehen 

80000  , 
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Seifte  Zeile 

277      2  von  oben  soll  statt  „24an^xS*        stehen:  „24a2  6»x@* 

282     10     ,    unten    ,        ,      ,-?^666«/s-  ,       ^^«666«,,"- 

287      9     „        „        „     im  Zähler  de8Bruche8Btatt„6  +  a''8tehen:„&  —  a'' 
287      8     ^        ,        ^     statt  „(5  —  a)  a«**  stehen:  „(6  — a)A«" 

287      7    „         n       n       .      «(3a  +  &  +  a)-  ^        „(Sa  +  ft-i)" 

298    12    ,     oben     „       .      ,^-  stehen:  ,-^- 

300      1     ^     nnten    „    im  Nenner  des  Braches  statt  ^^^  stehen  ^le*^ 
305  Fig.  132  fehlt  die  Masslinie  {  der  Länge  des  Balkens:  4-      l      ^ 

308      2  von  oben  soll  statt  »(ä  — Äi)**    stehen:  ,(ä  — ä,)?"* 

6ä\  SÄ^l/öftTu 


316     10     „     nnten 


3  "        "  8 


S17  1                                        -?-*•*  g^    ^«    • 

322  1     ,         ,         „        ^      n(r2-n)-         „  n(r, -r,)/« 

323  5    ^     oben     v       „     „(r, -;e,)2r-      ,  B(r,-r,).£r« 

328  Fig.  136  soll  statt  „Xi"  stehen:  ^L"" 

328  5  von  unten  soll  statt  „2>S"  stehen :  ^dI" 


331  16..  .        .  .      .J/^.M-         ^        y^-^'^- 

337  5     .  oben    ,  .     .?«(«  + 9)-                 ,        .ß»(a  +  9)« 

337  12     «  ^        „  ^      «8rfn'-                         .         ,8  5^' 

341  6     ,  .        ,  ,      ^Ehh^^                        ,        rE{nb)h^^ 

341  7     ,  ,        .  .      „6&Ä'«                        ,        .6(n6)ÄV 

341  6     „  unten    „  ^      ^Z"                               »         ».^ 

846  7    „  oben  ist  im  Kopfe  der  Tabelle  an  die  Stelle  von   „(2*"    zu 
setzen:  „t**  und  an  die  Stelle  von  •<*'  zu  setzen:  „d'* 

351  2  von  oben   soll  statt  f,y  — g-**  stehen:  »»[/  —  g-* 

366  4     „  unten     ^  „     ^ kreisförmig'*  stehen:  „k reisringförmig " 

371  9     ^  oben      „  «     „4,31>^PÄ-          „        ,4,31"^?^"- 

394  1     ,  „         n  1»     ,»Ä  nur"                .        „Ä  und  nur* 

394  1     „  unten     .  r     ,.244"                      „        „24,4- 


400      1     .     oben 


64Z*n  "        "  64/"n 


d  l 

406    10,  11,   12  von  oben  soll  in  den  Brüchen   y  und  ~    statt   „l* 

stehen:  „Zi** 

409      8  von  oben  soll  statt  »0,59 . 1,191  ^  0,7027''  stehen : 

,0,59  (U91)»- 0.997- 

409      4    ,,        «       »       •     »0,7027*   stehen:    „0,997»,  und  statt  ,39,35" 

soll  stehen:  ,55,8" 
409      5    ,        «      »       •     .40*  stehen:  „56" 
417      3     „        ,»       »       B     1,2 |i*"    stehen:    „2  |i»"  und    statt  ,nP"  soll 

stehen:  nnl**^ 

Graf«  ?eatigkeitolelire.  31 
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Seite  Zeile 


425      4  von  unten  soll  statt  J^)  "  stehen:  A-r) 

.oo       4  K  1  /  5000  „    ,,  i/"5Ö00'« 

428      4    „     oben    «        ,     "|/~5        ®*^^®"-  "K  ~~6~" 

431  Fig.  160  soll   die   durch   ^P**  bezeichnete  Strecke   durch  ^p" 

bezeichnet  sein. 

448  14  von  oben  soll  statt  f.dd'-^ddo''  stehen:  „dd'  =  ddo** 

449  1     „    nnten   «        »     „ Richtunglinie "  stehen:  ^Richtungslinie" 

455      4    ^     oben     „        „     „ö  = -^-^  eingesetzt**  stehen:  «6=-^^'* 

an  die  Stelle  von  B  eingesetzt". 


Drack  TOD  Wllkdin  KGU«r.  Wien.  Tl.  Moll»r«J|tuae  41. 
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